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JLes  connoiflknces  que  nous  avons  expofées  dans 
les  deux  volumes  précédera,  fervent  de  bafe  à  toutes 
te  parties  des  Mathématiques  ;  &  la  méthode  que  nous 
avons  fuivie  pour  les  préfenter ,  peut  fervir  à  paffer 
à  des  vérités  plus  compofées.  Maïs  en  réfléchiffant 
fur  cette  méthode  ,  on  a  pu  remarquer  que  le  nombre 
des  propofitions  qu'on  eft  obligé  de  fe  rappeler  pour 
riotdfigence  d'une  propofition  nouvelle ,  s'accroît  à 
mefure  que  celle-ci  s'éloigne  de  l'origine  de  la  chaîne 
qui  les  lie  les  unes  aux  autres. 

Cette  manière  de  procéder  à  la  démonftration  ou 
à  la  recherche  des  vérités  mathématiques ,  eft  fans 
doute  lumineufe  ;  mais  elle  devient  de  plus  en  plus 
pénible ,  à  mefure  que  ces  vérités  s'éloignent  davan- 
tage des  connoiffances  primitives  :  elle  a  d'ailleurs 
l'inconvénient  d'exiger  de  la  part  de  l'efprit  ,  dé 
nouvelles  reflburces  ,  de  nouveaux  expédiens  ,  à 
mefure  qu'on  paffe  à  de  nouveaux  objets. 

Cependant  *  quelque  différens  que  foient  les  objets 
des  recherches  mathématiques ,  les  raifonnemens  &t 
les  opérations  qu'ils  exigent ,  ont  des  parties  com- 
munes qu'on  peut  ramener  à  des  règles  générales ,  à 
rade  defquelks  on  peut  foulager  l'efprit  d'une  grande 
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partie  des  efforts  que  chaque  nouvelle  queftion  fem- 
bleroit  exiger.  La  méthode  qu'on  appelle  Analyfc ,  eft 
celle  qui  enfeigne  à  trouver  ces  règles,  &  l'inftrument 
qu'elle  emploie  pour  y  parvenir,  s'appelle  Y  Algèbre. 

L'Algèbre ,  ou  l'art  de  repréfenter  par  des  fignes 
généraux  toutes  les  idées  qu'on  peut  fe  former  rela- 
tivement aux  quantités,  eft  à  proprement  parler,  une 
langue  en  laquelle  nous  traduifons  d'abord  certaines 
idées  connues  ;  puis  par  des  règles  confiantes ,  nous 
combinons  ces  idées  à  l'aide  des  caraâères  de  cette 
langue  ;  &  enfin  ,  interprétant  les  réfukats  de  ces 
combinaifons ,  nous  en  concluons  des  vérités  que 
toute  autre  manière  de  procéder  auroit  rendues  d'un 
accès  très-difficile ,  &  auxquelles  même  il  feroit  fou- 
vent  impoffible  d'atteindre  par  une  autre  voie. 

Les  avantages  principaux  qu'on  peut  retirer  de  cette 
fcience ,  font  donc  de  fe  faciliter  l'intelligence  &  la  dé- 
couverte des  vérités  mathématiques,  &  de  fe  procurer 
des  moyens  faciles  &  des  règles  générales  pour  réfoudre 
toutes  les  queftions  qu'on  peut  propofer  fur  les  quan- 
tités» 

Les  Méthodes  de  l'Algèbre  ne  nous  étoient  point 
néceffaires  dans  les  volumes  précédens ,  oii  les  objets 
étoient  amples  ;  mais  la  fynthèfe  que  nous  y  avons 
employée  ,  ne  peut  nous  procurer  les  mêmes  faci- 
lités pour  traiter  ceux  qui  nous  reftent  à  parcourir. 
D'ailleurs  une  des  chofes  qu'on  doit  avoir  en  vue 
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dans  l'étude  des  Mathématiques ,  c'eft  moins  d'accu- 
muler un  grand  nombre  de  proportions,  que  d'ac- 
quérir Fefprit  de  recherche  &  d'invention ,  qui  feul 
peut  Eure  mettre  à  profit  les  connoiffances  que  Ton: 
a  acquifes  ;  or  la  manière  de  procéder  en  Algèbre  y 
tend  directement  à  ce  but. 

L'objet  principal  que  nous  nous  propofons ,  en 
donnant  l'Algèbre  dans  ce  vohime-ci,  eft  de  nous 
mettre  en  état  de  traiter  ,  dans  le  fuivant  ,  la  Mé- 
canique ,  d  une  manière  facile  &  utile.  Mais  pour 
tirer  de  l'Algèbre  les  avantages  qu'elle  peut  procurer  ^ 
il  feut  s'être  rendu  familier  l'ufàge  des  différentes 
opérations  qu'elle  enfeigne ,  &  s'être  accoutumé  à 
interpréter  les  phrafes  de  cette  langue  ;  c'eft  pour 
cette  raifon  9  que  nous  avons  renfermé  dans  ce  même 
volume  ,  plufieurs  applications  de  l'Algèbre  à  l'Arith- 
métique &  à  la  Géométrie.  Nous  nous  étions  pro- 
pofé  d'y  faire  entrer  encore  une  autre  branche  de 
l'Analyfe,  celle  qui  regarde  les  quantités  confidérées 
comme  variables ,  ou  du  moins  d'en  donner  ce  qui 
nous  feroit  nécefTaire  pour  quelques  applications  utiles 
à  la  Mécanique  \  mais  une  efpèce  de  péceflitc  de 
conferver  à  cette  troifîème  partie  le  même  caraôère 
dunpreftion ,  qu'aux  deux  premières ,  ne  nous  per- 
met pas  d'exécuter  ce  projet  pour  le  moment ,  fans 
paffer  de  juftes  bornes. 

Les  différentes  méthodes  qu'on  a  firivies  jufqu'ici , 
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pour  expofer  les  principes  de  l'Algèbre ,  fe  réduifent 
à  deux  principales.  La  première  confifte  à  donner 
les  règles  des  quatre  opérations  fondamentales,  & 
celles  qui  conduifent  à  la  réfolution  des  équations 
du  premier  degré ,  par  une  voie  qu'on  peut  regarder 
comme  fynthétique.  La  féconde,  qui  eft  purement 
analytique ,  conduit  à  trouver  ces  règles ,  en  pro- 
poiant  des  queftions  dont  la  réfolution  exige  certaines 
opérations  &  certains  raifbnnemens ,  que  par  un  examen 
poftérieur ,  on  trouve  revenir  les  mêmes  dans  toutes 
les  queftions ,  &  que  par  conféquent  on  érige  en  règles 
générales.  Cette  dernière  méthode  fembleroit  d'abord 
préférable  à  la  première ,  en  ce  qu'elle  paroît  devoir 
flatter  l'amour-propre  des  Commençans ,  &  irriter 
leur  curiofité.  Mais  fi  l'on  fait  réflexion ,  qu'alors 
l'attention  eft  néceffairement  partagée  entre  trois 
objets ,  favoir  l'état  de  la  queftion ,  les  raifonnemens 
pour  l'exprimer  algébriquement  s  &  les  opérations 
qu'il  faut  faire  à  l'aide  de  (ignés  dont  la  fignification 
échappe  d'autant  plus  aifément  qu'on  eft  encore  moins 
exercé  à  repréfenter  fes  idées  d'une  manière  abftraite , 
il  me  femble  qu'on  doutera  que  cette  méthode  foit 
la  meilleure ,  dans  les  commencemens  ,  pour  le  plus 
grand  nombre  de  leôeurs.  Ne  produiroit-elle  pas  % 
au  contraire ,  un  effet  tout  oppofé  à  celui  que  quel- 
ques -  uns  lui  attribuent  ?  Les  raifonnemens  qu'elle 
exige ,  quoique  (impies  dans  les  commencemens ,  où 
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uns  doute ,  on  ne  traite  que  des  queftions  (impies  9 
ces  raifonnemens ,  dis  -  je ,  devant  être  tirés  du  fond 
même  de  celui  qui  opère ,  ne  l'humilieront-ils  pas  , 
lorfqulk  ne  fe  préfenteront  pas  à  lui  ?  La  méthode 
d'invention  fuppofe  toujours  une  certaine  fineffe; 
c'eft  celle  qu'ont  dû  fuivre  les  inventeurs  ,  &  par 
conféquent  celle  des  hommes  de  génie  ;  or  ceux-ci 
ne  font  certainement  pas  le  plus  grand  nombre* 

Ce  font  ces  confîdérations  qui  nous  ont  déterminé 
à  fuivre  la  première  méthode  pour  f  expofition  des 
règles  fondamentales  ;  mais  comme  un  des  objets  que 
nous  nous  propofons  9  eft  de  faire  acquérir  au  leôeur 
cette  méthode  d'invention ,  nous  n'avons  fuivi  la 
première ,  que  jufqu'oii  il  nous  a  paru  néceffaire  de 
le  faire ,  pour  que  le  défaut  d'habitude  des  lignes 
algébriques ,  ne  fut  plus  un  obftacle  à  l'intelligence 
de  ce  que  nous  aurions  à  préfenter. 

Nous  ne  dirons  rien  de  la  manière  dont  les  choies 
font  traitées  ;  ce  n'eft  plus  à  nous  à  la  juger.  Mais 
nous  croyons  pouvoir  nous  arrêter  un  moment  fur 
quelques  -  unes  des  matières  que  nous  avons  confi- 
dérées  ;  elles  font  de  deux  fortes  :  les  unes  élémen- 
taires ;  les  autres  ,  au  moins  pour  la  plus  grande 
partie  ,  fuppofent  qu'on  s'eft  rendu  les  premières 
très -familières.  Pour  les  unes  &  pour  les  autres, 
nous  avons  fait  enforte  de  ne  rien  omettre  de  ce 
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qui  peut  être  utile.  Nous  avons  diftingué  celles  de 
la  féconde  forte ,  par  de  petits  caraâères  :  quelques 
notes  répandues  dans  l'ouvrage ,  &  qui  appartiennent 
à  la  partie  élémentaire,  font  placées  au  bas  des  pages  * 
&  renvoyées  par  une  étoile.  Parmi  les  objets  com- 
pris fous  le  petit  caraâère ,  nous  avons  renfermé  y 
entre  autres  chofes ,  i°.  le  Précis  d'une  méthode  * 
qu'on  trouvera  avec  plus  d'étendue ,  dans  les  Mé- 
'  moires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'année  1764* 
&  qui  a  pour  objet ,  l'élimination  des  inconnues  dans 
les  équations.  C'eft  une  partie  de  l'Algèbre ,  fur  la- 
quelle il  y  a  encore  bien  des  chofes  à  faire ,  &  qui 
importe  d'autant  plus  à  la  perfeâion  de  cette  fcience , 
que  la  réfolution  générale  des  équations  en  dépend 
absolument.  i°.  Une  méthode  pour  la  réfolution  des 
équations.  Nous  ne  dirons  rien  des  tentatives  qui 
ont  été  faites  fur  cette  matière  depuis  là  naifiance  de 
TAnalyfe.  Nous  remarquerons  feulement  que  jufqu'à 
nos  jours ,  on  n'a  pas  paffé  le  quatrième  degré  ;  on 
n'a  pas  même  eu  une  méthode  uniforme  pour  les 
degrés  qu'on  fait  réfoudre.  On  trouve  à  la  vérité ,. 
dans  TAnalyfe  démontrée  du  P.  Reyneau ,  une  mé- 
thode que  l'on  y  donne  comme  générale  ,  &  qui  eft 
due  à  M.  Tfchirnaus  9  qui  la  publia  dans  les  Aftes 
de  Leipfik  ;  mais  indépendamment  des  calculs  rebu- 
tans  &  fuperftus  auxquels  elle  entraîne ,  elle  ne  réuffit 
pour  le  quatrième  degré  >  que  par  une  modification 
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de  la  règle  ;  &  quelques  réflexions  Air  la  forme  que 
doivent  néceffairement  avoir  les  racines  des  équa- 
tions des  degrés  fupérieurs ,  font  bientôt  voir  qu'elle 
ne  réufliroit  point  paffé  le  quatrième  degré*  Les  bornes 
que  les  matières  plus  néceffaires  à  notre  objet ,  m'ont 
forcé  de  donner  à  l'expofition  de  la  méthode  que 
je  propofe ,  m'ont  empêché  d'entrer  dans  quelques 
détails  fur  fon  application  au  cinquième  degré  &  aux 
degrés  fupérieurs*  Je  m'étois  même  propofé  de  ne 
rien  publier  fur  ce  fujet,  que  lorfque,  libre  d'autres 
occupations  ,  j'aurois  pu  y  donner  la  per feâion  dont 
je  le  crois  fuiceptible  ;  mais  M,  Euler  ayant  publié , 
dans  le  tome  I X  des  nouv.  Comment,  de  Peter sbourg , 
qui  vient  de  paroitre ,  une  méthode  fur  la  même 
matière ,  je  donne  ici  les  chofes ,  telles  que  je  les 
ai  trouvées  d'abord,  c'eft-à-dire,  fur  la  fin  de  176 r. 
Au  refte,  on  trouvera  plus  de  détails  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  ;  on  y  trouvera  entre  autres 
chofes ,  une  méthode  pour  les  équations  ,  dont  le 
degré  eft  marqué  par  un  nombre  compofé  ;  cette 
méthode  Amplifie  le  travail  dans  ces  cas  :  nous  au- 
rions pu  l'employer  ici  pour  le  quatrième  degré  ; 
mais  dans  le  deffein  où  nous  étions  de  faire  voir  ce 
que  l'on  pouvoit  préfumer  de  l'application  de  notre 
méthode  ,  aux  degrés  fupérieurs ,  nous  avons  préféré 
d'obferver  l'uniformité. 
Sous  le  siême  caraâère  d'impreflîon  >  font  encore 
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compris  beaucoup  d'autres  objets  que  nous  avons  cm 
devoir  traiter ,  pour  ne  pas  obliger  de  recourir  ailleurs. 

Dans  la  féconde  Seâion  ,  nous  nous  fommes  attaché 
à  faire  voir  la  manière  d'appliquer  l'Algèbre  ,  d'en 
traduire  les  réfukats  ,  de  les  exprimer  par  lignes.  Nous 
avons  tâché  de  faire  bien  entendre  comment  f  Algèbre 
comprend ,  dans  une  même  équation ,  tous  les  diffé- 
rons cas  d'une  queftion  ;  ce  que  lignifient  les  différentes 
racines ,  pofitives ,  négatives  ,  réelles ,  ou  imaginaires. 

La  connoiffance  des  principales  propriétés  des  fec- 
lions  coniques ,  nous  a  paru  devoir  entrer  dans  notre 
plan,  quelques-unes  de  ces  courbes  fe  rencontrant  affez 
fouvent  dans  l'Architeâure  Navale.  Enfin ,  leur  ufage 
pour  la  conftruâion  des  équations  nous  y  a  encore 
déterminé.  Nous  avons  fait  enforte  de  préfenter  ces 
objets  &  plufieurs  autres  qu'on  trouvera  dans  le  cours 
de  l'Ouvrage ,  de  manière  qu'ils  devinffent  le  germe 
de  connoiflances  plus  étendues  pour  ceux  qui  délire- 
ront les  acquérir. 
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DE  L'ALGÈBRE. 


PREMIÈRE  SECTION, 

IXuzj  laquelle  on  donne  les  principes  du  calcul 
des  quantités  Algébriques. 

i.  Le  but  de  la  fcience  qu'on  appelle  Algèbre,  t& 
de  donner  les  moyens  de  ramener  à  des  règles  géné- 
rales la  réfolution  de  toutes  les  queftions  qu'on  peut 
propofer  fur  les  quantités. 

Ces  règles ,  pour  être  générales ,  ne  doivent  pas 
dépendre  des  valeurs  particulières  des  quantités  que 
Fon  confidère,  mais  bien  de  la  nature  de  chaque 
queftion ,  &  doivent  être  toujours  les  mêmes  pour 
toutes  les  queftions  d'une  même  efpèce. 

H  fuit  de-là  que  l'Algèbre  ne  doit  point  fe  borner 
à  employer ,  pour  repréfenter  les  quantités,  les  mêmes 
Marin*.  Alçlbrt.  A 
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caraâères  on  les  mêmes  lignes  que  l'Arithmétique.  En 
effet ,  lorfque  ,  par  les  règles  de  celles-ci ,  on  eft 
parvenu  à  un  réfultat ,  rien  ne  retrace  plus  à  l'efprit 
la  route  qui  y  a  conduit  Qu'une  ou  plufieurs  opé- 
rations arithmétiques  m'aient  donné  n  pour  réfultat, 
je  ne  vois  rien  dans  i  x  qui  m'indique  fi  ce  nombre 
eft  venu  de  la  multiplication  de  3  par  4 ,  ou  de  1 
par  6 ,  ou  de  l'addition  de  5  avec  7 ,  ou  de  %  avec 
10 ,  ou ,  en  général ,  de  toute  autre  combinaiibn 
d'opérations.  L'Arithmétique  donne  des  règles  pour 
trouver  certains  réfultats  ;  mais  ces  réfultats  ne 
peuvent  pas  fournir  des  règles.  L'Algèbre  doit  rem- 
plir ces  deux  obfets  ;  &  pour  y  parvenir,  elle  repré- 
fente  les  quantités  par  des  fignes  généraux  (  ce  font 
les  lettres  de  l'Alphabet  ) ,  qui  n'ayant  aucune  rela- 
tion plus  particulière  avec  un  nombre  qu'avec  tout 
autre,  ne  repréfentent  que  ce  qu'on  veut  ou  ce  que 
l'on  convient  de  leur  faire  représenter.  Ces  fignes 
toujours  préfens  aux  yeux  dans  toute  la  fuite  d'un 
calcul ,  confervent ,  pour  ainfi  dire  ,  l'empreinte  des 
opérations  par  lefquelles  ils  paffent  ;  ou  du  moins 
ils  offrent  dans  les  réfultats  de  ces  opérations  i  des 
traces  de  la  route  qu'on  doit  tenir  pour  arriver  au 
même  but  par  les  moyens  les  plus  fimples.  Nous  ne 
nous  attachons  point  ici  à  développer  davantage  cette 
légère  idée  que  nous  donnons  de  l'Algèbre  ;  la  fuite 
de  cet  Ouvrage  y  eft  deftinée» 
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Non  -  feulement  on  repréfente ,  en  Algèbre  >  les 
quantités  >  pat  des  figues  généraux  :  on  y  repréfente 
auffi  leur  manière  d'être  les  unes  à  l'égard  des  autres  » 
&  les  différentes  opérations  qu'on  a  deflêin  de  faire 
fur  elles  :  en  un  mot ,  tout  eft  repréfentation  ;  & 
lorfqu'on  dit  qu'on  fait  une  opération  ,  c'eft  une 
nouvelle  forme  qu'on  donne  à  une  quantité.  A  mefutt 
que  nous  avancerons ,  nous  ferons  connoître  ces 
différentes  manières  de  repréfenter.ce  qui  a  rapport 
aux  quantités» 

Des  opérations  fondamentales  fur  les  quantités 
confidérées  généralement. 

x.  On  Eut ,  en  Algèbre ,  fur  les  quantités  repré- 
fentées  par  des  lettres  >  des  opérations  analogues  à 
celles  qu'on  fait  en  Arithmétique  fur  les  nombres; 
c'efl-à-dire ,  qu'on  les  ajoute ,  on  les  fouftrait ,  un 
les  multipfie ,  on  les  divife  >  &c.  ;  ma»  ces  opéra- 
tions diffèrent  de  celles  de  l'Arithmétique  ,  en  ce  que 
leurs  réfultats  ne  font  fouvent  que  des  indications 
d'opérations  arithmétiques. 

De  P Addition  ô  de  la  Souftraclion* 

3.  L'addition  des  quantités  femblables  n'a  befoifl 
tfaucune  règle  ;  il  eft  évident  que  pour  ajouter  une 
quantité  repréfentée  par*»  avec  la  même  quantité** 

A  1 
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il  faut  écrire  ta.  Pour  ajouter  la,  avec  3  a  ,  il  faut 
écrire  5*  ,  &  ainfi  de  fuite» 

Quant  aux  quantités  diffemblables ,  &  qu'on  repré- 
sente toujours  par  des  lettres  différentes ,  on  ne  fait 
qu'indiquer  cette  addition  ;  &  cela  s'indique  par  le 
moyen  de  ce  figne  + ,  qui  fe  prononce  plus.  Ainfi  , 
fi  Ton  veut  ajouter  une  quantité  repréfentée  par  a , 
avec  une  autre  repréfenté  par  b>  on  ne  peut  faire  autre 
chofe  qu'écrire  a  4-  b  ;  enforte  qu'on  ne  connoît  véri- 
tablement le  réfultat  que  quand  on  connaît  les  valeurs 
particulières  des  quantités  repréfentées  par  a  &  par 
l;  d  a  vaut  5  ,  &  fi  b  vaut  iz9a  +  b  vaudra  17. 

Pareillement ,  pour  ajouter  5  a  +  3  b ,  avec  9  a 
'+  i  c  &  9  b  +  3  d ,  on  écrira  5^+3^+9^  + 
ic  +  yb  +  $d;  &c  raffemblant  les  quantités  fem- 
blables,  on  aura  14a  +  i%b  +  ic  +  $d. 

4.  Il  y  a  les  mêmes  chofes  à  dire  fur  la  fouftrac- 
tion  que  fur  l'addition.  Si  les  quantités  font  fem- 
blables ,  on  n'a  befoin  d'aucune  règte  :  il  eft  évident 
que  fi  de  5  a  on  veut  retrancher  2  a ,  il  refte  '  3  a. 

Mais  fi  les  quantités  font  diffemblables  ,  on  ne 
peut  qu'indiquer  la  fouftraâion  ;  cela  s'indique  à 
l'aide  de  ce  figne —  ,  qu'on  prononce  en  difant 
moins.  Ainfi  fi  l'on  a  H  retrancher  de  a ,  on  écrira 
a  —  k  Pour  retrancher  36  de  5^,  on  écrira  ya 
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—  yb*  Pour  retrancher  54  +  4^»  de  g  a  •+•  6b  , 

on  écrira  90  +  6b  —  ja  —  4b ,  &  faifant  déduc-- 

• 

ùon  des  quantités  femblables  (  ce  qu'on  appelle  faire 
la  riduSion  ),ona  pour  refte  40  -{-  2  £•  Enfin  pour 
retrancher  y  a  +  3  £  +  4c  de  6*  +  4^  +  4^,  on 
écrira  6  a  +4^  +  4^  —  ja  —  3  £  —  4c ,  &  en 
xéduifant  j  on  aura  a  +  b  +  ^d  —  4c. 

5.  Un  nombre  qui  précède  une  lettre  s'appelle  le 
coefficient  de  cette  lettre  ;  ainfi  dans  3  b  9  3  eft  le 
coefficient  de  £.  Lorfqu'une  lettre  doit  avoir  1  pour 
coefficient ,  on  ne  met  point  ce  coefficient  :  ainfi 
lorique  de  3  a  on  retranche  x  a  ,  il  refte  1  a  ;  on 
écrit  feulement  a.  IL  faut  donc  bien  fe  garder  de  croire 
que  le  coefficient  d'une  lettre  ,  lorfqu  11  ne  paroît 
point  ,  foit  zéro  ;  il  eft  alors  l'unité  ou  1. 

6.  II  importe  peu  dans  quel  ordre  on  écrive  les 
quantités  qu'on  ajoute  ou  qu'on  retranche  ;  fi  Ton 
a  a  à  ajouter  avec  b ,  on  peut  indifféremment  écrire 
a  +  b  ou  b+a;8c  pour  retrancher  b  de  a ,  on 

.  peut  écrire  également  a  —  i  ou  —  b  +  a.  Mais 
comme  on  prononce  plus  aifément  les  lettres  dans 
Tordre  alphabétique  que  dans  tout  autre ,  nous  fui- 
Vrons  cet  ordre  autant  que  nous  le  pourrons. 

7.  Remarquons   encore  que  lorfqu'une  quantité 
nV  point  de  figne,  elle  cft  cenfée  avoir  le  figne  +  ; 
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a  eft  la  même  chofe  que  +  *.  On  eft  dans  l'ufage  de 
fupprimer  le  ligne  dans  la  quantité  qu'on  écrit  la 
première ,  lorfque  cette  quantité  doit  avoir  le  figne 
+  ;  mais  fi  elle  devait  avoir  le  figne  — ,  il  ne  feu- 
droit  pas  l'omettre. 

8.  I^orfqu'après  une  opération  on  procédera  la 
réduction ,  il  peut  arriver  que  l'on  ait  une  quantité 
à  retrancher  d'une  autre  plus  petite  :  alors  on  re- 
tranche la  plus  petite ,  de  la  plus  grande  ,  &  on 
donne  au  refte  ,  le  figne  de  la  plus  grande.  Par 
exemple  ,  fi  après  avoir  ajouté  xa  +  yb  ,  avec 
%a  —  7*  ,  on  veut  réduire  le  réfultat  %a  +  -$b 
4-  5*  —  7* >  on  écrira  fa  —  4b  9  en  retranchant 
3  b  de  jb ,  &  donnant  au  refte  \b  y  le  figne  qu'avoit 
7*.  En  effet  le  figne  —  de  7 b  dans  la  quantité  5  *  — 

7  b  y  indique  que  7  b  doit  être  retranché  ;  mais  fi 
Ton  vient  à  augmenter  5  a  —  7  £  de  la  quantité 
14  +  3*,  il  eft  vifible  que  les  \b  qu'on  ajoute, 
diminuent  d'autant  la  fouftraûion  qu'on  avoit  à 
faire  \  il  ne  doit  donc  plus  y  avoir  que  4  b  à  retran- 
cher ;  il  faut  donc  qu'il  y  ait  —  4  b  dans  le  réfultat. 
De»là  nous  conclurons  cette  règle  générale  ;  VaJdi~ 

Ùon  des  quantités  algébriques  fe  fait  en  écrivant  leurs 
parties  y  a  la  fuite  les  unes  des  autres  9  avec  kurs  figues 
tels  qu%itsfontï  on  réduit  tnfmte  les  quantités  fimblables  % 
à  umfeuk  2  en  raffmblam  d'une  fart  toutes  celles  qui 
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ma  le  figne  +9  &  d'une  autre  part  ,  toutes  dites  qui 

ont  UJigru  — .;  enfin  on  retranche  k  plus  peut  rcfultat^ 

et  plus  grand>  &  on  donne  au  refit  y  UJigru  quavoiê 

k  plus  grand. 

Exemple. 

On  rent  ajouter  les  quatre  quantités  frayantes  : 

*  —  4J  —  ic+  je 
7*-f*4*  —  5* —  6* 

Somme.  ...  j*  +  3*  — 4C+ m— j*  4-6c  +  i44* 
j—  46  — at-f-  3^  +  74 +  4^  — 3c  —  6e. 


la  rèduâion ,  j'ai  pour  les  a  ,  1  j  a  ;  pour  les  h  >  j'ai 
+  7*  d'une  part  &  —  9*  de  l'autre,  &  par  conféquent  —  % b 
pour  refte  ;  pour  les  c,  j'ai  —  9c  d'une  part ,  &  -+■  6c  de 
Fautre  ,  &  par  conféquent  —  3  c  pour  refte  ;  rédui&nt  le* 
autres  de  même,  on  trouve  enfin  154— -a*  —  5*  + ai  —  3* 

9.  Les  quantités  féparées  par  les  fignes  +  &  — , 
s'appellent  les  termes  des  quantités  dont  elles  font 
parties. 

10.  Une  quantité  eft  appetlée  Monôme ,  Binôme  9 
Trinôme ,  &c  félon  qu  elle  eft  compofée  de  1 ,  ou  de 
1 ,  ou  de  3 ,  &c.  termes  ;  &  une  quantité  compofée 
de  plufieurs  termes  dont  on  ne  définit  pas  le  nombre  , 
s'appelle  en  général  un  Pofynomu 

1 1.  À  Fégard  de  la  fouftra&ion  des  quantités  algé- 
Jviques  %  voici  la  règle  générale  :  Change^  ksfignei 

A4 


8  Cou  R  s 

des  termes  de  la  quantité  que  vous  devez,  foujlrrirt ,  c'e/l- 
à-dire ,  change^  +  en  —  ,6*  —  w+*  ajoute^  enfuite 

m 

cette  quantité  ,  ainjî  changée  ,  avec .  o&  dont  on  doit 
foufkairt ,  &  riduiftç. 

Exemple. 

De  6i  —  3^  +  4c  on  veut  retrancher  la  quantité 
5* —  5*+ 6  c 

A  la  fuite  de  6a .—  3  £  +  4C*  j'écris—  5*1+  5$  — 6c," 
qui  eft  la  féconde  quantité ,  dans  laquelle  on  a  changé  les 
fignes  ;  &  j'ai  6  *  —  3  £  +  4e  —  5  *  -{-  5  6  —  6c,  &  en 
réduifant ,  *  4-  a£  ~  ac  pour  refte. 

Pour  rendre  raifon  de  cette  règle  ,  prenons  un 
exemple  plus  fimple.  Suppofons  que  de  a  on  veuille 
retrancher  b ,  il  eft  évident  qu'on  doit  écrire  a  —  b  ; 
mais  fi  de  a  on  vouloit  retrancher  b  —  c ,  je  dis  qu'il 
faut  écrire  a  —  b  +  c  ;  en  effet  il  eft  clair  qu'ici  ce 
n'eft  pas  b  tout  entier  qu'il  s'agit  de  retrancher 
mais  feulement  b  diminué  de  c  ;  fi  donc  on  retranche 
d'abord  b  tout  entier  en  écrivant  a  —  b  ,  il  faut 
enfuite ,  pour  compenfer ,  ajouter  ce  qu'on  a  ôté  de 
trop  ,  il  faut  donc  ajouter  c  ,  il  faut  donc  écrire 
a  —  b  -f-  c ,  c'eft-à-dire ,  qu'il  faut  changer  les  fignes 
de  tous  les  termes  de  la  quantité  qu'on  doit  fouf- 
traire. 

Dans  les  nombres,  cette  attention  n'eft  pas  nécef- 
»  faire,  parce  que  fi  l'on  a  voit  8. —  3  ,  par.  exemple  t 
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à  retrancher  de  12,  on  commenceroit  par  diminuer 
8  de  3,  ce  qui  donneroit  5  qu'on  retrancheroit  de 
11,  &  on  auroit  7  pour  refte;  mais  on  voit  aufli 
qu'on  pourroit  retrancher  d'abord  8  de  12,  &  au 
refte  4  ajouter  3 ,  ce  qui  donneroit  également  7  ; 
or  c'eft  ce  dernier  parti  qu'on  prend  &  qu'il  faut 
néceflairement  prendre  en  Algèbre ,  parce  qu'on  ne 
peut  faire  la  réduction  préliminaire  comme  fur  les 
nombres. 

il.  Les  quantités  précédées  du  figne  +  *  fe  nom- 
ment quantités  pojîdvcs  ;  &  celles  qui  font  précédées 
du  figne  — ,  fe  nomment  quantités  négatives*  Nous 
entrerons  par  la  fuite,  dans  quelque  détail  fur  la 
nature  &  les  ufages  de  ces  quantités  confédérées  fé- 
parémeot  Tune  de  l'autre. 

De  la  Multiplication. 

13.  La  Multiplication  algébrique  exige  quelques 
confidérations  qui  lui  font  particulières ,  &  qui  n'ont 
pas  lieu  dans  la  multiplication  arithmétique.  Indé- 
pendamment des  quantités ,  il  y  a  encore  les  lignes 
à  confidérer. 

Au  refte ,  à  ne  confidérer  que  les  valeurs  numé- 
riques des  quantités  repréfentées  par  lçs  lettres ,  on 
doit  fe  former  de  la  multiplication  algébrique,  la. 
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même  idée  que  de  la  multiplication  arithmétique 
(  Arithm,  40  );  ainû  ,  multiplier  a  par  b9  ceft 
prendre  la  quantité  repréfentée  par  a,  autant  de 
fois  qull  y  a  d'unités  dans  la  quantité  repréfentée 
par  b. 

14.  Mais  comme  l'objet  eft  ici  de  faire  ou  de 
repréfenter  la  multiplication ,  indépendamment  des 
valeurs  numériques  des  quantités,  il  faut  convenir 
des  lignes  par  lefquels  nous  indiquerons  cette  mul- 
tiplication. 

On  fait  fouvent  ufage  de  ce  ligne  x  »  qui  fignî/îe 
multiplié  par;  enforte  que  a  X  b  fignifie  a  multi- 
plié par  by  ou  que  l'on  doit  multiplier  a  par  h 

On  fait  auffi  ufage  du  point  %  que  Ton  interpole 
entre  les  deux  quantités  qu'on  doit  multiplier  ;  en- 
forte  que  a  .  b  &  a  x  b  lignifient  la  même  chofê» 

Enfin  on  indique  encore  la  multiplication  (du 
moins  entre  les  quantités  monômes  ) ,  en  ne  met- 
tant aucun  figne  entre  le  multiplicande  &  le  mul- 
tiplicateur; ainfî  a  x  b,  a  •  b,  ab  font  trois  ex- 
preffions  dont  chacune  défigne  qu'on  doit  multiplie! 
a  par  b.  Cette  dernière  eu  la  plus  ufitée* 


1 5.  Pour  multiplier  ah  par  c9  on  écrira  donc  abc 
Pour  multiplier  ab  par  cd%  on  écrira  abcd%  6c  ain£ 
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de  fuite  :  il  importe  peu  d'ailleurs  dans  quel  ordre 
ces  lettres  foient  écrites ,  parce  que  (  Arith.  44  )  le 
produit  eft  toujours  le  même  dans  quelque  ordre 
qu'on  multiplie. 

16.  Lors  donc  qu'à  l'avenir  nous  rencontrerons 
une  quantité  comme  ab9  ou  abc,  ou  abcd9  &c*9 
dans  laquelle  plusieurs  lettres  fe  trouveront  écrites 
de  fuite  fans  aucun  ligne ,  nous  en  conclurons  que 
cette  quantité  représente  le  produit  de  la  multipli- 
cation fucceflive  de  chacune  des  lettres  qui  la  corn- 
pofent. 

17.  Nous  avons  nommé  (Arith.  41)  fâôeur  d'un 
produit ,  tout  nombre  qui ,  par  la  multiplication  , 
a  concouru  à  former  ce  produit  ;  ainfi  dans  ab  9 
a  &  h  font  les  fadeurs  ;  dans  abc  y  les  faôeurs 
font  a  ,  b ,  c  ,  &  ainfi  de  fuite. 

18.  Il  fuit  de  la  règle  que  nous  venons  de  don- 
ner (15)9  que  le  produit  de  la  multiplication  de  plu- 
fturs  quantités  algébriques  monômes ,  doit  renfermer  toutes 
ks  lettres  qui  fe  trouvent  tant  dans  le  multiplicande  que 
dans  le  multiplicateur. 

Cela  pofé ,  fi  les  quantités  qu'on  doit  multiplier 
étoient  composes  de  la  même  lettre  ,  cette  lettre 
fe  trouvèrent  donc  écrite  dans  le  produit  autant  de 
fois  qu'elle  l'eu  dans  tous  les  fefteurs  enfemble, 
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quel  que  foit  le  nombre  des  quantités  qu'on  ait  à 
multiplier:  ainfi  a  multiplié  par  a  donneroit  aa; 
a  a  multiplié  par  aaa  donneroit  aaaaa;  a  a  multi- 
plié par  aaa  &  multiplié  encore  par  a9  donne- 
roit aaaaaa. 

19.  Dans  ce  cas,  on  eft  convenu  de  n'écrire  cette 
lettre  qu'une  feule  fois,  mais  de  marquer,  par  un 
chiffre  qu'on  appelle  Expofant,  &  qu'on  place  fur. 
la  droite  &  un. peu  au-defïus  de  la  lettre,  combiea 
de  fois  cette  lettre  eft  fàâeur ,  ou  combien  de  fois 
elle  doit  être  écrite.  Au  lieu  de  aa,  on  écrira  donc 
a1  ;  au  lieu  de  aaa,  on  écrira  a?  ;  au  lieu  de  aaaaay 
on  écrira  as  >  &C  ainfi  des  autres. 

Souvenons-nous  donc  à  l'avenir,  que  l'expo  font 
d'une  lettre ,  marque  combien  de  fois  cette  lettre  eft  fac- 
teur dans  un  produit.  Dans  a3  bz  c  il  y  a  trois  faâeurs 
de  valeur  différente ,  favoir y  a9  b9  c  ?  mais ,  de 
ces  lettres,  la  première  eft  fàâeur  trois  fois  ;  la  fé- 
conde ,  deux  fois  '9  &  la  troifième ,  une  fois  :  en- 
effet,  a* Pc  équivaut  à  aaabbc. 

Il  faut  donc  bien  fe  garder  de  confondre  l'expo- 
fant  avec  le  coefficient  ;  de  confondre,  par  exemple, 
* 2  avec  la,  a*  avec  3  a  :  dans  %a ,  le  coefficient  2 
marque  que  a  eft  ajouté  avec  a ,  c'eft-à-dire,  que 
la  équivaut  à  a  +  a;  mais  dans  a*  y  l'expofant  x 
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marque  que  la  lettre  a  devroit  être  écrite  deux  fois 
«le  fuite  fans  aucun  ligne  ;  qu'elle  eft  multipliée  par 
elle-même  ,  ou  enfin  qu'elle  eft  fafteur  deux  fois  ; 
c'efl-à-dire  *  que  a*  équivaut  à  a  x  a  ;  enforte 
que  fi  a  vaut  5 ,  par  exemple ,  2  a  vaut  10  ;  mais  a2 
vaut  25. 

20.  On  voit  donc  que  pour  multiplier  deux  quart* 
fuis  monômes  qui  aur oient  des  lettres  communies  ,  on 
peut  abréger  F  opération  ,  en  ajoutant  tout  de  fuite  Us 
expo  fans  des  lettres  femblabks  du  multiplicande  &•  du 
rmdâpâcauuu  Ainfi  pour  multiplier  aï  par  <*%  j'écris 
a% ,  c'eft-à-dire ,  que  j'écris  la  lettre  a  en  lui  donnant 
pour  expofant ,  les  deux  expofans  5  &  3  réunis.  De 
même  pour  multiplier  a*bzc  par  a*Pcd,  j'écris 
aibscxd9  en  écrivant  d'abord  toutes  les  lettres  dif- 
férentes  abcd9  &  donnant  infuite  à  la  première  pour 
expofant  7  qui  eft  la  fomme  des  expofans  3  &  4; 
à  la  féconde ,  5  qui  eft  la  fomme  des  deux  expo* 
(ans  2  &  3  ;  &  à  la  troifième ,  2  qui  eft  la  fomme 
des  deux  expofans  1  &  1  ;  car  quoique  l'expofant 
de  c  ne  foit  pas  marqué,  on  doit  néanmoins  fous- 
entendre  qu'il  eft  1 ,  puifque  c  eft  faôeur  une  fois  ; 
donc  toute  lettre  dont  lexpofant  n'efl  point  écrit ,  efi 
anfic  avoir  1  pour  expofant  ;  &  réciproquement  9  toutes 
les  fois  qu  une.  lettre  devra  avoir  1  pour  expofant,  on 
peut  fe  difpenfer  décrire  cet  expofant* 


i4  Cours 

Telle  eft  la  règle  pour  les  lettres  clans  les  quan- 
tités monômes. 

ii.  Quand  les  quantités  monômes  font  précédées 
<Fun  chiffre  ,  c'eft-à-dire  ,  d'un  coefficient ,  il  faut 
commencer  la  multiplication  par  ce  coefficient ,  & 
cette  multiplication  fe  fait  fuivant  les  règles  de 
l'Arithmétique;  ainfi  pour  multiplier  54  par  3J, 
je  multiplie  d'abord  y  par  3 ,  puis  *  par  £ ,  &  je 
trouve  ijab  pour  produit.  Paràllement ,  fi  j'ai 
Utf'4*  à  multiplier  par  9*4£s  *  j'aurai  io%a7bs. 

Nous  avons  (Ut  en  Arithmétique ,  qu'une  quantité 
étoit  élevée  à  la  première ,  féconde ,  troifième ,  &c. 
puiflànce,  ou  au  premier,  fécond,  troifième  degré  1 
félon  qu'elle  étoit  fàâeur  1 ,  i ,  3  ,  &c  fois  ;  donc 
une  lettre  qui  a  pour  expofant  1 ,  ou  i ,  ou  3  9 
ou  4 ,  &c. ,  eft  cenfée  élevée  à  la  première ,  ou  à 
la  féconde ,  ou  à  la  troifième  puiflance  ;  ainfi  az  eft  la 
féconde  puiflance  ou  le  quarré  de  a  ;  a1  eft  le  cube 
ou  la  troifième  puiflance  de  a ,  &  ainfi  de  fuite. 

xi.  Ces  principes  pofés  ,  venons  à  la  multipli- 
cation des  quantités  complexes.  U  faut,  pour  cette 
multiplication,  fuivre  le  même  procédé  qu'on  fuit 
en  Arithmétique  pour  les  nombres  qui  ont  plufieurs 
chiffres ,  c'eft-à-dire ,  qu'il  faut  multiplier  fuccefli ve- 
ment  chacun  des  termes  du  multiplicande,  par  chacun 
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des  termes  du  multiplicateur,  &  ceja  en  obfer- 
vant  les  règles  que  nous  venons  de  donner  pour 
les  monômes.  On  n'eft  point  afiujetti ,  comme  en 
Arithmétique ,  à  opérer  en  allant  de  droite  à 
gauche  plutôt  que  de  gauche  à  droite;  cela  eft  in- 
différent; nous  prendrons  même  -ce  dernier  parti 
qui  eft  le  plus  tn  ufage. 

Exemple    Ier. 

On  propofe  de  multiplier  a  -f-  b 
j»r ......  .  ..  .c 

Produit  .  .  .  ac  -\-bc. 

i\  Je  multiplie  a  par  c,  ce  qui  (15)  me  donne  ac. 
1°.  Je  multiplie  b  par  c ,  ce  qui  me  donne  bc;  j'ajoute  ce 
fécond  produit  au  premier  en  les  unifiant  par  le  figne  4-  » 
&  j'ai  ac  +  b  c  pour  produit  total, 

S'A  y  avoit  un  fécond  terme  au  multiplicateur ,  je  tnul- 
tiplierois  aâuellement  par  ce  fécond  terme ,  &  j'ajonterois 
ce  fécond  produit  au  premier. 

Exemple    II. 

Si  fa  vois a  +  b 

à  multiplier  par  •  .    c  +  à 


Produit  .  .  .  .  ac  +  bt  +  ad  +  bd 
Après  avoir  multiplié  a8cb  par  c  ,  ce  qui  donne  ac  +  be9 
je  multiplierois  aûffi  a  &  b  par  d ,  ce  qui  me  donnerait  ad+bd, 
qui  joint  au  premier  produit ,  donne  ac-f-bc-\-ad  -f-  bd. 
En  effet,  multiplier  a-\-b  par  c~+-d9  c'eft  prendre  non- 
taûcmcma  f  mais  encore  £ ,  amant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
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dans  la  totalité  de  c  +  </,  ç*eft-à-dire ,  autant  de  foi*  qu'il 
y  a  d'unités  dans  c ,  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  d. 

Exemple    I  I  L 

On  propofe  de  multiplier    a  —  b 
par c 


Prodoit  •  .  .  •  .  ac  —  bc. 

Après  avoir  multiplié  a  par  c  ce  qui  donne  a  e  ,  je  multi- 
plie b  par  c,  ce  qui  mç  donne  £cy  mais  au  lieu  d'ajouter 
ce  dernier  produit  au  premier ,  je  l'en  retranche  *  parce  qu'ici 
ce  rfeft  point  la  fomme  des  deux  quantités  a  &  b  qu'il  s'agit 
de  mnltiplier ,  mais  feulement  leur  différence,  puifque  a  —  b 
lignifie  qu'on  doit  retrancher  b  de  a  ;  çr  G,  l'on  multiplie  a 
tout  entier ,  ainfi  qu'on  le  fait  par  la  première  opération. , 
il  eft  vifible  qu'on  y  multiplie  de  trop  la  quantité  b  dont  a 
devoit  être  diminué  ;  il  faut*  donc  ôter  de  ce  produit  ,  Ja 
quantité  b  multipliée  par  c,  c'eft-à-dire ,  ôter  bc. 

Dans  les  nombres,  cette  attention  n'eft  pas  néceflàire, 
parce  qu'avant  de  faire  la  multiplication ,  on  feroit  la  foitf- 
traclion  qui  eft  indiquée  ici  dans  le  multiplicande.  Si  l'on 
avoit ,  par  exemple ,  8  —  3  à  multiplier  par  4 ,  on  réduiroit 
tout  de  fuite  le  multiplicande  8—3  à  5  ,  que  Ton  multiplie- 
roit  enfuite  par  4.  Mais  on  voit  auffi  qu'on  viendrait  également 
au  même  réfultat  en  multipliant  d'abord  8  par  4 ,  ce  qui  don- 
nerait 32,  puis  3  par  4 ,  ce  qui  donnerait  12,  &  retranchant 
ce  dernier  produit  du  premier,  on  aurait  20  comme  par  la 
première  voie;  or  cette  féconde  manière  qu'il  feroit  peut-être 
ridicule  d'employer  ppur  les  nombres ,  devient  indifpenfable 
pour  les  quantités  littérales ,  puifque  dans  celles-ci  là  fouftrac-* 
lion  préliminaire  ne  peut  avoir  lieu. 

Exemple 
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Exemple    IV. 

On  propofe  de  mulripiier   a  —  b 
par •  .  .  •  .    c  —  d 


Produit  •  .  •  *  .  .  ac  —  bc  —  ad-\-  bd. 

On  multipliera  d'abord*— b  par  c  ,çe  qui  donnera ac  —bc; 
on  multipliera  enfuitea  — b  par  d9  ce  qui  donnera  ad  —  bd; 
enfin  on  retranchera  ce  fécond  produit  ad— bd,  du  premier , 
8c{n)on*imac  —  bc— ad  +  bd  ptur  produit  total. 

En  effet ,  puifque  le  multiplicateur  eft  moindre  que  c ,  de 
h  quantité  d,  il  marque  qu'il  ne  faut  prendre  le  multipli- 
cande qu'autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c  diminué  de  d  ; 
or  comme  on  ne  peut  faire  cette  diminution  avant  la  multi- 
plication ,  on  peut  prendre  d'abord  a  —  b  autant  de  fois  qu'il 
y  a  d'unités  dans  c ,  c'eft-à-dire ,  multiplier  a  —  b  par  c , 
pais  en  retrancher  a  —  b  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  d9  c'èft-à-dire  ,  en  retrancher  le  produit  de  a  —  b  par  a\ 

23.  Si  Ton  fait  attention  aux  fignes  des  termes 
qui  compofent  le  produit  total  ac  —  bc  —  ad+  bd9 
&  qu'on  les  compare  avec  les  fignes  des  termes  du 
multiplicande  &  du  multiplicateur  qui  les  ont  don- 
nés, on  obfervera  i°.  que  le  terme  a  qui  eft  cenfé 
avoir  le  figne  +  ,  étant  multiplié  par  le  terme  c 
qui  eft  cenfé  auffi  avoir  le  figne  +,  a  donné  pour 
produit  a  c  qui  eft  cenfé  avoir  le  figne  +. 

x°«  Que  le  terme  b  qui  a  le  figne  — ,  étant  mul- 
tiplié par  le  terme  c  qui  eft  cenfé  avoir  le  figne  + , 
a  donné  pour  produit  bc  avec  le  figne  — . 

Jjfarùu.  Algjkbn.  B 
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3P.  Que  le  terme  a  qui  a  le  figne  +  ,  multiplié 
par  le  terme  d  qui  a  le  figne  — ,  a  donné  pour 
produit  ad  avec  le  figne  — . 

4°.  Enfin  que  le  terme  b  qui  a  le  figne  — ,  étant 
multiplié  par  le  terme  d  qui  a  auffi  le  figne  — ,  a 
donné  pour  produit  '  le  terme  b  d  qui  a  le  figne  +. 

Donc  à  l'avenir  nous  pourrons  reconnoître  faci- 
lement dans  les  multiplications  partielles ,  fi  les  pro- 
duits particuliers  doivent  être  ajoutés  ou  retranchés; 
il  fuffira  pour  cela  d'obferver  les  deux  règles  fui- 
vantes  que  nous  fournirent  les  obfervations  que 
nous  venons  de  faire, 

24.  Si  les  deux  termes  que  ton  doit  multiplier  Vun 
par  Vautre  ont  tous  deux  le  même  figne ,  ctfl-à-dirt  f 
ou  tous  deux  +  ou  tous  deux  —  ,  leur  produit  aura 
toujours  le  figne  +•  Si  au  contraire  ils  ont  differtns 
fignesy  c9efi-&-dire ,  tun  +  &  Contre  — >  ou  Vun  — 
&  Vautre  +  ,  leur  produit  aura  toujours  le  figne  — • 

A  f  aide  de  ces  règles  &  de  celles  que  nous  avons 
données  (15»  10,  11  &  22),  on  eft  en  état  de 
faire  toute  multiplication  algébrique.  Mais  pour  pro- 
céder avec  méthode ,  on  obfervera  d'abord  la  règle 
des  fignes  ,  puis  celle  des  coëfficiens  ,  enfin  celle 
des  lettres  &  des  expofans. 
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Terminons  par  un  exemple  où  toutes  ces  règles 
appliquées. 

Exemple    V. 

On  propofe de  multiplier  5 a4-—  aa'^-f-  4**4* 
par  .  .' tf' —  4<f*4-|-a*3 


5<x7      2tf64  +  4tf^* 


Produit  5 a7—22a*b  +  i2a*b*—6a*P—4a>b*  +  ta*V 

Je  multiplie  fucceffivement  les  trois  termes  5  <*4 ,  —  a  a 3  4  f 
+44***,  par  le  premier  terme  a>  du  multiplicateur.  Les 
deux  termes  5  tf4  &  <i3  ayant  le  même  ligne ,  le  produit  (  24  ) 
doit  avoir  le  figue  -+-  ;  mais  j'omets  ce  figne ,  parce  qu'il 
appartient  au  premier  terme  du  produit  (  7  ).  Je  multiplie 
eofuite  le  coefficient  y  de  i4 ,  par  le  coefficient  1  de  a3  (  21  ) , 
ce  qui  me  donne  5  ;  enfin  multipliant  tf4  par  a*  félon  la  règle 
donnée  (  ao  )  c'eft-à-dire ,  ajoutant  les  deux  expofans  4  &  3 , 
j*ai  *7 ,  &  par  ceoféquent  5  a7  pour  produit. 

Je  pafle  au  terme  —  a  a  *  b  ;  &  pour  le  multiplier  par  a>  ,  je 
vois  que  les  fignes  de  ces  deux  quantités  étant  différent ,  le 
produit  doit  avoir  le  figne  —  ;  je  multiplie  enfuite  le  coefficient 
a  de  d>  b  par  le  coefficient  1  de  a* ,  &  enfin  a3  b  par  a?  9 
&  j'ai  —  a  atb  pour  produit* 

Par  un  procédé  femblable,  le  terme  -{-44*6*  multiplié 
par  d>  donnera  -+-  4  a  *  b\ 

Après  avoir  multiplié  tous  les  termes  du  multiplicande 
par  «3 ,  il  faut  les  multiplier  par  le  fécond  terme  —  4  a*  b 
du  multiplicateur»  Le  terme  ;  i4  multiplié  par  —  4  a*b  de 
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figue  différent  donnera  —  ioa*b  ;  le  ternie  —  a  a*  b  multi- 
plié par  —  44*6  de  même  ligne,  donnera-}-  8**4*;  &  le 
terme  +  4**£a  multiplié  par  —  4<fb  de  ligne  différent, 
donnera  —  16  a4  bK 

m 

Enfin  on  paffera  à  la  multiplication  par  le  terme  +  %  V  9 
&  en  fuivant  les  mêmes  règles  on  trouvera  -f~  loa+b*  9 

—  4<*3  b4  +  8<*a4J  pour  les  trois  produits  partiels. 

Faifant  attention  que  parmi  tous  les  différens  produits 
partiels  qu'on  vient  de  trouver,  il  y  a  des  termes  fem- 
blables,  c'eft-a-dire ,  compofés  des  mêmes  lettres  avec  les 
mêmes  expofans ,  on  fera  la  réduâion  en  réunifiant  ceux 
qui  ont  le  même  figne  &  déduifant  ceux  qui  ont  des  fignes 
contraires,  ce  qui  donnera  enfin  5  a7  — 12 a* b  +  i%dh* 

—  6  a*  bz  —  4  a>  b4  +  8  a%&  pour  produit  total. 

1 5 .  Comme  il  importe  de  fe  familiarifer  avec  la  pra- 
tique de  cette  règle ,  nous  joignons  ici  (  Vqy.  pag.  33), 
pour  exercer  les  Commençans,  une  Table  qui  ren- 
ferme plufieurs  exemples.  Nous  ajouterons  en  même 
temps  quelques  remarques  fur  quelques-uns  de  ces 
:  exemples. 

Dans  le  premier ,  on  a  multiplié  a  «4-  b  qui  repréfente 
généralement  la  Comme  de  deux  quantités,  par  a  —  b  qui 
repréfente  généralement  leur  différence,  &  Ton  trouve  pour 
produit  tfa  —  b*  qui  eft  la  différence  du  quarré  de  la  pre- 
mière au  quarré  de  la  féconde ,  ou  la  différence  des  quatre* 
de  ces  deux  quantités.  On  peut  donc  dire  généralement  que 
la  fomme  de  deux  quantités ,  multiplia  par  kur  différence ,  donne 
toujours y  pour  produit,  la  différence  des  quarrés  de  ces  mènes 
quantités.  Que  l'on  prenne  deux  nombres  quelconques ,   $ 
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8t  3 ,  par  exemple;  leur  fomme  eft  8  &  leur  différence  %  , 
lefquelles  multipliées  Tune  par  l'autre  donnent  16,  qui  eft 
en  effet  la  différence  du  quarré  de  5  au  quarré  de  3 ,  c'eft-à« 
dire,  de  25  à  9.  Et  réciproquement,  la  différence  des  quarrés 
du  deux  quantités ,  peut  toujours  être  confidérét  comme  formée 
par  la  multiplication  de  la  fomme  de  ces  deux  quantités  pat 
leur  différence.  Âinfi  la  quantité  b1  —  c*  qui  eft  la  différence 
du  quarré*  de  b  au  quarré  de  c,  vient  de  la  multiplication 
de  b  -f.  c  par  b  —  c.  Ces  deux  proportions  nous  feront 
miles  par  la  fuite. 

On  peut  déjà  remarquer  en  paflànt,  un  des  ufages  de 
F  Algèbre  pour  découvrir  des  vérités  générales. 

Le  fécond  exemple  fait  voir  d'une  manière  générale  & 
fimple  ce  que  nous  avons  dit  en  Arithmétique  fur  la  com- 
position du  quarré ,  favoir  que  le  quarré  de  la  fomme  a  +  b 
de  deux  quantités,  eff  compofé  du  quarré  a*  de  la  première ,  du 
double  aab  de  la  première  multipliée  par  la  féconde,  &  du 

quarré  b*  de  la  féconde* 

* 

Le  troifième  exemple  confirme  ce  que  nous  avons  dit 
auffi  en  Arithmétique  fur  la  formation  du  cube*  On  y  voit 
a*  -f-  *<**  +£*,  quarré  de  a  +  b,  qui  après  avoir  été  mul- 
tiplié  par  a  +  b ,  donne  a*  •+-  3  a%  b  -f-  jjP+  b*  dont  le 
premier  terme  eft  le  cube  de  a ,  le  fecond  qur  eft  le  même 
que  3  a *  X  *  eft  le  triple  du  quarré  de  a ,  multiplié  par  b  ; 
on  voit  de  même  que  $ab%  eft  le  triple  de  a  multiplié  par 
k  quarré  de  b;  &  enfin  P  eft  le  cube  de  k 

m 

26.  Pour  indiquer  la  multiplication  entre  deux 
quantités  complexes ,  on  eft  dans  l'ufage  de  ren- 
fermer chacune  de  ces  deux  quantités  entre  deux 
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crochets ,  &  dînterpofer  entre  elles  l'un  des  fignes  de 
multiplication  dont  nous  avons  parlé  plus  haut  (14); 
quelquefois  même  on  n'interpofe  aucun  (igné  :  ainfi 
pour  marquer  que  la  totalité  de  la  quantité  a1  •+•  3  ab 
+  b2,  doit  être  multipliée  par  la  totalité  de  1  a  + 
3b  9  on  écrit  (a2  +  $ab  +*2)  X  (  ia  +  $b)  ou 
(  a 2  +  3  a b  +  b2  )•  (  la  +  3  h  )  ou  amplement 
(<z1  +  3<z£  +  £2)(itf+3£).  Quelquefois  au  lieu 
d'écrire  chaque  quantité  entre  deux  crochets,  on 
couvre  chacune  d'une  barre  en  cette   manière  , 

17.  II  y  a  beaucoup  de  cas  où  il  eft  plus  avan- 
tageux d'indiquer  la  multiplication  que  de  l'exécuter. 
On  ne  peut  donner  de  règles  générales  fur  ce  fujet  , 
parce  que  cela  dépend  des  circonftances  qui  donnent 
lieu  à  ces  opérations  :  nous  verrons  par  la  fuite  plu- 
sieurs de  ces  cas.  Ceft  principalement  par  l'ufage 
qu'on  apprend  à  les  diftinguer.  On  peut  y  cependant  f 
dire  affez  généralement ,  qu'il  convient  de  fe  con- 
tenter d'indiquer  les  multiplications ,  lorfque  celles-ci 
doivent  être  fuivies  de  la  divifion ,  parce  que  cette 
dernière  opération  s'exécutant  fouvent ,  ainfi  qu'on 
va  le  voir ,  par  la  feule  fuppreffion  des  fàâeurs  com- 
muns au  dividende  &  au  divifeur ,  on  diftingue  plus 
facilement  ces  faâeurs  communs  ,  lorfqu'on  n'a  fait 
qu'indiquer  la  multiplication* 


DM      MAT  HÈMAT  IQV  ES.  13 

De  la  Divifion. 

18.  La  manière  de  faire  cette  opération  en  Algèbre, 
dépend  beaucoup  des  lignes  que,  nous  fommes  con- 
venus d'employer  pour  la  multiplication.  L'objet  en 
efl  (Tailleurs  le  même  qu'en  Arithmétique, 

19.  Lorfque  la  quantité  qu'on  propofera  à  divifer 
n'aura  aucune  lettre  commune  avec  le  divifeur ,  alors 
ils  n'eft  pas  poflible  d'exécuter  l'opération  ;  on  ne 
peut  que  l'indiquer ,  &  cela  fe  fait  en  écrivant  le 
divifeur  au-deflbus  du  dividende  ,  en  forme  de 
fradion  ,  &  féparant  l'un  de  l'autre  par  un  trait  ; 
ainfi  pour  marquer  qu'on  doit  divifer  a  par  b ,  on 

écrit  -£- ,  &  l'on  prononce  a  divifé  par  b  ;  pour 

marquer  qu'on  doit  divifer  aa  +  bb  par  c  +  d ,  on 

30.  Lorfque  le  dividende  &  le  divifeur  font  mo- 
nômes ,  fi  toutes  les  lettres  qui  fe  trouvent  dans  le 
divifeur  ,  fe  trouvent  aufli  dans  le  dividende  ,  la 
divifion  peut  être  faite  exaâement ,  &  on  l'exécu- 
tera en  fuivant  cette  règle  .  •  •  Supprime^  dans  le 
dividende ,  tonus  Us  lettres  qui  lui  font  communes  avec 
h  divifeur  ;  Us  Urnes  qui  refteront ,  composeront  le  quo- 
tient. Ainfi  pour  divifer  ab  par  a  ,  je  fupprime  a 
dans  le  dividende  a  b ,  &  j'ai  b  pour  quotient.  Pour 
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divifer  abc  par  ab9  je  fupprime  *£  dans  le  divi- 
dende, &  j'ai  c  pour  quotient. 

En  effet  ,  puifque  (15)  les  lettres  écrites  (ans 
aucun  figne  interpofé ,  font  les  fadeurs  de  la  quan- 
tité dans  laquelle  elles  entrent ,  les  lettres  du  divi- 
feur ,  qui  font  communes  au  dividende ,  font  donc 
fââeurs  de  ce  dividende;  or  nous  avons  vu  (Arith.  69) 
que  lorfqu'on  divife  un  produit  par  un  de  fes  fac- 
teurs ,  on  doit  trouver  pour  quotient  l'autre  fadeur  ; 
donc  le  quotient  doit  être  compofé  des  lettres  du 
dividende  qui  ne  font  point  communes  entre  celui- 
ci  &  le  divifeur. 

3 1.  Il  fuit  de-là  que  lorfqull  y  aura  des  expefans, 
la  règle  qu'on  doit  fuivre ,  eft  de  retrancher  Vexpofant 
de  chaque  lettre  du  divifeur  ,  de  Vexpofant  de  pareille 
lettre  du  dividende  ;  ainû  pour  divifer  a1  par  az ,  je 
retranche  1  de  3  ,  il  me  refte  1 ,  &  par  conféquent 
j'ai  a1  ou  a  pour  quotient.  De  même ,  ayant  à  divi- 
fer a+b*c2  par  azbc  ,  j'aurai  a2b%c.  En  effet  -^- 
eft  la  même  chofe  que    *aa    qui  félon  la  règle 

donnée  (30)  fe  réduit  à  a  ,  en  ôtant  les  lettres 
communes  au  dividende  &  au  divifeur.  En  général 
puifque  le  quotient  ne  doit  avoir  que  les  lettres  qui 
ne  font  point  communes  au  dividende  &  au  divi- 
feur ,  l'expofant  de  chaque  lettre  du  quotient  ne 
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doit  donc  être  que  la  différence  entre  les  expo  fans 
de  cette  lettre  dans  le  dividende  &  dans  le  divifeur. 

31.  Donc  fi  une  lettre  a  le  même  expofant  dans 
At  dividende  &  dans  le  divifeur ,  elle  aura  zéro  pour 
expo&nt  dans  le  quotient;  ainfi  a1  divifé  par  a?  don- 
nera a°  ;  a*bc%  divifé  par  azbcz  donne  alb°c°  ou 
ab°c°.  Dans  ce  cas  on  peut  fe  difpenfer  d'écrire  les 
lettres  qui  ont  o  pour  expofant  ;  car  chacune  d'elles 
n'eft  autre  chofe  que  l'unité.  En  effet ,  lorfqu'on  divifé 
à  par  *3  ,  on  cherche  combien  de  fois  a3  contient 
a1  ;  or  il  le  contient  évidemment  1  fois  ;  le  quotient 
doit  donc  être  1  :  d'un  autre  côté  a?  divifé  par  a* 
donne  pour  quotient ,  a°  ;  donc  a°  vaut  1 .  En  gé- 
néral touu  quantité  qui  a  %êro  pour  expofant ,  vaut  u 

33.  Si  quelques  lettres  du  divifeur  ne  font  pas 
communes  au  dividende ,  ou  fi  quelques  -  uns  des 
expofkns  du  divifeur  (ont  plus  grands  que  ceux  de 
pareilles  lettres  du  dividende ,  alors  la  divifion  ne 
peut  être  faite  exa&ement  :  on  ne  peut  que  l'indi- 
quer comme  il  a  été  dit  ci-deffus  (19).  Mais  on 
peut  Amplifier  le  quotient  ou  la  quantité  fraction- 
naire qui  le  repréfente  alors.  La  règle  qull  faut  fuivre 
pour  cela  ,  eft  de  fupprimer  dans  le  dividende  &  dans 
le  divifeur ,  les  lettres  qui  leur  font  communes  ;  en- 
forte  que  s'il  7  a  des  expofans ,  on  efiace  la  lettre  qui 
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a  le  plus  petit  expofant,  &  Ton  diminue  de  pareille 
quantité  le  plus  grand  expofant  de  la  même  lettre» 

Par  exemple,  fi  l'on  propofe  de  divifer  a>  bcz  par  a*b*c*9 

on  écrira    *9^   que  Ton  réduira  en  cette  manière  ;   on 

effacera  *'  dans  le  divifeur  ,  &  l'on  écrira  feulement  a* 
dans  le  dividende;  on  effacera  b  dans  le  dividende  ,  & 
Ton  écrira  feulement  b*  dans  le  divifeur;  enfin  on  effa- 
cera c*  dans  le  dividende,  &  l'on  écrira  feulement  c  dans 

a* 

le   divifeur  ;   enforte  qu'on   aura  -r% — .   On  trouvera  de 


a>bc*d         •  ad  • 

Si  par  ces  opérations ,  il  ne  reftoit  plus  aucune 
lettre  dans  le  dividende,  il  faudrait  écrire  l'unité  ; 

ainfi  -V  fe  réduira  à  —  • 

La  raifon  de  ces  règles  eft  facile  à  faifir  après  tout 
ce  qui  a  été  dit  ci  -  deffus  ;  car ,  fupprimer  *  ainfi 
qu'on  le  prefcrit ,  le  même  nombre  de  lettres  dans 
le  dividende  &  dans  le  divifeur ,  c'eft  divifer  ,  par 
une  même  quantité  ,  chacun  des  deux  termes  de 
la  fraâion  qui  exprime  le  quotient  ;  or  cette  opé- 
ration (  Jrith.  89  )  n'en  change  point  la  valeur  & 
Amplifie  la  fraâion. 

34.  Jufqu'ici  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  coeffi- 
cient que  peuvent  avoir  le  dividende ,  ou  le  divi- 
feur y  ou  tous  les  deux,  La  règle  qu'on  doit  fuivre 
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à  leur  égard  eft  de  les  divifer  comme  en  Arithmé- 
tique ;  &  fi  la  divifion  ne  peut  pas  être  faite  exaâe* 
ment ,  on  les  laiffe  fous  la  forme  de  fra&on  ,  que 
Ton  réduit  à  fa  plus  fimple  expreffion  (  Arith.  91  )9 
lorfque  cela  eft  poffible. 

Par  exemple,  ayant  à  divifer  Sa*b  par  4***,  jedivife 
8  par  4,  &  j'ai  pour  quotient,  1;  dirifant  enfuite  *'i 
par  a%by  j'ai  pour  quotient,  a,  &  par  conféquem  ia  pour 

qnotient  total.  Ayant  à  divifer  8****  par  6ab,  j'écris  ~-ç 

que  je  réduis  a  -4£lL# 

3J.  La  règle  que  nous  venons  de  donner  (33)» 
eft  générale ,  foit  que  le  dividende  &  le  divifeur 
foient  monômes  ,  foit  qu'ils  foient  complexes  ou  poly- 
nômes ,  pourvu  que  dans  ce  dernier  cas ,  les  lettres 
communes  au  dividende  &  au  divifeur  foient  en 
même  temps  communes  à  tous  les  termes  féparés 
par  les  fignes  +  &  — .  C'eft  ainfi  qu'ayant  *5  4-  4<z4£ 
—  5*2£3  à  divifer  par  a1  —  ^azb$  on  réduira  le 

.      qootknt  '^tl'-r^.àla quantité  '^j'» 

en  fupprimant  a1  qui  eft  feâeur  commun  de  tous 
les  termes  du  dividende  &  du  divifeur. 

36.  Si  le  dividende  &  le  divifeur  font  complexes , 
on  ne  peut  donner  de  règles  générales  pour  recon- 
naître 9  par  f  infpeâion  feule ,  fi  la  divifion  peut  ou 
ne  peut  pas  être  faite  exactement  U  faut ,  pour  s'en 
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affurer  &  trouver  en  même  temps  le  quotient  >  faire 
l'opération  que  nous  allons  enfeigner. 

i  °.  Difpofer  ,  fur  une  même  ligne ,  le  dividende 
&  le  divifeur ,  &  ordonner  leurs  termes  par  rapport 
à  une  même  lettre  commune  à  l'un  &  à  l'autre, 
c'eft  -  à  -  dire ,  écrire ,  par  ordre  de  grandeur ,  les 
termes  où  cette  lettre  a  des  expofans  consécutive- 
ment  plus  petits. 

»#.  Cette  difpofition  faite ,  on  fépare  le  dividende  * 
du  divifeur ,  par  un  trait ,  &  on  procède  à  la  divï- 
fion  en  prenant  feulement  le  premier  terme  du  divi- 
dende que  Ton  divife  ,  fuivant  les  règles  données 
ci-deffus  (30,  31  &  34)  ,  par  le  premier  terme 
du  divifeur ,  &  Ton  écrit  le  quotient  fous  le  divifeur. 

30.  On  multiplie  fucceflivement  tous  les  termes 
du  divifeur ,  par  le  quotient  qu'on  vient  de  trou- 
ver ,  &  on  porte  les  produits  fous  le  dividende ,  en 
obfervant  de  changer  leur  figne. 

40.  On  fouligne  le  tout ,  &  après  avoir  fait  la 
rédu&on  des  termes  femblables  ,  on  écrit  le  refte 
au-deffous  pour  commencer  une  féconde  divifion  de 
la  même  manière;  en  prenant  pour  premier  terme, 
celui  des  termes  reftans  qui  a  le  plus  fort  expofant. 

Sur  quoi  il  faut  remarquer  qu'ici ,  comme  dans 
la  multiplication  /  on  doit  avoir  égard  aux  (ignés  du 
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terme  du  dividende  &  du  terme  du  divifeur  que 
F on  emploie  :  la  règle  eft  la  même  que  pour  la  mul- 
tiplication ,  c*eft- à-dire ,  <jue  ...*.. 

Si  le  dividende  &  le  divifeur  ont  le  même  Jignt ,  le 
quotient  aura  lejigne  +. 

Si,  au  contraire ,  ils  ont  differens  Jignes  ,  le  quotient 
mira  le  Jîgnc  — . 

Cette  règle  pour  les  lignes  eft  fondée  fur  ce  que 
(  Arith.  74  )  le  quotient  multiplié  par  le  divifeur , 
^loit  reproduire  le  dividende.  11  faut  donc  que  le 
quotient  ait  des  lignes  tels  qu'en  le  multipliant  par 
le  divifeur ,  on  reproduife  le  dividende  avec  les  mêmes 
lignes  ;  or  cette  condition  entraîne  nécefiairement  la 
règle  que  nous  venons  de  donner. 

Pour  procéder  avec  ordre ,  on  commencera  par 

les  fignes ,  puis  on  divifera  le  coefficient ,  enfin  les 

lettres. 

Exemple. 

On  propofe  de  divifer  aa  •—  bb  par  b  +  *• 

J'ordonne  le  dividende  &  le  divifeur  par  rapport  à  Tune 
tw  à  l'autre  des  deux  lettres  a  &  b  9  par  rapport  i  at  par 
exemple  ;  Se  je  les  écris  comme  on  le  voit  ici  : 


DivicL a  a  —  bb 

—  aa  —  ab 


a  -f-  b  Divifeur. 
a  —  b  Quotient* 


JRefle.  -•  *  ••  .  •  •  •  •— *  ah  —  bb 

+  ab  +  bb 

Refte.  .  .  .  .  * ,  .  .  o 
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Le  figne  du  premier  terme  a  a  du  dividende ,  étant  le 
même  que  celui  de  a  premier  terme  du  divifeur ,  je  dois 
mettre  +  au  quotient;  mats  comme  c'eft  le  premier  terme , 
je  puis  omettre  le  figne  +. 

♦  Je  divife  a  a  par  a;  j'ai  pour  quotient  a  que  j'écris  fous 
le  divifeur. 

Je  multiplie  fucceûîvemem  les  deux  termes  a  8c  b  du 
divifeur,  par  le  premier  terme  a  du  quotient  ,  &  j'écris 
les  produits  a  a  Se  a  b  fous  le  dividende,  avec  le  figne  — , 
contraire  à  celui  qu'a  donné  la  multiplication  ,  parce  que 
ces  produits  doivent  être  retranchés  du  dividende. 

Je  fais  la  réduction  en  effaçant  les  deux  termes  aa  & 

—  aa  qui  fe  détruifent  ;  il  me  refte  —  ab  qui,  avec  la 
partie  rertante  —  bb  du  dividende,  compofe  ce  qui  me 
refte  à  divifer. 

Je  continue  la  divifion  en  prenant  —  ab  pour  premier 
terme  de  mon  nouveau  dividende. 

Divifant  —  a  b  par  a ,  j'écris  —  au  quotient ,  parce  que 
les  fignes  du  dividende  &  du  divifeur  font  différens;  quant 
aux  lettres ,  je  trouve  b  pour  quotient ,  &  je  l'écris  k  la 
fuite  du  premier  quotient. 

Je  multiplie  les  deux  termes  a  8c  b  du  divifeur,  par  le 
terme  —  b  du  quotient  ;  les  deux  produits  font  —  ab  & 

—  bb;  je  change  leurs  fignes  &  j'écris  +  ab9  +  M  fous 
les  parties  refiantes  du  dividende.  Je  fais  la  réduéaon  en 
effaçant  les.  parties  femblables  &  de  figne  contraire  ;  comme 
il  ne  refte  rien,  j'en  conclus  que  le  quotient  eft  a  —  bm 

On  auroit  pu  également  ordonner  le  dividende  &  le  di- 
vifeur par  rapport  à   la  lettre  b  ,  &  alors  on  auroit  eu 

—  bb  +  aa  à  divifer  par  b  +-tf,  ce  qui  en  opérant  de 
Ja  même  manière,  auroit  donné  —  b  -j-  a  pour  quotient, 
quantité  qui  eft  la  méine  que  a  —  h 
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Avant  que  de  pafler  à  l'exemple  qui  fuit ,  il  eft  à  propos 
que  les  Commençai»  s'exercent  fur  les  exemples  de  b 
Table  ci-jointe,  page  33* 

37.  Si  après  avoir  ordonné  le  dividende  &  le 
diyîfeur  par  rapport  à  une  même  lettre ,  il  fe  trou- 
voit  plufieurs  termes  dans  lefquets  cette  lettre  eût 
le  même  expofant ,  on  difpoferoît  ceux-ci  dans  une 
même  colonne  verticale ,  comme  on  le  voit  dans 
fexemple  fuivant;  &  dans  cette  difpofition ,  on  obfer- 
veroit  d'ordonner  tous  les  termes  de  chaque  colonne 
par  rapport  à  une  même  autre  lettre. 

Exemple. 

On  propofe  de  divifer  19a* b*  +  13***  —  ao*4  — 
lOa'c  —  6d*bc  -f"  *ab*c  —  JtfP,  par  —  $ab  —  54* 
+  bb.  J'ordonne  le  dividende  &  le  divifeur ,  par  rapport 
à  la  lettre  a9  ce  qui  me  donne  —  20 aA  -f-  \^a>b  — 
ioa%e  -+-  19****  —  6a*bc  +  %ab*c  —  j<iJJ  à  divifer 
par  —  5**—  $*b  +bb;  mais  comme  il  y  a  deux  termes 
affeâés  de  a*  >  deux  termes  affeâés  de  a* ,  &  deux  termes 
affeâés  de  a ,  je  les  difpofe  comme  on  le  voit  ici,  en  or- 
donnant dans  chaque  colonne,  par  rapport  à  la  lettre  b. 


V,  —  io«5«— -   6à*bc 


—  y**'  |-  fa» -3**  +  **  Pi  vif. 
6à*bc-t»  x*b*ç\  '  4a*  -  job  + 2*f  Quot. 

Reftf J +ajj*+ij**— j«*» 

*  *  * #    (.—  iofl'c—  6**£c-f-2<iJ*c 
—  25**$  —  1 5**$*  «4*  $ab* 

Rcfle -—  lOtf'c  —  6a*bc+iab*c 

4.  loa*c -}-  6**bc—  ***** 

Rtfte ....... o 
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Je  procède  enfuite  à  l'opération  ,  en  divifant  —  20  *4 
premier  terme  du  dividende,  par  —  5<*a  premier  terme 
du  divifeur.  Cette  opération  faite  fuivant  les  règles  ci-deffus, 
me  donne  pour  quotient  +  4**  ou  amplement  4*1%  parce 
que  c'eft  le  premier  terme  ;  je  récris  au  quotient. 

Je  multiplie  les  trois  termes  du  divifeur ,  fucceffivement 
par  4**,  &  changeant  les  fignes  à  mefure  que  je  trouve 
ces  produits»  je  les  écris  fous  le  dividende,  ce  qui  me 
donne  aoa*  +  \%d>b  —  +a*b%  dont  je  Élis  la  réduâion 
avec  les  termes  du  dividende ,  &  j'ai  pour  refte  &  pour 
nouveau  dividende  +  254U  —  xotf'c  +  15a**4  —  6a%bc 
—  j  <f£'  +  zdb%c. 

Je  continue  la  divifion  en  prenant  +  %^azb  pour  di- 
vidende, &  je  trouve  pour  quotient  —  ^ab;  j'écris  ce 
quotient  ;  je  multiplie ,  par  cette  même  quantité  ,  les  trois 
termes  du  divifeur;  &  changeant  les  fignes  à  mefure  que 
je  les  trouve,  j'écris  les  produits  fous  mon  nouveau  divi- 
dende; j'ai —  *5<i3*—  i5*a*a+5**3,  dont  fcifant  la  ré- 
duction avec  les  termes  de  ce  même  nouveau  dividende;  j'ai 
pour  refte  &  pour  troifième  dividende  —  10  *3  c  —  6a%bc  4- 
*ab*c. 

■ 

Je  paffe  à  une  troifième  divifion  en  prenant  —  10  a*  c 
pour  dividende  :  je  trouve  +  lac  pour  quotient;  je  rais 
la  multiplication,  le  changement  de  fignes,  &  la  réduâion 
comme  ci-devant ,  &  il  ne  me  refte  rien  ;  ainfi  le  quotient 
eft  4<**  —  50*  +  atfc. 

38.  Il  arrive  fouvent  qu'une  quantité  réfultant  de 
plufieurs  opérations  différentes ,  peut  être  mife  fous 
1a  forme  d'un  produit  ou  réfultat  de  multiplication  : 

lorfque 
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+  a *  b  —  *' 
—  a*b  +  ab* 


ab* 
ab* 


b* 
b* 


tf4+ltfflW+    b4  —  ? 
«— a4— •    aabb—aacc 


aa  bb  —  aacc  + 
aabb  —  M    —  * 


aacc- 
aacc 


b 


1 


10  tf5  —  41  tf4*  •+•  ;o  «?£»»- 4; 
20  tf5  4-  l6  tf4£  —  20  a5  Ja  ■+•  la 


—  25  a4  J  4-  30  a>  b*  —  33 
_+  7.$a4b —  20  a1  b*  +  25 

8 


— 10  a'  M  + 


H 
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lorfque  cela  arrive ,  il  eft  très-fouvent  utile  de  lui 
donner  cette  forme ,  en  indiquant  la  multiplication 
entre  (es  faûeurs.  Quoique  la  méthode  générale  pour 
découvrir  ces  fadeurs  dépende  de  connaiflances  que 
nous  ne  donnerons  que  par  la  fuite ,  néanmoins  nous 
obferverons  que  lorfqu'on  s'eft  un  peu  familiarifé  avec 
la  multiplication  &  la  divifîon  ,  on  les  apperçoit , 
dans  beaucoup  de  cas ,  avec  facilité.  Par  exemple , 
fi  on  avoit  à  ajouter  }ab  —  3  bc  +  a2 ,  avec  3  ab 
+  $bc  —  la*,  on  auroit  $ab  —  a2,  qui,  à  caufe 
de  la  lettre  a  qui  eft  fkfteur  commun  des  deux  termes 
iab&c  a2  9  peut  être  confidéré  comme  étant  venu 
de  la  multiplication  de  8  b  —  a  par  a  ,  &  peut  être 
repréfenté  par  (  8  b  —  a  )  x  a .  Il  eft  utile  de  s'exer- 
cer à  ces  fortes  de  décompofitions. 

De  la  manière  de  trouver  le  plus  grand  commun 
diyifeur  de  deux  quantités  littérales. 

39.  La  méthode  pour  trouver  le  plus  grand  commun  di- 
▼ifeur  de  deux  quantités  littérales,  eft  analogue  à  celle  que 
nous  avons  donnée  pour  les  nombres  (  Aruh.  95  ).  U  fout, 
après  avoir  ordonné  les  deux  quantités  par  rapport  à  une 
même  lettre ,  divifer  celle  où  cette  lettre  a  le  plus  grand 
expofant,  par  la  féconde,  &  continuer  la  divifîon  jufqu'à 
ce  que  cet  expofant  y  (bit  devenu  moindre  que  dans  la 
lecoode,  ou  tout  au  plus  égal.  On  divife  enfuite  la  fé- 
conde ,  par  le  refte  de  cette  divifion ,  &  avec  les  mêmes 
conditions.  On  divife  après  cela,  le  premier  refte  par  le 
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fécond ,  &  Ton  continue  de  divifer  le  refte  précédent  par 
le  nouveau  ,  jufqu'à  ce  qu'on  feit  arrivé  à  une  divifion 
exaâe  :  alors  le  dernier  divifeur  qu'on  anra  employé ,  cft 
le  plus  grand  commun  divifeur  cherché.  la  démonstration 
cft  fondée  fur  les  mêmes  principes  que  celle  que  nous  avons 
donnée  en  Arithmétique,  pagt  Bu 

Avant  de  mettre  cette  régie  en  pratique,  nous  ferons 
une  obfervarion  qui  peut  en  faciliter  Fufage;  cette  obser- 
vation efl,  qu'on  ne  change  rien  au  plus  grand  commua 
divifeur  des  deux  quantités,  lorfqu'on  multiplie  ou  loriqu'on 
divife  l'une  des  deux  par  une  quantité  qui  n'eft  point  di- 
vifeur de  l'autre ,  &  qui  n'a  aucun  commun  divifeur  avec 
cette  autre.  Par  exemple  ah  8c  de  ont  pour  commun  di- 
vifeur 4,  fi  je  multiplie  ab  par  d9  il  deviendra  abd  qui 
n'a  avec  ac  d'autre  commun  divifeur  que  a;  c'eft-à-dire, 
le  même  qui  étoit  entre  ab  &  ac. 

Il  n'en  feroit  pas  de  même,  fi  je  mulrjpBois  ab  par  un 
nombre  qui  fut  divifeur  de  ac ,  ou  qui  eût  un  faâeur  com- 
mun avec  ac;  par  exemple,  fi  je  mnltipHois  ab  par  c9 
il  deviendroit  abc9  dont  le  divifeur  commun  avec  ac  eu 
ac  lui-même.  Pareillement,  fi  je  multipliois  ab  par  ci  qui 
a  un  fadeur  commun  avec  ac%  j'aurois  abcd  dont  le  divi- 
feur commun  avec  ac  eft  ac. 

40.  Concluons  de-la,  i°.  que  fi  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  divifeur  de  deux  quantités,  on  s'apperçott 
dans  le  cours  des  divifions  que  Ton  fera  fucceûlvcmcnt  % 
que  le  dividende  ou  le  divifeur  ait  un  faâeur  ou  divifeur 
qui  ne  toit  point  faâeur  de  l'autre  >  on  pourrra  fupprimer 
ce  faâeur» 

%°.  Qu'on  pourra  multiplier  l'une  des  deox  quantités , 
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par  tel  nombre  qu'on  voudra,  pourvu  que  ce  nombre  ne 
(bit  point  divifeur  de  l'autre  quantité ,  &  n'ait  aucun  ac- 
teur commun  avec  elle. 

Appliquons  maintenant  la  régie  &  les  remarques  que 
nous  venons  de  faire. 

Suppofons  qu'on  demande  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  aa  —  jab  -J-  zbb  &  aa  —  ab  —  zbb.  Je  divîfe  la 
première  par  la  féconde:  j'ai  i  pour  quotient,  &  —  iab 
+  +bb  pour  refle.  Je  vais  donc  divifer  as  —  ab  —  ibbf 
par  le  refle  —  idi  +  4^;  mais  comme  celui-ci  a  pour 
fadeur  %b  qui  n'eft  point  fàâeur  du  nouveau  dividende, 
je  fupprime  ce  fadeur  ibt  &  je  me  contente  de  chercher 
le  commun  divifeur  de  aa—ab  —  ibb  &  —  a  -+-  ib ,  c'eft-à- 
dire,  de  divifer  aa  —  ab  —  %bb  par  —  4  +  *b  ;  la 
dtvîfion  fe  (ait  exaftement.  Peu  conclus  que  —  a  -f  a* 
eft  le  plus  grand  commun  divifeur  des  deux  quantités  pro- 
poses. 

Propofons-nous  pour  fécond  exemple ,  de  trouver  le  plus 
grand  commun  divifeur  des  deux  quantités  5<*3  —  i%a%b 
+  uab*  -  6#  &  7a*  —  a}**  +  6b\  Il  faudrait 
donc  divifer  la  première  de  ces  deux  quantités ,  par  la  fé- 
conde ;  mais  comme  5  ne  peut  être  dtvifé  exactement  par  7, 
je  multiplierai  la  première  par  7 ,  qui  n'étant  point  (àâeur 
de  tous  les  termes  de  la  féconde ,  ne  peut  rien  changer  au 
commun  divifeur.  J'aurai  donc  3  5*1*  —  1264*6  +  yjab* 
—  41b*  à  divifer  par  y  a*  —  %yab  -f-  6b\  En  faifant  la 
divifion,  j'aurai  54  pour  quotient,  &  pour  refle—  11  a*b 
•+-  47 ab?  —  42R  Comme  i'expofant  de  a  dans  celui-ci 
eft  encore  égal  à  celui  de  a  dans  le  divifeur ,  je  puis  con- 
tinuer la  divifion  ;  mats  j'obferve  qu'il  faudra  encore ,  par 
h  même  nrifon  que  ci-deiTus,  multiplier  par  7:  d'ailleurs 
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je  remarque  que  je  puis  ôter  h  dans  tous  les  termes  de  — 
\\a*b  -f-  47 ah*  ~  42^,  parce  qu'il  n'eft  point  faâeur 
commun  de  tous  les  termes  du  divifeur  ja*  —  %^ab  +  6  b*  ; 
j'aurai  donc,  d'après  ces  obfervations ,  —  yjax  -f-  329** 

—  294^  à  divifer  par  7**  •—  234^  -J-  6b*;  faifant  la 
divifion,  j'ai  —  11  pour  quotient,  &  j6ab  —  2286*  pour 
refte.  Je  vais  donc  divifer  y  a*  —  23  a  £  +  6£%  qui  m'a 
fervi  de  divifeur  jufqu'ici,  par  le  refte  j6ab  —  2286*, 
ou  plutôt  par  j6  a  —  228  k  Pour  que  la  divifion  pût  fe 
faire,  il  faudrait  multiplier  la  première  de  ces  deux  quan- 
tités par  76  ;  mais  avant  de  faire  cette  multiplication  ,  il 
dut  fa  voir  fi  j6  n'eft  pas  faâeur  de  toute  la  quantité  y6a 

—  218  b  s  ou  s'il  n'a  pas  quelqu'un  de  fes  fadeurs  qui  en 
foit  faâeur  commun.  Or  je  remarque  que  76  eft  3  fois 
dans  228  b;  &  comme  il  n'eft  pas  faâeur  de  7  a*  —  23 ab 
+  6  b*  9  je  fupprime  dans  le  divifeur  76  a  —  2286,  le 
faâeur  76,  &  j'ai  7 a*  —  23*1*  +  6b*  à  divifer  par 
a  —  3  b  feulement  ;  ta  divifion  faite ,  il  ne  refte  rien  ;  d'où 
je  conclus  que  le  commun  divifeur  des  deux  quantités  pro- 
pofécs,  eft  a  —  %b% 

Des  Fractions  littérales. 

41,  Les  fraâions  littérales  fe  calculent  fuivant  les 
mêmes  règles  que  les  fraâions  numériques ,  mais  en 
appliquant  en  même  temps  les  règles  que  nous  avons 
données  ci-deflus  concernant  l'addition ,  la  fouftrac- 
tion,  la  multiplication  &  la  divifion.  Comme  cette 
application  eft  facile  >  nous  la  ferons  très  -  fommai- 
rement. 

41.  La  fra&on  -j-  peut  être  transformée ,  fans 
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changer  de  valeur,  en  •£  ,  ou  ~ ,  ou    ?;  +  ;*  , 
&  ainfi  de  fuite. 

En  effet ,  ces  dernières  ne  font  autre  chofe  que 
la  première  dont  on  a  multiplié  les  deux  termes,  par 
c  dans  le  premier  cas  ,  par  a  dans  le  fécond  ,  & 
par  a  +  b  dans  le  troisième  ,  ce  qui  (  Arith.  88  ) 
n'en  change  pas  la  valeur. 


43 .  La  fraâion  -777-  eft  la  même  chofe  que  j-  ; 

la  fraâion  -if+i£L  eft  la  même  que  -^4^-. 

Cela  eil  évident  (  Aritk.  89  ) ,  en  divifant  les  deux 
termes  de  la  troifième  par  ac ,  &  les  deux  termes 
de  la  troifième ,  par  3  az.  Au  refte  cette  réduâion 
des  fraâions  à  leur  plus  fimple  expreffion  eft  com- 
prife  dans  ce  qui  a  été  dit  (33). 

44.  La  règle  générale  &  la  plus  sûre  pour  réduire 
une  fraâion  quelconque  à  (es  moindres  termes ,  eft 
de  divifèr  les  deux  termes  par  leur  plus  grand  com- 
mun divifeur  que  Ton  trouve  par  ce  qui  a  été' 
dit  (39). 

45.  Pour  réduire  à  une  feule  fraâion ,  une  quan- 
tité compofée  d'un  entier  &  d'une  fraâion ,  il  faut , 
comme  en  Arithmétique  ,  multiplier  l'entier  par  le 
dénominateur  de  la  fraâioo  qui  raccompagne.  Par 

C  j 
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exemple ,  a  +  -j-f  peut  être  changé  en  -îii-i. 

De  même ,  a  +  £j=^f  fe  réduit  à  îi=f{±5L=fif 

en  multipliant  l'entier  a  par  le  dénominateur  £  —  d. 

Lorfqu'à  la  fuite  de  ces  opérations ,  il  fe  trouve 

des  termes  femblables ,  il  ne  faut  pas  out  ter  de  les 

réduire  ;  ainfi  dans  le  dernier  exemple ,  la  quantité 

.       td~ab  t.t     «  /  a  b  —  ad  4-  c  d  — -  ah- 

a  +     h_d    a  été  changée  en ^ • 

qui  fe  réduit  à  ~\l+fé  ou  -cjl,'  »  cn  «la- 
çant les  deux  termes  a  b  &  —  a  b  qui  fe  détruifent. 

46.  Pour  tirer  les  entiers  qu'une  fraftion  littérale 
peut  renfermer ,  cela  fe  réduit  comme  en  Arithmé- 
tique ,  à  divifer  le  numérateur  ,  par  le  dénomi- 
nateur ,  autant  qu'il  eft  poflible ,  &  en  fuivant  les 
règles  données  ci-defius  pour  la  divifion  ;  ainfi  la 

quantité  lîLtîdbff  9  peut  être  réduite  à  3  *  +  c  +^ ; 
pareillement  la  quantité  *%  +  *<ab+^±l±lL9  fe  ré- 
duit  à  a  +  %b  +  £llxi  »  ea  ^^ant  la  divifion  par 

47.  Pour  réduire  plufieurs  fraâions  littérales ,  au 
même  dénominateur  ,  la  règle  eft  la  même  qu'en 
Arithmétique  :  ainfi  pour  réduire  à  un  même  déno- 
minateur ,  les  trois  fractions  -f- ,  -j-,  4- ,  je  mul- 
tiplie les  deux  termes  a  &  b  de  la  première ,  par 
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df/qui  efl  le  produit  des  dénominateurs  des  deux 
autres  fraâions ,  &  f ai  ~j .  Je  multiplie  de  même 
les  deux  termes  c  &  d  de  la  féconde ,  par  bf  pro- 
duit des  deux  autres  dénominateurs,  &  j'ai  ~^;  enfin 

je  multiplie  les  deux  termes  e  &  f  de  la  dernière , 
par  b d  produit  des  dénominateurs  des  deux  autres, 

&fai  yjy$  enforte  que  les  trois  fraâions  ,  réduite* 

au  même  dénominateur ,  deviennent  ^£y  ^,  j~» 

On  fe  conduirait  de  la  même  manière ,  fi  les  numé- 
rateurs ou  les  dénominateurs,  ou  tous  les  deux  étoient 
complexes ,  mais  en  obfervant  les  règles  de  la  mul- 
tiplication des  nombres  complexes*  C'eft  ainfi  qu'on 

trouvera  que  les  deux  fraâions  j£j  &  *~f  »  réduites 
au  même  dénominateur,  deviennent*  +/IZ**~  % 

fr4*~VI^'*t~a'*'f>  cn  multipliant  les  deux  termes 
de  la  première  par  a  —  b ,  &  les  deux  termes  de  la 
féconde  par  a+b. 

48.  Quand  les  dénominateurs  ont  un  divifeur  ou 
feâeur  commun ,  on  peut  réduire  les  fraâions  à  un 
même  dénominateur,  plus  Amplement  que  par  la 
règle  générale  :  car  exemple ,  fi  j'avois  les  deux  frac- 
tions -£j  »  77  t  Ie  V01S  que  les  deux  dénominateurs 

feroient  les  mêmes  fi  /  étoit  fàâeur  du  premier ,  &  c 

C4 
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fàâeur  du  fécond  ;  je  multiplie  donc  les  deux  termes 
de  la  première  fra&on  par  /,  &  les  deux  termes  de 

la  féconde ,  par  c  ;  ce  qui  me  donne  £4.  &  fcy  plus 
fimples  que  £çjy&  ïJTfW*  f auroîs  eues  enfuivant  la 

règle  générale.  Si  f  avois  les  trois  fraûions  f^^fj^jzi 

je  vois  que  fi  fg  étoit  fàâeur  du  dénominateur  de 
la  première  ;  c  g ,  de  celui  de  la  féconde  ;  &C  bf> 
de  celui  de  la  troHième ,  les  trois  fraâions  auroient 
le  même  dénominateur  ;  je  multiplie  donc  les  deux 
termes  de  la  première ,  par  fg  ;  les  deux  termes  de 
la  féconde ,  par  cg ;  &  les  deux  termes  de  la  troi- 

fième  nar  h  f  •  &  î*ai    *?*  %   dcg       htf 
neme  par  oj  ,  oc  j  ai  jjjj $  bTf£>  T7J\  • 

On  peut  appliquer  cela  aux  nombres ,  en  les  dé- 
compofant  en  leurs  faâeurs.  Par  exemple  t*&Ct% 

font  la  même  chofe  que  -^—  &  -i-  ;  je  multiplie 

donc  les  deux  termes  de  la  première  par  4 ,  &  les 
deux  termes  de  la  féconde  par  3 ,  &  j'ai  £§  &  ^ . 

49.  A  l'égard  de  l'addition  &  de  la  fouftraâion  , 
lorfqu'on  a  réduit  les  fraâions  au  même  dénomi- 
nateur ,  il  ne  s'agit  plus  que  de  faire  l'addition  ou 
la  fouftraâion  des  numérateurs.  Ainfi  les  deux  frac- 
tions -^4  &  a~  V  ,  réduites  au  même  dénomi- 
tatwr ,  ont  donné  cî-dcffus  «  »  +  "  -  »  *  ~ii.  & 

7  aa  —  bb  ^^ 
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■ gLa  Z.  Pù ;  fi  donc  on  veut  ajouter ,  on 

aura   **  +  "-t*-^*^*-*"* **-***  ^  fe 

réduit  à  »«»-"-"-»*'»««,  Au  contraire, 

A  A    ■■"    0  0  " 

fi  Ton  veut  retrancher  la  féconde  de  la  première  , 

ab  ■+•  a  c  ~  b  b  —  £  c  '—  a  a  •*-  m  c  —  a  b  +  zbc 


on  aura 


a  a  —  b  b 


qui  fe  réduit  à  'me~"+!;~mM. 

50.  Remarquons  en  paffant  que ,  pour  retrancher 
la  féconde  firaâion ,  nous  avons  changé  les  fignes  du 
numérateur  feulement  :  Si  Ton  changeoit  les  fignes 
du  numérateur  &  du  dénominateur  en  même  temps, 
on  ne  changeroit  point  la  fraflion,  &  par  conféquent, 

au  lieu  de  la  retrancher ,  on  l'ajouteroit  ;  en  effet  -£- 

efilamême  chofe  que  ^-j  félon  la  règle  qui  a  été 
donnée  (36). 

51.  Pour  multiplier  -y,  pzt-j-;  on  écrira  ^ 

en  multipliant  numérateur  par  numérateur ,  &  déno- 
minateur par  dénominateur ,  conformément  aux  régies 
de  l'Arithmétique  ;  de  même  î  *  X  £  £  donnera  ±ab. 

Si  l'on  avoit  -y-  à  multiplier  par  c ,  on  pour- 
rait confidérer  c,  comme  étant  ~,  ce  qui  ramène 
cette  multiplication  au  cas  précédent ,  &  donne  ^j 
mais  on   voit  que   cela  fe  réduit  à  multiplier  le 
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numérateur  par  l'entier  c  ;  nous  prendrons  donc  pour 
règle  dorénavant ,  celle-ci,  pour  multiplier  une  fraction 
par  un  entier  y  ou  un  entier  par  une  fraction,  il  faut  mul- 
tiplier* le  numérateur  par  l'entier  >  &  confervtr  le  mime 
dénominateur* 

Si  le  numérateur  &  le  dénominateur  étoient  com- 
plexes, on  leur  appliquerait  la  règle  de  la  multipli- 
cation des  nombres  complexes* 

5  *.  Pour  divifer  y ,  par  «j  ;  l'opération  (Ariûu  1 09) 
fe  réduit  à  multiplier  y  par  — ,  ce  qui  s'exécute  par 
la  règle  précédente  >&  donne  yj- .  Et  pour  divifer 
rT~à>Par  !tz7ï>  cek  ^e  *&hdt"à  multiplier  ^^  par 

rr2$  ce  qm  donne  -^rjffjTT} ou (/+</)* 

ou,   en   faifant  la  multiplication  indiquée  dans  le 

numérateur  ,  (c  +  dy  • 

Enfin ,  fi  Ton  avoit  y  à  divifer  par  c ,  on  pour- 
rott  confidérer  c ,  comme  étant  -£-,  ce  qui  ramène- 
rait au  cas  précédent  >  &  réduiroit  à  mutiplier  -£- 

par  —  ,  ce  qui  donne  b  h  ;  d'où  Ton  voit  que  pour 
divifer  um  fraction  par  un  entier ,  il  faut  multiplier 
le  aenomiuauur  par  C  entier  ,  &  confervtr  k  numérateur. 
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Des  Équations. 

53.  Pour  marquer  que  deux  quantités  font  égales  , 
on  les  fépare  l'une  de  l'autre  par  ce  ligne  = ,  qui 
fe  prononce  par  le  mot  égale ,  ou  par  les  mots  eft 
égal  à  ;  ainfi  cette  expreflion  a  =  b  f  fe  prononceroit 
en  difant  a  égale  b  >  ou  a  eft  égal  à  b. 

L'aflemblage  de  deux  ou  de  plufieurs  quantités 
féparées  ainfi  par  le  ligne  =3  9  eft  ce  qu'on  appelle 
une  Équation.  La  totalité  des  quantités  qui  font  à 
la  gauche  du  figne  = ,  forme  ce  qu'on  appelle  le 
premier  membre  de  l'équation  ;  &  la  totalité  de  celles 
qui  font  à  la  droite  de  ce  même  figne ,  forme  le 
fécond  membre.  Dans  l'équation  4*  —  3  =  ix  -h  7 , 
4*  —  3  forme  le  premier  membre  ,  &  %x  +  7 
forme  le  fécond.  Les  équations  font  d'un  très-grand 
triage  pour  la  réfolution  des  queftions  qu'on  peut 
propofer  fur  les  quantités. 

Toute  queJKon  qui  peut  être  réfolue  par  l'Algèbre , 
renferme  toujours  dans  fon  énoncé ,  foit  explicite- 
ment ,  foit  implicitement ,  un  certain  nombre  de 
conditions  qui  font  autant  de  moyens  de  faifir  les 
rapports  des  quantités  inconnues ,  aux  quantités 
connues  dont  celles-là  dépendent.  Ces  rapports 
peuvent  toujours,  ainfi  qu'on  le  verra  par  la  fuite  , 
être  exprimés  par  des  équations  dans  lefqueUes  les 
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quantités  inconnues    &  les   quantités   connues  fe 

trouvent  combinées  les  unes  avec  les  autres,   & 

,  cela  d'une  manière  plus  ou  moins  compofée ,  félon 

que  la  queftion  eft  plus  ou  moins  difficile.  .  , 

Ainfi  pour  réfoudre ,  par  Algèbre ,  les  queftions 
qu'on  peut  propofer  fur  les  quantités ,  il  faut  trois- 
choies. 

i°.  Saifir  dans  l'énoncé  ou  dans  la  nature  de  la 
queftion ,  les  rapports  qu'il  y  a  entre  les  quantités 
conques  &  les  quantités  inconnues.  Ceft  une  faculté 
quel'efprit  acquiert ,  comme  beaucoup  d'autres ,  par 
1  ufage  ;  mais  il  n'y  a  point  de  règles  générales  à 
donner  là-deffus. 

*  %  i°.  Exprimer  chacun  de  ces  rapports  ,  par  une 
équation.  Cette  condition  peut  être  réduite  à  une 
feule  règle  ,  que  nous  expoferons  par  la  .fuite  ;  mais 
Fapplication  en  eft  plus  ou  moins  facile  félon  la 
nature  des  queftions ,  la  capacité  &  l'exercice  que 
peut  avoir  celui  qui  entreprend  de  réfoudre. 

3  °.  Réfoudré  cette  équation ,  ou  ces  équations  % 
c'eft-à-dire,  en  déduire  la  valeur  des  quantités  in- 
connues. Ce  dernier  point  eft  fufceptible  d'un  nombre 
déterminé  de  règles  :  c'eft  par  lui  que  nous  allons 
commencer. 

Comme  les  queftions  qu'on  peut  avoir  à  réfoudre , 
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peuvent  conduire  à  des  équations  plus  ou  moins 
compofées  ,  on  a  partagé  celles-ci  en  plufîeurs  claffes 
ou  degrés  que  l'on  diftingue  par  l'expofant  de  la 
quantité  ou  des  quantités  inconnues  qui  s'y  trouvent  : 
nous  ferons  connoître  ces  équations  à  mefure  que 
nous  avancerons  :  celles  dont  nous  allons  nous  occu- 
per d'abord ,  (ont  les  équations  du  premier  degré.  On 
nomme  ainfi  les  équations  dans  lefquelles  les  incon- 
nues ne  font  multipliées  ni  par  elles  -  mêmes  ,  ni 
entre  elles. 

Des  Équations  du  premier  degré  *  à  unefeidt 

inconnue. 

54.  Réfoudre  une  équation  ,  c'eft  la  réduire  à 
une  autre ,  dans  laquelle  l'inconnue ,  ou  la  lettre  qui 
la  repréfente ,  fe  trouve  feule  dans  un  membre ,  & 
où  il  n'y  ait  plus  que  des  quantités  connues  dans 
Fautre  membre. 

Par  exemple,  fi  l'on  propofoit  cette  queftion  , 
Trouver  un  nombre  dont  le  quadruple  ajouté  à  3  ,  donne 
muant  que  fon  triple  ajouté  à  1 2.  En  représentant  ce 
nombre  par  x ,  fon  quadruple  feroit  4  x  ,  lequel 
ajouté  à  3  fait  4  x  +  3  ;  d'un  autre  côté  le  triple 
de  ce  même  nombre  x  eft  3 x  f  lequel  ajouté  à  1 2 
feit  3  x  •+•  12  ;  puis  donc  que  4*  +  3  doit  donner 
autant  que  3*  +  12 ,  il  faut  que  le  nombre  x  foit 
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tet  que  Ton  ait  4*  +  3  =  3 *  +  n  ;  c'eft-là  l'équa- 
tion qu'il  s'agit  de  réfoudre ,  pour  trouver  le  nombre 
demandé» 

Or  il  eft  évident  que  puifque  les  deux  quantités 
féparées  par  le  figne  =  ,  font  égales  ,  elles  le 
feront  encore  ,  fi  l'on  retranche  de  chacune  3  x  f 
ce  qui  réduit  l'équation  à  #+3  =  11;  enfin  ces 
deux-ci  feront  encore  égales;  fi  de  chacune  on  re- 
tranche le  même  nombre  3  ,  ce  qui  donne  x  =  9  f 
&  réfout  (a  queftion  ;  car  il  eft  évident  que  x  eft 
connu  ,  puifqu'il  eft  égal  à  une  quantité  connue  9. 

L'objet  que  nous  nous  propofons  ici  eft  de  don- 
ner des  règles  pour  ramener  l'équation ,  dans  tous  les 
Cas  9  à  avoir  ainfi  l'inconnue  feule  dans  un  membre , 
&  n'avoir  que  des  quantités  connues  dans  l'autre 
membre.  Pour  une  queftion  auffi  fimple  que  celle 
que  nous  venoqs  de  prendre  pour  exemple ,  l'ufâge 
des  équations  feroit  fans  doute  fuperflu  ;  mais  toutes 
les  queftions  ne  font  pas  de  cette  facilité  ;  &  il  ne 
s'agit  encore  que  de  faire  entendre  >  comment  l'équa- 
tion eft  réfolue ,  lorfque  l'inconnue  eft  feule  dans 
un  membre ,  &  qu'il  n'y  a  plus  que  des  quantités 
connues  dans  l'autre. 

Les  règles  pour  réfoudre  les  équations  dont  il 
s'agit  ici ,  c'eft  «*  à  -  dite  ,  pour  les  réduire  à  avoir 
l'inconnue  feule  dans  un  membre  -,  fe  réduifent  à 


de    Mathématiques.         47 

trois  qui  font  relatives  aux  trois  différentes  manières 
dont  l'inconnue  peut  fe  trouver  mêlée  ou  engagée 
avec  des  quantités  connues. 

Dorénavant  nous  repréfenterons  les  quantités  in- 
connues par  quelques-unes  des  dernières  lettres  x , 
y  $  {  de  l'Alphabet ,  pour  les  diftinguer  des  quan- 
tités connues  que  nous  repréfenterons ,  ou  par  des 
nombres ,  ou  par  les  premières  lettres  de  l'Alphabet. 

55.  L'inconnue  peut  fe  trouver  mêlée  avec  des 
quantités  connues ,  en  trois  manières  ;  1  °.  par  addi- 
tion ou  fouftraâion ,  comme  dans  l'équation  x  +  3 
*=  j  —  x.  i°.  Par  addition ,  fouftraâion  &  mul- 
tiplication ,  comme  dans  l'équation  4  x  —  6  =  x  x 
+  16.  3°.  Enfin  par  addition ,  fouftraâion  ,  multi- 
plication &  divifion ,  comme  dans  l'équation  \x — 4 
=3  *  x  +  17  ;  ou  par  ces  deux  dernières  opérations 
feulement ,  ou  par  la  dernière  feulement. 

Voici  les  règles  qu'il  faut  fuivre  pour  dégager  fin- 
coanue  dans  ces  différens  cas. 

56.  Pour  faire  paffet  un  terme  quelconque  d'une  équa* 
ion ,  a*uri  membre  de  cette  équation  dans  Contre  ;  il  fane 
tffictr  u  terme ,  &  t écrire  dans  foutre  membre  avec  un 
fignê  contraire  à  celui  qu'il  a  dans  h  membre  ou  il  cfl. 
Sur  quoi  il  faut  fe  rappeler  qu'un  terme  qui  n'a  pas 
de  ûgoe  ,  eft  cenfé  avoir  le  figne  +• 
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Par  exemple,  dans  l'équation  4*  +  3  =:  3*  +  12  ,  fi 
je  veux  (aire  paffer  le  terme  +  3  dans  le  fécond  membre , 
j'écris  4A;  =  3*  +  12  — -  3,  où  l'on  voit  que  le  terme 
3  n'eft  plus  dans  le  premier  membre  ;  mais  il  eft  dans  le 
fécond  avec  le  figne  — ,  contraire  au  figne  -J-  qu'il  avoit 
dans  le  premier. 

Cette  équation  réduite,  revient  à4*  =  3*+9;fi 
Ton  veut  maintenant  faire  paffer  le  terme  3*,  dans  le  pre- 
mier membre,  on  écrira  4*  —  \x  Z3  9,  qui  en  rédui- 
fant,  devient  x  =  9, 

Pareillement,  fi  dans  l'équation  5*  —  7  =  21  —  4*, 
je  veux  (aire  paffer  le  terme  — -  7  dans  le  fécond  membre, 
j'écrirai  5*  =  21  — 4*4-7,  qui  fe  réduit  à  j*  =  28  —  4%; 
fi  je  veux  enfuite  (aire  paffer  4x9  j'écrirai  j*  +  4*=  28, 
ou ,  en  réduifant ,  9*1=28.  Nous  verrons ,  dans  quelques 
momens ,  comment  s'achève  la  réfolution  de  cette  équation. 

La  raifon  de  cette  règle  eft  bien  facile  à  faifir. 
Puifque  les  quantités  qui  compofent  le  premier 
membre ,  font ,  enfemble ,  égales  à  la  totalité  de 
celles  qui  compofent  le  fécond ,  il  eft  évident  qu'on 
ne  trouble  point  cette  égalité ,  fi  ayant  ajouté  ou 
ôté  à  l'un  des  membres  un  terme  quelconque ,  on 
ajoute  ou  l'on  ôte  à  l'autre ,  ce  même  terme  ;  or  % 
Iprfqu'on  efface  un  terme  qui  a  le  figne  +  ,  c'eft 
diminuer  le  membre  où  il  fe  trouve  ;  il  faut  donc 
diminuer  l'autre  de  pareille  quantité,  c'eft-à-dire, 
y  écrire  ce  terme  avec  le  figne  — .  Au  contraire  , 
lorfqu'on  efface  un  terme  qui  a  le  figne  — ,  il  eft 
évident  qu'on  augmente  le  membre  où  il  fe  trouve  ; 

il 


de    Mathématiques.  49 

H  faut  donc  augmenter  l'autre ,  de  pareille  quantité , 
c'efl-à-dire ,  y  écrire  ce  terme  avec  le  ligne  +. 

57.  On  voit  donc  que  par  cette  règle  on  peut 
faire  paffer ,  à  la  fois ,  dans  un  même  membre ,  tous 
les  termes  affeôés  de  l'inconnue ,  &  toutes  les  quan- 
tités connues  dans  l'autre.  On  choifira  d'abord  dans 
quel  membre  on  veut  avoir  les  termes  affeâés  de 
l'inconnue  ;  cela  eft  indifférent  :  je  fuppofe  que  ce 
foît  dans  le  premier.  On  écrira  de  nouveau  l'équa- 
tion ,  en  obfervant  de  conferver  aux  termes  affeûés 
de  l'inconnue  ,  &  qui  étoient  dans  le  premier  membre, 
ks  fignes  qu'ils  avoient  ;  on  écrira  ,  à  la  fuite  de 
ceux-là ,  les  termes  affeâés  de  l'inconnue  ,  qui  fe 
trouvent  dans  l'autre  membre  ,  mais  en  obfervant 
de  changer  leur  figne  :  à  la  fuite  de  tous  ces  termes , 
on  écrira  le  figne  = ,  &  l'on  formera  le  fécond 
membre  ,  en  écrivant  les  quantités  connues  qui 
compofoîent  d'abord  le  fécond  membre ,  en  les  écri- 
vant, dis- je,  avec  les  mêmes  fignes  qu'elles  avoient, 
&  enfuite  les  quantités  connues  qui  étoient  dans  le 
premier  membre ,  mais  en  leur  donnant  des  fignes 
contraires  à  ceux  qu'elles  avoient*  Ceft  ainfi  que 
l'équation  7*  —  8  =  14  —  4*  devient  jx  -f. 
4*  s=3  14  +  8  ,  ou  1 1  x  =»  22.  Pareillement  l'équa- 
tion ax  +  bc  —  ex  —  ac  —  bx9  devient  ax  — 
ex  4-  bx  =  ac  —  bc. 
Marin**  Mglbrc. 
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58.  Il  peut  arriver,  par  cette  tranfpofition  ,  que 
ce  qui  refte  des  x  %  après  la  réduâion  ,  fe  trouve 
avoir  le  figne  —  ;  par  exemple,  fi  Ton  avoit  3  or  — 
8  =  4*  —  11  ;  en  pafiànt  tous  les  x  dans  le  pre- 
mier membre ,  on  aurait  3  x  —  4*  =  —  11  +  8 , 
qui  fe  réduit  à  —  x  =  —  4  ;  alors ,  il  n'y  a  qu'à 
changer  les  lignes  de  l'un  &  de  l'autre  membre ,  ce 
qui ,  dans  le  cas  préfent ,  donne  +  x  =  +  4  ou 
x  =ssa  4.  En  effet ,  on  étoit  également  maître  de 
tranfpofer  les  x  dans  le  fécond  membre,  ce  qui  aurait 
donné  —  8  +  11  =»  4*  —  3  x ,  qui  fe  réduit  à 
4  =a  x ,  qui  eft  la  même  chofe  que  x  &s  4, 

59.  On  peut  fouvent  abréger  la  réduâion  de 
Téquation,  lorfqu  elle  eft  numérique,  ou  lorfqu  étant 
littérale ,  elle  renferme  des  quantités  femblables.  Si  ces 
quantités  ont  le  même  figne  dans  différens  membres, 
on  efface  l'une ,  &  on  diminue  l'autre  de  pareille  quan- 
tité; au  contraire,  on  les  ajoute,  lorfqu'elles  ont 
différens  fignes.  Par  exemple ,  dans  l'équation  6  b  — 
4*+ix=5*  +  3*»  j'efface  %  x  dans  le  premier 
membre,  &  j'écris  feulement  x  dans  le  fécond  ;  j'efface 
5a  dans  le  fécond,  &  j'augmente  4a  de  5* ,  ce  qui 
me  donne  tout  de  fuite  6  b  —  ça  =  x.  On  voit  donc 
que  s'il  fe  trouvoit  de  part  &  d'autre ,  des  termes 
parfaitement  égaux  &  de  même  figne ,  on  pourrait 
les  fupprimer  tout  de  fuite  ;  c'eft  ainfi  que  l'équation 
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ja  +  ib  =3  5*  +  *,  fe  réduit  tout  de  fuite  à 


x. 


60.  Lorsqu'on  a  paffé  dans  un  membre ,  tous  les 
termes  affeâés  de  l'inconnue,  &  toutes  les  quan- 
tités connues  dans  l'autre  membre  ;  s'il  n'y  a  point 
de  firaâions  dans  l'équation ,  il  ne  s'agit  plus  que 
d'exécuter  la  règle  fuivante ,  pour  avoir  la  valeur  de 
l'inconnue.  Écrive^  f inconnue  feule  dans  un  membre, 
&  donner  pour  divifeur  au  fécond  membre  ,  la  quantité 
fà  mulùplioit  f inconnue  dam  le  premier. 

Par  exemple,  dans  l'équation  *fx  —  8  =  14  —  4*  que 
nous  avons  traitée  ci-deffus,  nous  avons  eu,  par  la  tranf- 
pofition  &  la  réduâion,  ï\x  —  n;  pour  avoir  x»  je  n'ai 
autre  chofe  à  faire  qu'ai. écrire  *  =  —  ,  qui  fe  réduit  à 
*=  2;  c'eft-à-dire,  écrire  x  feul  dans  le  premier  membre  , 
&  faire  fervir  fou  multiplicateur  1 1 ,  de  divifeur  au  fécond 
membre  22.  En  effet ,  lorfqu'au  lieu  de  11*,  j'écris  feule* 
ment  * ,  je  n'écris  que  la  onzième  partie  du  premier  mem- 
bre; il  faut  donc,  pour  conferver  l'égalité,  n'écrire  que  la 
onzième  partie  du  fécond  membre,  c'eft-à-dire,  divifer  le 
Jècoad  membre  par  11. 

Pareillement,  fi  Ton  propofoit  l'équation  12*  —  15  =2 
4*  +  aç  ;  après  avoir  paffé  (56)  tous  les  x  d'un  côté, 
&  les  quantités  connues  de  l'autre,  on  aura  11  x  —  4* 
—  2  y  +  15  ou,  en  réduifant ,  Sx  2=  40  ;  maintenant 
pour  avoir  x  ,  j'écris  jc  =  ^,  qui  fe  réduit  à  *  =2  5. 
Car,  lorfqu'au  lieu  de  8*  j'écris  x  feulement,  je  n'écris 
que  la  huitième  partie  du  premier  membre;  je  dois  donc, 

D  2 
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pour  maintenir  l'égalité,  n'écrire  que  la  huitième  partie  fM 
fécond  membre,  c'eft-à-dire,  n'écrire  que  ~. 

Si  les  quantités  connues  qui  multiplient  x ,  au  lieu 
d'être  des  nombres,  étoient  repréfentées  par  des 
lettres,  la  règle  ne  feroit  pas  différente  pour  cela: 
ainfi  dans  l'équation  <fx  =  £<:,iln'ya  autre  chofe 

à  faire ,  pour  avoir  x ,  que  d'écrire  x  c=  -^-. 

Si  après  la  tranfpoiition  faite ,  il  y  a  plufieurs 
termes  afteâés  de  l'inconnue ,  la  règle  eft  encore  la 
même;  ainfi,  dans  l'équation  ax  +  bc  —  éx  =2  ac 
—  bx ,  que  nous  avons  eue  ci-deflus  ,ona,  après 
la  tranfpoiition  ,  ax  —  ex  +  bx  =  ac  —  bc  ; 
pour  avoir  x ,  il  ne  s'agit  plus  que  d'écrire  x  = 

*c~*! :  c'eft-à-dire .  écrire  *  feul  dans  un  membre, 

&  donner  pour  divifeur  au  fécond ,  la  quantité  qui 
multiplioit  x  dans  le  premier ,  laquelle  eft  ici  a  — 
c  +  b ,  puifque  la  quantité  ax  —  ex  +  bx  eft  x 
multiplié  par  la  totalité  des  trois  quantifiés  a  —  c+b. 

6  k  On  voit  donc  que  lorfqu'après  la  tranfpofi- 
tion ,  il  y  a  plufieurs  termes  aflèâés  de  x  9  oo  doit 
pour  avoir  la  valeur  de  x,  divifer  k  fecood  membre 
par  h  totalité  des  quantités  qui  afleûent  x  dans  le 
premier ,  en  prenant  ces  quantités  avec  leurs  figues 
tels  qu'ils  font.  Par  exemple ,  dans  Téquation  ax = bc 
~  ix,  on  a,  par  la  tranfpofitîon ,  *x+  xx=ibc; 
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&  en  appliquant  la  règle  aâueile  ou  la  divifion ,  on 

aura  x  =       *    •  De  même,  l'équation  x  —  ab 

^stc — ax9  donne  par  la  tranfpofition  x  +  ax  =  bc 

+  ab,&c par  conféquent x  =s  ■***  ;  car  il  n»  faut 

pas  oublier  ici  (  5  )  que  le  multiplicateur  de  x  dans 
le  premier  terme  de  x  +  a  x ,  eft  1  ;  enforte  que 
dans  x+ax9  x  eft  multiplié  par  1  +a;  en  effet 
dans  x  +  axy  x  fe  trouve  une  fois  de  plus  que 
dans  ax. 

61.  S'il  fe  trouvoit  quelque  quantité  qui  fut  fac- 
teur commun  de  tous  les  termes  de  l'équation ,  on 
pourroit  Amplifier ,  en  divifant  tous  les  termes  par 
ce  fadeur  commun  :  par  exemple ,  dans  l'équation 
i^bb  =  xj  ab  +  6bx9  je  diviferois  par  3  A  qui 
eft  fadeur  commun  de  tous  les  termes  ;  &  f aurois  5  b 
=  9  a  +  %x  ,  qui ,  par  la  tranfpofition ,  devient 
<jt>  —  90=  ix9  &  enfin  par  la  divifion  >  donne 

- 2-=::rOUX5=3 — . 

2  2 

63.  Les  règles  que  nous  venons  de  donner ,  ont 
toujours  lieu,  Ion  même  que  les  différens  termes 
de  Téquation  ont  des  dénominateurs ,  pourvu  que 
ces  dénominateurs  ne  contiennent  pas  l'inconnue; 
mais  comme  l'application  de  c^s  règles  eft  plus 
facile  pour  les  Commençai» ,  lorfqu'il  n'y  a  pas  de 
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fraâions  dans  l'équation ,  nous  allons  ajouter  ici  une 
règle  pour  faire  difparoître  les  dénominateurs. 

64.  Pour  changer  une  équation  dans  laquelle  il  y 
a  des  dénominateurs ,  en  une  autre  dans  laquelle  il 
n'y  en  ait  plus ,  il  faut  multiplier  chaque  terme  qui  na 
pas  de  dénominateur ,  par  le  produit  de  tous  les  déno- 
minateurs ;  &  multiplier  le  numérateur  de  chaque  frac- 
tion ,  par  U  produit  des  dénominateurs  des  autres  fraSions 
feulement. 

Par  exemple,  fi  j'avois  l'équation  — - 1-  4  =  ^- — f- 

12  _  IfL*  je  multiplierois  le  numérateur  ix  de  la  frac- 
tion ^—  ,  par  35 ,  produit  des  deux  dénominateurs  Ç  &  7  » 

ce  qui  me  donneront  70  *.  Je  multiplierois  le  terme  4 ,  qui 
n*a  point  de  dénominateur ,  par  105  produit  des  trois  dé- 
nominateurs 3 ,  5 ,  7 ,  ce  qui  me  donneroit  420.  Jfe  multi- 
plierois le  numérateur  4*  de  la  fraâion  —  ,  par  21  , 

produit  des  deux  dénominateurs  3  &  7,  &  j'aurois  84*. 
Je  multiplierois  12,  qui  n'a  pas  de  dénominateur,  par  le 
produit   105    des   trois   dénominateurs,  &  faurois   1260. 

Enfin  je  multiplierois  le  numérateur  5  x  de  la  fraâion  -^ 

par  ij  ,  produit  des  deux  autres,  dénominateurs,  ce  qui 
me  donne  75  *  ;  enforte  que  l'équation  propofée ,  eft  changée 
en  celle-ci  70*  +  410  =  $4*  +  I2<So  —  75*,  dans 
laquelle  ,  pour. avoir  je,  il  ne  s'agit  plus  que  d'appliquer 
les  deux  règles  précédentes.  Par  la  première  (56)  on  chan- 
gera cette  équation  en  70X  —  84 x  -J-  75*  ss  1260  — ■ 


•£» 
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410;  on,  en  réduifam  ,  61  x  =  840;  &  par  la  féconde 
(60),  *•  =  "V~~*  V*  cn  ^*nt  1*  divîfion  ,  fe  réduit 

La  raifon  de  cette  règle  eft  facile  à  appercevoir , 
fi  Ton  fe  rappelle  ce  qui  a  été  dit  (  Arith.  9 1  )  pour 
réduire  pluûeurs  fraâions  au  même  dénominateur. 

En  effet ,  fi  dans  l'équation  propofée  ~  +  4  =a 

—  +  1 2  —  -*^-  ,  on  vouloit  réduire  au  même 

J  7   * 

dénominateur .  les  trois  fraâions  ~  •  — ,  ~  » 

'  J        j         7 

il  faudrait  multiplier  leurs  numérateurs  par  les  mêmes 
nombres  par  lefquels  notre  règle  aâuelle  prefcrit  de 
les  multiplier  ,  &  donner  à  ces  nouveaux  numé- 
rateurs ,  pour  dénominateur  commun ,  le  produit 
de  tous  les  dénominateurs  ;  enforte  que  l'équation 

propofée  feroit  changée  en  cette  autre  -y^-  +  4  =* 
~  +  ii  —  --*—  «  qui  eft  la  même  dans  la 

ioj      •  105    *      * 

fond,  puifque  (  Arith,  88  )  les  nouvelles  fraâions 
font  les  mêmes  que  les  premières.  Maintenant ,  fi 
nous  voulons  auffi  réduire  les  entiers  en  fraâion , 
il  faut  (  Arith.  86  )  multiplier  ces  entiers  par  le 
dénominateur  de  la  fraâion  qui  les  accompagne, 
c'eft-à-dire ,  ici  par  105  qui  a  été  formé  du  pro- 
duit de  tous  les  dénominateurs  qui  fe  trouvent  dans 

féquation  ;  alors  on  aura 

04 
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mais  il  eft  évident  qu'on  peut ,  fans  troubler  l'éga- 
lité, fupprimer  de  part  &  d'autre  le  dénominateur 
commun  9  puifque  fi  ces  deux  quantités  font  égales 
étant  divifées  par  un  même  nombre ,  elles  doivent 
l'être  aufli  fans  cette  divifion  ;  on  a  donc  alors 
70*  +  410  =*  84*  +  1160  —  75  x9  comme  ci- 
deflus. 

65.  Si  les  différens  termes  qui  compofent  l'équa- 
tion 9  font  tous  des  quantités  littérales  ,  la  règle  ne 
fera  pas ,  pour  cela ,  différente.  Il  faut  feulement 
obferver  les  règles  de  la  multiplication  des  quantités 

littérales  :  ainfi  dans  l'équation  4p  +  b  =*  ^j  +"V» 

je  multiplie  le  numérateur  ax  par  le  produit  c  d 
des  deux  autres  dénominateurs ,  ce  qui  donne  acdx. 
Je  multiplie  le  terme  +£,  par  le  produit  bcd  de 
tous  les  dénominateurs  ,  &  j'ai  +  b2cd.  Je  multiplie 
ex  par  bc9  &  j'ai  bczx  ;  enfin  je  multiplie  ab  par 
biy  &  j'ai  abzd;  enforte  que  l'équation  dévient 
acdx  +  bzcd=bc*x  +  ab2d9  laquelle,  par tranf- 
pofition,  donne  acdx  —  bczx  =  abzd — bzcd9  & 

par  divifion  (  61  )  x  =  -^j—^  • 

66.  Lorfque  les  dénominateurs  font  complexes , 
on  peut,  pour  foulager  l'efprit  ,  commencer  par  indi- 
quer feulement  les  opérations,  pour  les  exécuter 
enfuite  ;  ce  qui  eft  plus  facile  en  les  voyant  ainfi 


■3 
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indiquées  :  par  exemple ,  fi  j'avôis  ^j + 4 1 = -^j  ; 

j'écrirois  **x  (3  a +  b)  +  4*  X  (a  —  *)  X  (}*  +  *) 
= c  jt  x  (a — 1>);  alors  faifant  les  opérations  indiquées  , 
j'aurois  $a%x+abx+ua2b —  Sab2 — +b*=zacx 
—  bcx  ;  tranfpofant,  *$a2  x  +  abx — acx+bcx 
=  4*3  +  Sab2 —  ixa*b;  &  enfin  en  divifant  (61) 

Application  des  principes  précédens  a  la 
réfolution  de  quelques  quefiions  (impies. 

67.  Quoique  nous  nous  foyions  propofé  de  ne 
traiter  avec  quelque  détail  des  ufages  de  l'Algèbre, 
que  dans  la  féconde  feétion  y  nous  croyons  néan- 
moins à  propos  de  préparer  à  ces  ufages ,  en  appli- 
quant dès  à  préfènt  les  principes  précédens  >  à  quelques 
queftions  affez  faciles.  Cela  nous  donnera  lieu ,  d'ail- 
leurs, de  faire  quelques  remarques  utiles  pour  la 
fuite. 

Les  règles  que  nous  venons  de  donner  *  font  fuffi- 
fântes  pour  réfoudre  toute  queftion  du  premier  degré , 
lorfqu'une  fois  elle  efl  exprimée  par  une  équation. 
Pour  mettre  une  queftion  en  équation ,  on  peut  faire 
ufage  de  la  règle  fui  vante  ;  Reprêfente^  la  quantité  ou 
les  quantités  cherchées  9  chacune  par  une  lettre  ;  &  ayant 
examiné  avec  attention  ,  Vétat  de  la  qucjlioij ,  faites ,  a 
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rai  Je  des  fignes  algébriques ,  fur  ces  quantités  &  fur  Us 
quantités  connues ,  les  mêmes  opérations  &  Us  mêmes 
raifonnemens  que  vous  feriez  »  fi  *  eonnoiffant  Us  vakurs 
des  inconnues \  vous  vouliez  Us  vérifier. 

Cette  règle  eft  générale ,  &  conduira  toujours  à 
trouver  les  équations  que  la  queftion  peut  fournir. 
Mais  il  eft  bon  d'en  diriger  l'application  par  quelques 
exemples. 

Queftion  première  :  Un  pirt  &  un  fils  ont  cent  ans  à  eux 
deux  :  le  père  a  40  ans  plus  que  le  fils  :  on  demande  quel  eft 
Fâgt  de  chacun? 

Avec  une  attention  médiocre,  on  voit  que  la  queftion 
fe  réduit  à  celle-ci  :  Trouver  deux  quantités  qui  réunies 
feffent  100 ,  8c  dont  Tune  furpafle  l'autre  de  40.  Or  il  eft 
facile  de  voir  que  dés  que  l'une  de  ces  quantités  (era  con- 
nue ,  la  (econde  le  fera  auffi ,  puhque ,  fi  la  plus  grande , 
par  exemple  9  étoit  connue»  il  ne  s'agiroit  que  d'en  ôter  40 
pour  avoir  la  plus  petite. 

Je  repréfente  donc  la  plus  grande  par  x. 

Maintenant,  fi  connoifiant  la  valeur  de  x;  je  vonlois  la 
vérifier,  j'en  retrancherais  40  pour  avoir  le  plus  petit  nombre  ; 
je  réunirais  enfuite  le  plus  grand  &  le  plus  petit ,  pour  voir 
slls  compofent  100.  Imitons  donc  ce  procédé* 

Le  plus  grand  nombre  eft .  •    x 

Le  plus  petit  fera  donc. • x  — »  40 

Ces  deux  nombres  réunis  font. •  %x  —  40 

Or,  par  les  conditions  de  la  quef- 
tion, ils  doivent  faire. .  .  .  .  100 

Donc  .  . .%..••••    1*  —  40  =  100 
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D  ne  s'agit  plus,  pour  avoir  x,  que  d'appliquer  les  règles 
données  (  56  &  6b).  La  première  donne  ix  =  100  +  40 
ou  ix  =  140 ,  &  la  féconde  *  =3  -4e  =  70  ;  ayant 
trouvé  le  plus  grand  nombre  x9  j'en  retranche  40  pour 
avoir  le  plus  petit,  &  )'ai  30  pour  celui-ci.  Ainfi  les  deux 
âges  demandés  font  70  &  30* 

En  réfléchiflant  fur  la  manière  dont  nous  nous  fommes 
conduits  pour  réfoudre  cette  queftion,  on  peut  voir  que 
les  raifonnemens  que  nous  avons  employés,  ne  font  point 
dépendans  des  valeurs  particulières  des  nombres  100  &  40 
qui  entrent  dans  cette  queftion;  8e  que  fi,  au  lieu  de  ces 
nombres ,  on  en  eût  propoft  d'autres ,  il  eût  fallu  fe  con- 
duire de  même.  Ainfi  fi  Ton  propofoit  la  queftion  de  cette 
manière  générale  :  Deux  nombres  réunis  font  urufommt  connut 
6»  nprêfentie  far  a  ;  us  deux  nombres  diffèrent  entre  eux  d'un 
nombre  connu  repréfenti  par  b  :  comment  trouverois-je  as  deux 
nombres? 

Ayant  repréfenté  le  plus  grand  par.  .  :  •  .  •     x 

Le  plus  petit  fera  donc  • x  —  b. 

Ces  deux  nombres  réunis  font. a*  —  b. 

Or  felon  la  queftion ,  ils  doivent  compofer  le  nombre  *; 
il  faut  donc  que  ix  —  b  13  *• 

Tranfpofant ,  on  a  %x  ss  a  +  b9  &  divifant  x  = 
■ — i —  ou  *  =  —  +  — • 

Ceft-à-dire,  que  pour  avoir  le  plus  grand ,  il  faut  prendre 
h  moitié  de  *,  &  y  ajouter  la  moitié  de  b;  ce  qui  m'ap- 
prend que ,  lorfque  je  connaîtrai  la  foraine  a  de  deux  nombres 
inconnus  9  &  leur  différence  b ,  j'aurai  le  plus  grand  de  ces 
deux  nombres  inconnus  en  prenant  la  moitié  de  la  fomme, 
&  y  ajoutant  la  moitié  de  la  différence» 
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Puifque  le  plus  petit  des  deux  nombres  eft  x  —  h ,  il 

fera  donc  —  A —  b ,  on .  en  rédnifant  tout  en  une 

feule  fradion  (  4$  ) ,  il  fera    a  +  ^-»*  .  C'eft-Wire  , 

a  —  b  a  h 

ou  —  —  —  ;  donc  pour  avoir  le  plus  petit  3  il 

faut  ôter  la  moitié  de  b9  de  la  moitié  de  a;  c'eft-à-dire  f 
retrancher  la  moitié  de  la  différence,  de  la  moitié  de  la 
fomme. 

On  voit  par-là,  comment  en  repréfentant  d'une  manière 
générale,  ç'eft-à-dire,  par  des  lettres,  les  quantités  connues 
qui  entrent  dans  ces  queflions,  on  parvient  à  trouver  des 
règles  générales  pour  la  réfolution  de  toutes  les  queftions 
de  même  efpèce.  Cette  règle  que  nous  venons  de  trouver,, 
eft  celle  que  nous  avons  donnée  (Gcom.  301  )• 

Souvent  des  queftions  parouTent  différentes  au  premier 
coup  d  œil ,  8e  cependant  après  un  léger  examen ,  on  trouve 
qu'elles  ne  diffèrent  que  par  l'énoncé.  Par  exemple,  fi  l'on 
propofoit  cette  queftion: 

Partager  un  nombre  connu  &  rtprifenti  far  a ,  en  deux  par- 
ties, dont  l'une  foi*  moindre  ou  plus  grande  que  l'autre,  d'une 
quantité  connue  &  rtprêfentèe  par  b.  U  eft  facile  de  voir  que 
cette  queftion  revient  au  même  que  la  précédente. 

Queftion  féconde  :  Partager  U  nombre  720  en  trois  parties, 
dont  la  plus  grande  furpajfe  la  plus  petite  de  80 ,  &  dont  la 
moyenne  furpaffe  la  plus  petiu  de  40. 

Si  l'on  me  difoit  quelle  eft  la  plus  petite  partie ,  pour  la 
vérifier ,  j'y  ajouterais  40  d'une  part ,  ce  qui  me  donnerait 
la  féconde ,  &  80  d'une  autre  part ,  ce  qui  donnerait  la 
plus  grande  ;  alors  réunifiant  ces  trois  parties,  il  faudrait 
que  leur  fomme  formât  720. 


»r. 
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Nommons  donc  cette  plus  petite  partie ,  x  ;  &  en  pro- 
cédant de  la  même  manière ,  nous  dirons  : 

La  plus  petite  partie  eft. x 

Donc  la  moyenne  eft. x  +  40 

Et  la  plus  grande x  +  80 

Or  ces  3  parties  réunies  font. •  3*  +  120; 

bailleurs  la  qucftion  exige  qu'elles 

fcffent. , 720  ; 

U  bm  donc  que  ••• 3*  +  !*•  —  720. 

Appliquant  les  règles  ci-deffus,  on  aura  3  x  =  720  —  120 
on  3*  —  600,  &  par  conséquent  x  =  200;  donc  la  fé- 
conde partie  eft  240;  &  la  plus  grande,  280;  ces  trois 
parties  réunies  font  en  effet  720. 

Il  eft  encore  évident ,  dans  cet  exemple ,  que  quand  les 
nombres  propofés,  au  lieu  d'être  720.  40  &  80  9  euffent 
été  différens,  la  queflion  auroit  toujours  pu  fe  réfoudre  de 
h  même  manière  ;  ainfi  pour  réfoudre  toutes  les  queftions 
dans  lefquelles  il  s'agit  de  partager  un  nombre  connu  a  en 
trois  parties  ,  telles  que  l'excès  de  la  plus  grande  fur  la 
plus  petite  foit  un  nombre  connu  &  repréfenté  par  b ,  & 
que  l'excès  de  la  moyenne  fur  la  plus  petite  foit  c  ;  en 
raifounant  de  même,  on  dira  : 

Repréfentons  la  plus  pente  ,   par.  .  .  .  •     x 

La  moyenne  fera.  ••.....•••••.     x  -\-  c 

Et  la  plus  grande ♦  .     x  -\*  b 

Ces  trois  parts  réunies  font. ^x  +  b  +  c 

Or  elles  doivent  valoir a 

Il  faut  donc  que 3*  -+-  b  •+•  c  :=  a 

_     *      *  *  * 

Donc  tranfpofant  .......  3  x  =  tf  •—£•—*  ,    Se 

divuant,  x  =  » 
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Ceft-à-dire ,  que  pour  avoir  la  plus  petite ,  il  faut  re- 
trancher du  nombre  qu'il  s'agit  de  partager,  les  deux  excès, 
&  prendre  le  tiers  du  refte  :  alors  les  deux  autres  font  fa- 
ciles à  trouver.  Ainfi,  fi  Ton  demande  de  partager  642  en 
trois  parties  dont  la  moyenne  furpafle  la  plus  petite  de 
75,  &  dont  la  plus  grande  furpafle  la  plus  petite  de  87; 
f ajouterais  les  deux  différences  75  &  87,  ce  qui  me  don- 
nerait 161  ;  retranchant  162  de  642 ,  il  refte  480 ,  dont  le 
tiers  160  eft  la  plus  petite  part.  Les  deux  autres  font  d#nc 
160  +  75  ou  235,  &  160  +  87  ou  247. 

Au  refte ,  les  deux  queftions  que  nous  venons  de  donner 
pour  exemples,  n'ont  pas  befoin  du  fecours  de  l'Algèbre; 
mats  leur  fimplicité  eft  propre  à  Élire  voir  clairement  la 
manière  dont  on  doit  faire  ufage  du  principe  que  nous  avons 
donné  pour  mettre  une  queftion  en  équation* 

Queftion  troifième  :  Partager  un  nombre  connu  9  par  exemple 
I4250 ,  en  trois  parties  qui  /oient  entre  elles  comme  les  nombres  3  9 
5  6»  1 1  ;  c*cft-à-dire ,  dont  la  première  fois  à  la  féconde  1 1  j 
J   j,  &  dont  la  première  fou  à  la  troifième  ;  t  3  l  1 1. 

Si  je  connoiffois  l'une  des  parties  ,  la  première ,  par 
exemple,  voici  comment  je  la  vérifierez 

Je  chercherais  par  une  règle  de  trois  (  Arith.  194  )  un 
nombre  qui  fût  a  cette  première  partie  ;  \  5  :  3  ;  ce  fe- 
rait la  féconde  partie.  Je  chercherais,  de  même,  un  autre 
nombre  qui  fût  à  cette  première  partie  :  !  1 1  I  3  ;  ce 
ferait  1a  troifième  partie  ;  réunifiant  ces  trois  parties ,  elles 
devraient  former  14250.  Imitons  donc  ce  procédé. 

Soit  la  première  part .  .  .  ♦  . x 

Pour  trouver  la  féconde ,  je  calcule  le  quatrième  terme 
de  cette  proportion  3  :  5  :  :  x  ; 
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Ce  quatrième  terme,  ou  la  féconde  partie ,  fera  donc  — . 

Pour  trouver  la  troifième ,  je  calcule  le  quatrième  terme 
de  cette  proportion  3  l  1 1  :  :  *  î 

Ce  quatrième  terme ,  ou  la  troifième  partie,  fera  donc  — . 

Ces  trois  parts  réunies  font  x  + 1 ,   ou 

.  3  I 

x  4-  ; 

T      3     * 

Mais  la  queftlon  exige  qu'elles  raflent  14250;  il  faut  donc 
que  *  -J-  -~-  =3  14250. 

Pour  avoir  la  valeur  de  x9  je  fais  (64)  difparoitre  le 
dénominateur  3  ,  &  j'ai  3*  +  16  x  =  42750,  ou  19  x 

=  42750;  donc  (60)  en  divifant  par  19,  x  ss  41?yo 
s:  2250.  La  féconde  pan  qui  eft  -^ ,  fera  donc  *  x  12*°  ^ 
od  n**°  t  ou  3750;  &  la  troifième  qui  eft  HZ- ,  fera 

-*  2*°,  ou-47*~  f  ou  8250  ;  ces  trob  parts  réunies  forment 

en  effet  14250;  d'ailleurs  les  trois  nombres  2250,  3750  ^ 
£250,  font  entre  eux  comme  les  trois  nombres  3,  5  &  n  9 
ce  qu'il  eft  facile  de  voir  en  divifant  les  trois  premiers, 
par  le  même  nombre  750 ,  ce  qui  (Arith*  170)  ne  change 
point  leur  rapport. 

Si  le  nombre  qu'on  propofe  de  partager ,  au  lieu  d'être 
141 50,  étoit  tout  autre;  s'il  étoit  en  général  repréfenté 
par  a,  &  que  les  nombres  proportionnels  aux  parties  en 
lefqueUes  on  veut  le  partager ,  au  lieu  (Terre  3 ,  5 ,  11, 
fuffent  en  général  trois  nombres  connus  &  repréfentés  par 
les  lettres  m,  n%  p;  H  eft  vîfible  qu'il  ne  faudrait  qu'imiter 
ce  que  nous  venons  de  faire. 


nx 
m 
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Ainfi ,  la  première  part  étant   représentée  par  ....  x 
Pour  avoir  la  féconde ,  je  calculerais  le  quatrième  terme 

de  cette  proportion  ml  n  II  x  ! 
Ce  quatrième  terme,  ou  la  féconde  part,  feroit  donc 
Et  pour  avoir  la  troifième,  je  calculerois  le  quatrième 

terme  de  cette  proportion  m  !  p  :  :  x  l 

Ce  quatrième  terme ,  ou  la  troifième  part ,  feroit  donc  ^  9 

Les  trois  parts  réunies  feroient  donc  x  +  -^  -J-  -^-  , 
ou  x  4.    n*  +  p*  ;  or  elles  doivent  firire  a  ;  il  &ut  donc 

11*  +  P*      _     _ 

q«**  +  IT"  -  * 

Chaffant  le  dénominateur,  on  a  m*  +  **  +  />*  —  ma, 
&  par  conféquent  (61)  en  divifant,  *  =  ~m  +  n  +  p  >  <* 

qui  nous  donne  lieu  de  faire  remarquer  l'utilité  de  l'Algèbre  , 
pour  découvrir  des  règles  de  calcul. 

Si  l'on  vouloit  calculer  le  quatrième  terme  d'une  pro- 
portion dont  les  trois  premiers  feroient  m  +  n  +  p  l  m 
liai;  il  cft  vifible  (<Arith.  179)  que  ce  quatrième  terme 

fcroit  — JLH- — ;  &  puifque  nous  trouvons  que  x  cft 

exprimé  par  la  même  quantité,  concluons-en  que,  pour 
avoir  *,  il  faut  calculer  le  quatrième  terme  d'une  propor- 
tion dont  le  premier  eft  la  fomme  des  parties  proportion-, 
nelles;  le  fécond,  la  première  de  ces  parties;  &  le  troi- 
fième eft  le  nombre  même  qifil  s'agit  de  partager;  ce  qui 
eft  piécifèment  la  règle  que  nous  avons  donnée  (Arith.  197). 

Queftion  quatrième  :  On  a  fait  partir  de  Dreux  ,  pour 
Brtft,  un  couricr  qui  fait  1  lieues  par  heure.  Huit  heures  après 
fin  départ,  on  en  a  fait  partit  un  autre  de  Paris,  pour  Brefi9 

& 
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6>  cdui-ci  fait  3  lieues  par  heure.  On  demande  ou  il  rencontrera  le 
prunier ,  fâchant  d'ailleurs  quy il  y  a  17  lieues  de  Paris  à  Dreux. 

Si  Ton  me  difoit  combien  le  fécond  courier  doit'  faire  de 
lieues  pour  attraper  le  premier ,  je  vérifierais  ce  nombre  en 
cette  manière.  Je  chercherais  combien  le  premier  a  dû  faire 
de  chemin  pendant  que  le  fécond  a  été  en  marche  ;  & 
comme  ils  en  doivent  faire,  en  même  temps,  à  proportion 
de  leur  vîteffe ,  c'eft  à-dire ,  à  proportion  du  nombre  de 
lieues  qu'ils  font  par  heure  ,  je  trouverais  combien  le 
premier  a  dû  faire  ,  en  calculant  le  quatrième  terme  de 
cette  proportion.  .3  :  2  *  \  le  nombre  de  lieues  faites  par 
k  fécond ,  eft  au  nombre  de  lieues  que  le  premier  aura 
oites  dans  le  même  temps.  Ayant  trouvé  ce  quatrième 
terme,  j'y  ajouterais  le  nombre  de  lieues  que  le  premier 
courier  a  dû  Élire  pendant  les  8  heures  qu'il  avoit  d'avance» 
&  enfin  les  17  lieues  de  Paris  à  Dreux ,  qu'il  avoit  auffi 
d'avance  ;  &  le  tout*  devrait  former  le  nombre  de  lieues 
que  le  fécond  a  faites.  Conduifons-nous  donc  de  la  même 
manière  en  repréfentant  par  * ,  le  nombre  de  lieues  que  ' 

fera  le.  fécond  courier. 

Pour  trouver  le  nombre  de  lieues  que  le  premier  fait  pen- 
dant que  le  fécond  fait  x,  je  calcule  le  quatrième  terme 
de  cette  proportion. .  3  :  a  :  :  *  I  ;  ce  quatrième  terme 

eft  —  ;  or  pendant  8  heures,  ce  même  premier  courier  a  dû 

faire  16  lieues ,  a  raifon  de  2  lieues  par  heure  ;  &  puifqu'il  y  a 
17  lieues  de  Paris  à  Dreux,  fi  Ton  réunit  ces  trois  ^quan- 

u'tés,  on  aura  —  +  16  -+-  17 ,  ou  -- — |-  33  pour  le 

chemin  qu'aura  dû  faire  le  fécond  courier ,  lorfarfil  attra- 
pera le  premier.  Puis  donc,  qu'on  a  fuppofé  qu'alors  il 

tarait  Eût  x  de  lieues ,  il  faut  que  —  -f  33  ==  *• 
Marin*.  Algèbre.  £ 
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Il  ne  s'agit  plus  que  d'avoir  x  par  le  moyen  des  règles 
données  ci-deffus»  Je  chatte  donc  le  dénominateur  3,  & 
j'ai  (64)  l'équation  a*  +  99  =  3  x  ;  tranfpofant  tous  les  x 
dans  le  fécond  membre  &  réduifant,  j'ai  99  =  x;  c'eft-à- 
dire ,  que  les  deux  couriers  fe  rencontreront ,  lorfque  le 
fécond  courier  aura  fait  99  lieues ,  ou  qu'ils  fe  rencontreront 
a  99  lieues  de  Paris. 

En  effet ,  pendant  que  le  fécond  fera  99  lieues ,  le  pre- 
mier fera  66  lieues ,  puifqu'il  fait  2  lieues  pendant  que  le 
fécond  en  fait  trois;  or  il  a  16  lieues  d'avance,  par  les  8 
heures  dont  fon  départ  précède  celui  du  fécond,  &  il  a 
de  plus  17  lieues  d'avance  comme  partant  de  Dreux  ;  il 
fera  donc  alors  a  99  lieues  de  Paris,  c'eft-à-dire,  au  même 
endroit  que  le  fécond. 

Avec  un  peu  d'attention,  on  voit  que  quand  on  chan- 
gerait les  nombres  qui  entrent  dans  cette  queftion ,  la  ma* 
I  nière  de  raifonner  &  d'opérer  n'en  feroit  pas ,  pour  cela, 

v  différente.  Repréfentons  donc,  en  général,  par  a,  l'inter- 

valle des  deux  lieux  de  départ,  qui  étoit  17  lieues  dans  la 
queftion  précédente  :  repréfentons  par  b9  le  nombre  d'heures 
dont  le  départ  du  premier  courier  précède  celui  du  fécond  ; 
par  c  le  nombre  de  lieues  que  le  premier  fait  par  heure  A 
&  par  d  le  nombre  de  lieues  que  fait  le  fécond  par  heure. 

Si  nous  repréfentons  toujours  par  x  le  nombre  de  lieues 
-que  le  fécond  courier  doit  faire  pour  rencontrer  le  premier  , 
x  fera  encore  compofé  de  l'intervalle  des  deux  lieux  de 
départ,  du  chemin  que  le  premier  peut  foire  pendant  le 
nombre  b  d'heures,  &  enfin  du  chemin  que  le  premier  fera 
pendant  tout  le  temps  que  le  fécond  fera  en  marche. 

Pour  déterminer  ce  dernier  chemin ,  f  obferre  que  les 


de  Mathématiques.  67 

deux  couriers  marchant  alors  pendant  le  même  temps , 
doivent  fiiire  du  chemin  à  proportion  de  leurs  vîtefies , 
ainfi  x  étant  le  chemin  que  le  fécond  eft  fuppofé  faire  , 
faurai  celui  que  fait  le  premier  pendant  ce  temps ,  en  cal- 
culant le  quatrième  terme  d'une  proportion  qui  commen- 
ccroit  par  ces  trois-ci  d  l  c  1 1  x  l  ;  ce  quatrième  terme 

fera  donc  — 5 —  (Arith.  179)  ou  Amplement —p.    Or, 

pnifque  ce  premier  conrier  éft  fuppofé  faire  le  nombre  c  de 
lieues  par  heure ,  il  a  dû ,  dans  le  nombre  b  d'heures ,  en 
iaire  b  de  fois  autant ,  c'eft-à-dire  ,  8  fois  fi  b  vaut  huit , 
30  fois  fi  b  vaut  trente  ;  en  général ,  il  en  doit  faire  autant 
qu'il  y  a  d'unités  dans  c  X  b  ou  bc;  il  en  a  donc  fait  une 
quantité  exprimée  par  bc. 

Réunifions  donc  maintenant  le  nombre  de  lieues  — j-  , 

avec  le  nombre  de  lieues  bc ,  &  avec  le  nombre  de  lieues  af 

&  le  tout  -^r-  +  bc  -f-  a  fera  ce  que  le  fécond  courier  a 
dû  faire  ;  or  on  a  fuppofé  que  x  étoit  ce  qu'il  a  dû  faire  ; 

donc  x  =  —3 — |-  bc  -+-  a.  Chaffant  le  dénominateur,  on 

a  dx  zz  ex  +  bed  +  *&l  tranfpofant,  dx  —  ex  =s 

hed  +  ad;  divifant  enfin  (61  ),ona*3     < d  —  c     y 

qui  donne  la  folution  de  toutes  les  queftions  de  cette  ef- 
pèce,  au  moins  tant  qu'on  fuppofé  que  les  deux  couriers 
vont  du  même  côté,  &  que  le  départ  du  Courier  qui  va 
k  moins  vite,  précède  celui  du  fécond. 

Pour  montrer  Mage  de  cette  formule ,  reprenons  l'exemple 
précédent ,  &  rappelions-nous  que ,  dans  ce  cas  %  a  repré- 
fente  17  lieues;  c'eft-à-dire,  a  s=  17I,  b  =  8h,  c  as  al, 
d  —   31.- Alors  h  valeur  générale  -  de  x  devient  x  s 

El 
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17x34-8x2x3        »  a  *  j»  5l  4"  4*     — 

'  3-1 >  c'eft-à-dire,  x  =         ;  ^    =  99, 

comme  ci-deflus. 

Tel  eft  donc  l'ufage  de  ces  (blutions  générales»  qu'en 
y  fubftiruant  à  la  place  des  lettres,  les  nombres  qu'elles 
font  deûinées  à  repréfencer  t  &  faifant  les  opérations  que 
la  difpofition  &  les  fignes  de  ces  lettres  indiquent ,  on 
trouve  la  réfolution  de  toutes  les  questions  particulières  de 
même  efpèce. 

.  Par  exemple ,  fi  Ton  propofoit  cette  autre  queftion  :  L'ai* 
guUle  des  heurts  d'une  montre  répond  à  ly  minutes ,  &  aile  des 
minutes  répond  à  24  minuta ,  c'eft-â-dire ,  qu'il  eft  vf1  24"  :  on 
demande  à  quel  nombre  d'heures  &  de  minutes ,  ces  deux  aiguilla 
feront  Tune  fur  Vautre. 

Puifque  l'aiguille  des  heures  &  celle  des  minutes  marchent 
en  même  temps,  la  quantité  b  par  laquelle  nous  avons  re- 
préfenté  ce  dont  le  départ  d'un  des  couriers  précède  celui 
du  fécond  eft  ici  zéro.  L'intervalle  des  deux  lieux  de  dé* 
part  eft  ici  le  chemin  que  l'aiguille  des  minutes  a  à  faire 
pour  venir  de  la  vingt-quatrième  divifion  du  cadran,  à  la 
dix-feptième,  c'eft-à-dire,  que  <*  =  53  divifions:  or,  pen- 
dant que  l'aiguille  des  minutes  parcourt  les  60  divifions,1 
celle  des  heures  n'en  parcourt  que  5  ;  on  a  donc  c  ==  j  9 
d  =  60.  Puifque  b  =  o ,  je  rejette  de  la  formule  x  = 

•a  p^    — ,  le  terme  bcdf  ou  b  X  cd,  parce  que  zéro 

multiplié  par  tout  ce  qu'on   voudra ,  fait  toujours  zéro. 

J'aurai  donc ,  pour  le  cas  préfent  x  =s  -t~—  ;  &  en  fuht 

tituant  pour  a ,  d9  c,  leurs  valeurs.  *  =  -*3  *  6o  =  21Î1 

60  —  5  5j 

.=  57.  4r  =?  57  -£-*  c'eft-à-dire ,  qu'il  faudra  que  l'aiguÙte 
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des  minutes  parcoure  encore  57  divifions  &  £,  ainfi, 
pnifqu'elle  répondoit  à  la  vingt-quatrième  dtvifion,  elle  ré- 
pondra à  81  divifions  &  •£•;  ou,  puifque  60  divifions  font 
un  tour,  les  deux  aiguilles  feront  Tune  fur  l'autre  à  ai'  •£• 
de  l'heure  foirante,  c'eft-a-dire,  4^  ai'  •£-. 

L'avantage  des  folutions  littérales  fur  les  folutîons  numé- 
riques, ne  confifte  pas  feulement  en  ce  que,  pour  chaque 
queAion  particulière,  il  ne  s'agit  plus  que  de  fubftituer  des 
nombres:  fouvent,  par  certaines  préparations,  on  rend  ces 
folutions  fufceptibles  d'un  énoncé  fimple  &  facile  à  retenir. 

Par  exemple ,  k  formule  x  ==  ■  *  JT     —  que  nous  ve- 

nons  de  trouver ,  eft  dans  ce  cas  :  la  quantité  d  étant  fac- 
teur commun  des  deux  termes  du  numérateur,  on  peut 

écrire  la  valeur  de  x  en  cette  manière  %  *  =  (*+   O  »    • 

or,  fous  cette  forme,,  oa  peut  reconnoitrc  que  la  valeur  de 
*  eft  le  quatrième  terme  d'une  proportion  dont  les  trois 
premiers  feraient  d  —  c  l  d  II  a  -{-  bc  l  ;  mais  de  ces 
trois  termes,  le  premier,  d  —  c,  marque  la  différence  des 
vkeflês  des  deux  couriers  ;  le  fécond ,  d9  marque  la  viteffe 
du  fécond  courier;  &  le  troifième,  a  +  bc9  eft  compofé 
de  l'intervalle  a  des  deux  lieux  de  départ,  &  de  la  quan- 
tité bc  on  c  >C  b  qui  exprime  combien  le  premier  courier 
fait  de  lieues  pendant  le  nombre  d'heures  qu'il  a  d'avance  ; 
enforte  que  a  +  bc  marque  toute  l'avance  que  le  premier 
a  fur  le  fécond;  la  réfolution  de  la  quefliôn  peut  donc  fe 
réduire  à  cet  énoncé  1  Multipliez  le  chemin  que  fe  premier 
fait  par  heure  9  par  le  nombre  d'heures  qu'il  a  d'avance  » 
&  l'ayant  ajouté  à  l'intervalle  des  deux  lieux  de  départ , 
faites  cette  règle  de  trois...  La  différence  des  vîteffes  des 
deux  couriers  eft  à  la  vûefle  du  fécond ,  comme  la  fommjç 
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des  dieux  nombres  que  vous  venez  d'ajouter ,  eft  a  un  qua- 
trième terme  :  ce  fera  le  nombre  de  lieues  que  le  fécond 
courier  doit  faire  pour  rencontrer  le  premier.  Ainfi  dans  le 
premier  exemple  ci-deftus,  le  premier  courier  ayant  8  heures 
d'avance,  &  faifant  a  lieues  par  heure,  on  a  16  lieues  à 
ajouter  à  17  lieues  ,  intervalle  des  deux  lieux  de  départ, 
ce  qui  donne  33.  Je  calcule  donc  le  quatrième  terme  de 
cette  proportion  3  —  a  !  3  !  t  33  : ,  ou  1  :  3  :  :  33  :  ;. 
ce  quatrième  terme  eft  99 ,  comme  ti-deflus. 

68.  Au  refte  ,  qu'il  y  ait  des  fraâions  ou  qu'il  n'y  en  ait 
point ,  c'eft  toujours  la  même  règle.  Par  exemple  9  fi  le  pre- 
mier courier  fàifoit  7  lieues  en  4  heures;  le  fécond,  13  lieues 
en  5  heures:  fi  le  premier  courier  avoit  15  heures  d'avance, 
&  qu'enfin  l'intervalle  des  deux  lieux  de  départ  fut  de  42 
lieues  ;  je  dirois  :  Puifque  le  premier  courier  eut  fept  lieues 
en  4  heures,  c'eft  *  de  lieues  par  heure;  pareillement ,  pour 
le  fécond ,  c'eft  -^  de  lieue  par  hfture  ;  donc  pendant  les 
if  heures  que  le  premier  a  d'avance,  il  doit,  a  raifon  de 
J  de  lieue  par  heure,  faire  1$  fois  \  de  lieue  ou  J~  de 
lieue,  lefquels  ajoutés  à  42  lieues,  font  42  +  ■—*■  ou  ±J*; 
je  calcule  donc  le  quatrième  terme  de  cette  proportion  ^ 

u  v  121 

5  :  -^  •'  :  ^r  :  ;  ce  quatrième  terme  fera  ^  _    7   » 

154»  5  « 

ou  (  Àwh.  106  )  xjl*^  7  »   ou  (en  réduifant  les   deux 


_  2 


s 

JS4< 


fraâions  inférieures  ,  au  même  dénominateur )  ,  yal°3y » 

pu-4|-,  ou  (Jrith.  109)  2|i2  x  T7»  <w  «afin  1&;  car 

en  omettant  le  faâeur  20  qui  doit  multiplier  le  numérateur 
&  le  dénominateur,  on  ne  change  rien  à  la  fraéhon.  La 
valeur  de  lfj*  eft  208  -£.  Ceft  le  nombre  de  lieues  que 
le  fécond  courier  feroit  obligé  de  faire. 
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Réflexions  fur  Us  quantités  pofitives  &  les 

quantités  négatives. 

69.  Lorfqu'on  a  ainfi  réfolu ,  d'une  manière  géné- 
rale ,  toutes  les  queftions  d'une  même  efpèce ,  on 
peut  fouvent  faire  ufage  de  ces  formules  générales 
pour  la  réfolution  d'autres  queftions  dont  les  con- 
ditions feroient  tout  oppofées  à  celles  qu'on  a  eu 
en  vue  de  remplir  :  un  (impie  changement  de  + 
en  — ,  ou  de  —  en  +  ,  dans  les  lignes  des  quan- 
tités fuffit  fouvent.  Mais  avant  de  faire  connoître 
ce  nouvel  ufage  des  fignes  ,  il  faut  les  confidérer 
fous  un  nouvel  afpeû. 

Les  lettres  ne  repréfentent  que  la  valeuï  abfolue 
des  quantités*  Les  fignes  +  &  —  n'ont  repréfenté 
jufqu'id  que  les  opérations  de  l'addition  &  de  la 
fouftraûion  ;  mais  ils  peuvent  aufli  repréfenter  ,  dans 
plufieurs  cas ,  la  manière  d'être  des  quantités  les  unes 
à  Fégard  des  autres. 

Une  même  quantité  peut  être  confidérée  fous  deux 
points  de  vue  oppofés ,  ou  comme  capable  d'aug- 
menter une  quantité ,  ou  comme  capable  de  la  dimi- 
nuer. Tant  qu'on  ne  repréfentera  cette  quantité  que 
par  une  lettre  ou  par  un  nombre ,  rien  ne  désignera 
quel  eft  celui  de  ces  deux  afpeâs  fous  lequel  on 
la  confidère.  Par  exemple  ,  dans  l'état  d'un  homme 

E4 


7%  Cours 

qui  auroit  autant  de  biens  que  de  dettes ,  le  même 
nombre  peut  fervir  à  exprimer  la  quantité  numé- 
rique des  unes  &  des  autres;  mais  ce  nombre,  tel 
qu'il  foit ,  ne  feroit  point  connoître  la  différence  des 
unes  aux  autres.  Le  moyen  le  plus  naturel  de  faire 
fentir  cette  différence ,  c'eft  de  les  défigner  par  un 
figne  qui  indique  l'effet  qu'elles  peuvent  avoir  l'une 
fur  l'autre  ;  or  l'effet  des  dettes  étant  de  retrancher 
fur  les  poffeflions ,  il  eft  naturel  de  défigner  celles- 
là  en  leur  appliquant  le  figne  — • 

Pareillement ,  fi  Ton  regarde  une  ligne  droite  (Jig.  i  ), 
comme  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point  A 
mû  perpendiculairement  à  la  ligne  B  C ,  on  voit  que 
ce  point  pouvant  aller  ou  de  A  vers  D  ,  ou  de 
A  vers  E ,  fi  Ton  repréfente  par  a  le  chemin  A  D 
ou  A  E  qu'il  a  fait ,  on  ne  détermine  pas  encore 
abfolument  la  fituation  de  ce  point.  Le  moyen  de 
la  fixer  ,  eft  d'indiquer  par  quelque  figne  ,  fi  la 
quantité  a  doit  être  confidérée  à  droite  ou  à  gauche  ; 
or  les  figues  +  &  —  font  propres  à  cet  effet  ;  car 
fi  l'on  eftime  le  mouvement  du  point  A  à  l'égard 
d'un  point  L  connu  &  regardé  comme  terme  fixe  ; 
lorfque  le  point  A  fe  meut  vers  D ,  ce  qu'il  décrit 
tend  à  augmenter  LA  ;  &  lorfqu'il  fe  meut  vers  E 9 
ce  qu'il  décrit  tend  ait  contraire  à  diminuer  L  A  j  il 
eft  donc  naturel  de  repréfenter  AD  par  +  a  oit 


de    Mathématiques.  73 

Amplement  par  a ,  &  au  contraire ,  de  repréfenter 
AE  par  —  a.  Ce  feroit  tout  le  contraire  ,  fi  au 
lieu  de  rapporter  le  mouvement  du  point  A ,  au 
point  L  ,  on  f avoit  rapporté  au  point  O. 

Les  quantités  négatives  ont  donc  une  exiftence  auffi 
réelle  que  les  pofitives,  &  elles  n'en  diffèrent  qu'en  ce 
qu'elles  ont  une  acception  toute  contraire,  dans  le  calcul. 

Les  quantités  pofitives  &  les  quantités  négatives 
peuvent  fe  trouver  &  fe  trouvent  fouvent  mêlées 
enfemble  dans  un  calcul ,  non  -  feulement  parce 
que  certaines  opérations  ont  conduit ,  comme  nous 
Pavons  vu  jufqu'ici ,  à  retrancher  certaines  quantités, 
d'autres  quantités  ;  mais  encore  parce  que  Ton  a 
fouvent  befoin  d'exprimer  dans  le  calcul ,  les  diffé- 
rais afpeâs  fous  lefquels  on  confidère  les  quantités» 

70.  Si  donc  après  avoir  réfohi  une  queftion ,  il 
arrivoit  que  la  valeur  de  l'inconnue  trouvée  par  les 
méthodes  ci-deffus  >  fut  négative  ;  par  exemple ,  fi 
l'on  arrivoit  à  un  résultat  tel  que  celui-ci  ,  x  s=s 
— —  3  9  il  faudrait  en  conclure  que  la  quantité  qu'on 
a  défignée  par  x  ,  n'a  point  les  propriétés  qu'on 
lui  a  fuppofées  en  faifant  le  calcul ,  mais  des  pro- 
priétés toutes  contraires.  Par  exemple ,  fi  l'on  pro- 
pofoit  cette  queftion  ,  trouver  un  nombre  qui  étant 
ajouté  à  15  donne  10  ;  cette  queftion  eft  évidem- 
ment impdffible  ;  fi  l'on  repréfente  le  nombre  cherché 
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par  x,  on  aura  cette  équation  *  +  15  =  10,  & 
par  conféquent ,  en  vertu  des  règles  ci-deflus ,  x  = 
10  —  içou*= —  5.  Cette  dernière  conclufion 
me  fait  donc  voir  que  x  que  j'avois  confidéré  comme 
devant  être  ajouté  à  15 ,  pour  former  10,  en  doit 
au  contraire  être  retranché.  Àinfi  toute  iblution  né* 
gative  indique  quelque  fauffe  fuppofition  dans  l'énoncé 
de  la  queftion  ;  mais  en  même  temps  elle  en  indique 
la  correûion,  en  ce  qu'elle  marque  que  la  quantité 
cherchée  doit  être  prife  dans  un  fens  tout  oppofé 
à  celui  dans  lequel  elle  a  été  prife. 

71.  Concluons  donc  de -là,  que  fi  après  avoir 
réfolu  une  queftion  dans  laquelle  quelques-unes  des 
quantités  étoient  priies  dans  un  certain  fens ,  fi ,  dis- je, 
on  veut  réfoudre  cette  même  queftion  en  prenaftt 
ces  mêmes  quantités  dans  un  fens  tout  oppofé  ,  il 
fuffira  de  changer  les  fignes  qu'ont  aâuellement  ces 
quantités.  Par  exemple ,  dans  la  queftion  quatrième , 
réfolue  généralement  pour  le  cas  où  les  deux  cou- 
riers  alloient  vers  un  même  côté ,  fi  je  veux  avoir 
la  réfolution  de  toutes  les  queftions  qu'on  peut  pro- 
pofer  dans  le  cas  oh  ils  viennent  au-devant  lun  de 
l'autre ,  j'y  fatisferai ,  en  changeant ,  dans  la  valeur 

de  x  que  nous  avons  trouvée  x  =  * dLl    «  k 

figne  de  c.  En  effet ,  puifque  le  premier  courier  vient 
au-devant  du  fécond  au  lieu  de  s'en  éloigner ,  il  r 
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diminue  le  chemin  que  celui  -  ci  doit  faire  ;  il  le 
diminue  à  raifon  du  chemin  c  qu'il  fait  par  heure  ; 
il  faut  donc  exprimer  que  c ,  au  lieu  d'ajouter ,  re- 
tranche ;  il  faut  donc ,  au  lieu  de  +  c ,  mettre  —  «• 

Ce  changement  donnera  x  =   *  JZJ    ;  car  en 

changeant  le  figne  de  c ,  dans  le  terme  +  bcd  qui 
n'eft autre  chofe  que  +  bdx  +  c,i\  faudroit  écrire; 
+  Wx  — :  c,  qui  (24)  revient  à  —  bcd. 

Confirmons  tout  cela  par  un  exemple:  fuppofons  deux 
couriers  venant  en  fens  contraires,  &  partis  de  deux  endroits 
éloignés  de  cent  lieues.  Le  premier  part  fept  heures  avant 
le  fécond ,  &  fait  deux  lieues  par  heure;  le  fécond  en  fait 
trois  par  heure.  En  nommant  x  le  chemin  que  fera  celui-ci 
jufqu'à  la  rencontre,  je  vois  que  x  fera  égal  à  la  différence 
entre  la  diftance  totale  &  le  chemin  qu'aura  fait  le  premier 
courier:  or  le  chemin  qu'aura  £ût  celui-ci  cft  compofé  du 
chemin  qu'il  peut  faire  pendant  fept  heures ,  &  du  chemin 
qu'il  fera  pendant  que  le  fécond  fera  en  marche  :  à  l'égard 
de  ce  dernier  chemin ,  on  le  déterminera  en  calculant  le 
1e  terme  de  cette  proportion  3  :  %  \  \  x  \  ;  ce  quatrième 


terme  fera  —  y  &  putfque  le  chemin  que  fait  le  premier 

courier  pendant  les  fept  heures  qu'il  a  d'avance  ,  doit  être 
de  14  lieues ,  à  raifon  de  1  lieues  par  heure ,  il  aura  donc 

bit  en  tout  14  +  —  ;  donc  il  ne  refle  à  faire  pour  le  fécond 

courier ,  que  la  quantité  100  — 14  —  —  ou  86  —  |  x  ;  puis 

donc  qu'on  a  repréfenté  par  *  ce  qu'il  avoir  à  faire,  il  faut 
qotxz=96  —  jx;  équation  d'où  l'on  tire  3  x  =  258  —  2*, 
ou 5*=  158,  ou  eaBnxzz^zz  51$.  Orfil'on 
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dans  la  formule  x  =  *  JT  e  que  nous  prétendons  convenir 
à  ce  cas ,  fi  Ton  fubftitue,  dis-je,  zoo  pour  ^ ,  7  pour  b ,  j 
pour  a ,  &  a  pour  c  9  on  aura  x  =  J    1  '         *   = 

300  —  41  -.  îl_  --  jj  1 .  cc  quj  gft  abfoiumcnt  la  même 
cbofe. 

A  mefure  que  nous  avancerons,  nous  aurons  foin  de  fixer 
de  plus  en  plus  l'idée  qu'on  doit  fe  faire  des  quantités  négatives» 

71.  Comme  il  importe  beaucoup  d 'acquérir  la  faci- 
lité de  mettre  en  équation ,  nous  joignons  ici  quel- 
ques  queftions  (impies ,  pour  exercer  les  Commen- 
çans  ,  nous  contentant  d'en  donner  le  réfultat  pour 
fervir  à  confirmer  leurs  eflais.  Après  avoir  réfolu 
ces  queftions  en  nombres  ,  ainfi  qu'elles  font  pro- 
pofées ,  on  fera  très-bien  de  s'exercer  à  les  réfoudre  , 
en  fubftituant  des  lettres  aux  nombres  :  c'eft  en  imi- 
tant ainfi  les  {blutions  particulières,  que  Ton  acquiert 
la  facilité  de  généralifer  &  d'étendre  fes  idées. 

Trouver  un  nombre  qui  étant  fuceeffhcment  ajouté  à  J  6»  J  la*. 
donne  deux  fonunes  qui  [oient  F  une  à  l'autre  ,  comme  3  e/2  i  4,  .  » 
Rép.  16. 

Trouver  un  nombre  dont  'la  moitié ,  le  tiers,  &  les  f  réunis  » 
fmpaffent  ce  nombre  de  7.  .  ,  .  Rép.  50. 

On  emploie  trois  ouvriers  dont  U  premier  fait  J  toifes  d'ouvrage 
par  jour,  le  fécond  7  ,  &  h  troifieme  8  ;  on  demande  en  quel 
temps  ces  trois  ouvriers  ,  travaillant  enfemble  ,  feront  100  toifes.  •  #  #. 
Rép.  ç  jours» 
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One  loué  un  ouvrier  pareffmx  à  xmfam  Je  %4<fals  pemr  chaque 
fmw  <gr3  ttmmtOtwit;  mais  à  condition  de  lui  retenir ,  fur  ce  qtâ 
lui  [croit  dû,  6  fols  pour  chaque  jour  qu'il  ne  travailleroit  pas. 
On  lui  fait  fon  compte  au  bout  de  30  jours  9  &  ilfe  trouve  qu'il  n'a 
rkn  à  recevoir ,  on  demande  combien  de  jours  il  a  travaillé.  .  .  • 
Rép.  6  jours. 

Un  homme  achète  un  cheval  qu'il  vend  enfuite  90  livres  .de 
plus  qu'il  ne  l'a  acheté.  A  ce  marché  il  fe  trouve  gagner  10  pour 
<w  du  prix  qu'il  le  vend;  on  demande  combien  il  l'a  acheté.  .  .  » 
Rép.  900   liv. 

On  a  payé  une  certaine  fomme  «115  paiemens  qui  ont  été  en 
augmentant  toujours  de  la  mime  quantité;  le  premier  paiement  a  été 
à  7  livres  ,  le  dernier  de  37  livres  ;  on  demande  de  combien  chaque 
faiement  augmentoit.  .  .  .   Rép,  2  f . 

On  a  de  l'eau  dé  merf  qui  fur  32  livres  contient  une  livre 
étfd;  on  demande  combien  ilfaudroit  y  mêler  d'eau  douce  pour 
fut  fur  32  livres  du  mélange  9  il  n'y  eut  plus  que  2  onces  de  fel.  .  .  • 
Rép.   224  livres. 

Des  Équations  du  premier  degré ,  a  deux 

inconnues. 

73.  Soit  qu'il  y  ait  plufieurs  inconnues ,  (bit 
qifil  n'y  en  ait  qu'une ,  la  méthode  qu'on  doit  Cuivre 
pour  mettre  en  équation  eft  toujours  la  même.  Mais , 
en  général ,  il  faut  former  autant  d'équations  que 
peuvent  en  donner  les  conditions  de  la  queflion.  Si 
ces  conditions  font  toutes  diftindes  &  indépen- 
dantes les  unes  des  autres ,  &  fi  »  en  même  temps  9 


« 
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chacune  peut  être  exprimée  par  une  équation ,  la 
queftion  ne  peut  avoir  plus  d'une  folution ,  lorfque 
toutes  ces  équations  font  du  premier  degré ,  &  qu'en 
même  temps  il  y  en  a  autant  que  d'inconnues.  Mais 
fi  quelqu'une  des  conditions  fe  trouve  ou  explicite- 
ment ou  implicitement  comprife  dans  quelqu'une 
des  autres,  ou  fi  le  nombre  des  conditions  eft  moindre 
que  le  nombre  des  inconnues ,  alors  on  aura  moins 
d'équations  que  d'inconnues;  &  la  queftion  peut  avoir 
une  infinité  de  folutions ,  à  moins  que  quelque  con- 
dition particulière ,  mais  qui  ne  peut  être  exprimée 
par  une  équation ,  n'en  limite  le  nombre.  Nous  éclair- 
erons tout  cela  par  des  exemples. 

Nous  fuppoferons  d'abord  deux  équations  &  deux 
inconnues. 

Les  règles  que  nous  avons  établies  concernant  les 
équations  à  une  inconnue ,  ont  également  lieu  pour 
les  équations  à  plufieurs  inconnues  ;  mais  il  faut  y 
ajouter  la  règle  fuivante  pour  les  équations  à  deux 
inconnues. 

74.  Prene^  dans  chaque  équation  la  valeur  et  une 
mime  inconnue ,  en  opérant  comme  fi  tout  le  refte  était 
connu  :  égale^  ces  deux  valeurs ,  &  vous  aurt[  une  équa- 
tion qui  ne  renfermera  pins  que  la  féconde  inconnue  , 
qui  vous  déterminent  par  les  règles  précédentes.  Cette 
féconde  inconnue  étant  trouvée ,  fubftitue{  fa  valeur  dans 
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tune  ou  rature  des  deux  valeurs  que  vous  ave{  prîjes 
par  la  première  opération  9  &  vous  aurc[  la  féconde 
inconnue. 

Par  exemple ,  fi  j'avois  les  denx  équations  2  *  -f-  y  ss  24 , 
5  *  +  3  y  ==  65.  De  la  première ,  je  tirerois  en  tranfpofant  t 

a*  =  24  —  y,  &  en  divifant  ,  *=a  ^— -.  De  la  féconde, 

je  tire  en  tranfpofant,  j  x  =  6j  —  3  y ,  &  en  divifant  9 

-_  6y  —  >jr 

5      # 

Pépie  les  deux  valeurs  de  * ,  en  écrirait  21=2  =  «L=1Z. 
Équation  qui  ne  renferme  plus  que  la  féconde  inconnue  y. 

Pour  avoir  la  valeur  dey ,  je  chafle  (  64  )  les  dénominateurs 
2  &  5  ;  &  f ai  iao  —  5 y  =  130  —  6y:  tranfpofant  & 
rêduuant,  j'ai  yss  10. 

Pour  avoir  *,  je  fubftitue,  au  lieu  de  y ,  fa.  valeur  10 
dans  la  première  valeur  de  x  trouvée  ci-deffus.  (On  pourroit 
également  fubflituer  dans  la  féconde  ).  Cette  fubflitution  me 
donne  x  =  i±=2S  =  i£  =z  7. 

75.  Prenons  pour  fécond  exemple ,  les  deux  équations 
•tî-^=z,&î*  +  $y  =  i9. 

Je  commence  par  chaffer  les  dénominateurs  (  64  ) ,  dans 
chacune  de  ces  équations ,  ce  qui  les  change  en  ces  deux  autres , 
24*—  25 y  ==  60  &  8*  +  9>r==228-  De  la  première  de 
ces  deux-ci,  je  tire  en  tranfpofant,  24*=:  60  +  25y ,& 

en  divifant ,  x  =  — i-îL?#  De  la  féconde ,  j'ai  en  tranfpo- 
fcm,  8^  =  228— 9y,  &  en  divifant,  xzz  ™  T?*i 
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légale  ces  deux  valeurs  de  x ,  en  écrivant  — ±211  — 
?a   7"^  ;  équation  qui  ne  renferme  plus  que  y. 

Pour  avoir  la  valeur  de  cette  inconnue,  je  chaiTe  les  d&r 
nominateurs ,  &  j'ai  480  +  *oo  y  =  5472  —  216  y  ;  tranf- 
pofant ,  il  me  vient  200 y  +  *i<>y  =  5472  —480»  qui  fe 
réduit  à  416  y  =  4992;  enfin ,  divîfant ,  j'ai  y  =  ^^=  12* 

Pour  avoir  x,  je  mets,  au  lieu  dey ,  fa  valeur  12  dans 
Tune  ou  l'autre  des  deux  valeurs  de  x  9  dans  la  première , 

par  exemple  ;  c'eft-à-dire ,  dans  x  =r  — ±211  f  laquelle 

devient  par-là,  *  =  — X-2 s      y     =3ff=  ij. 

76.  Prenons  pour  troifiéme  exemple ,  les  deux  équations 

Je  commence  par  faire  difparottre  les  dénominateurs  (64)  ; 

J*ai  56*  =  3J*  +  6oy— 126a 
Et   56*  —  ioy=55y — 420. 

De  la  première  je  rire  ,  en  tranfpofant  &  réduifant  , 
21  *  =  6oy  —  1160,  &  en  divifcnt,  »s  ^^"^ 

La  féconde  me  donne,  en  tranfpofant  &  réduifant, 
56x=ï5y  —  4ao,  &  en  divîfant ,  #=  £I*LjZiî2# 

Égalant  ces  deux  valeurs  de*,  j'ai60*  ^^^  ~42-?. 

Pour  avoir  la  valeur  dey  dans  cette  équation  ,  je  chafle  les 
dénominateurs ,  &  j'ai  5560 y  —  70560  =  1 1  j  j  y  —  8820  ; 
tranfpofant  &  réduifant,  U  vient  2205 y  =  61740;  enfin  en 
divifcnt,  on  a  y  =  ^#=  2& 

Pour  avoir  ta  valeur' de  x,  je  fubflituc,  au  lieu  dey,  fa 

valeur 
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valeur  z8,  dans  l'équation  *z=  — ^"~         trouvée  cirdeflus  ; 

..  60X28—I26O  l68o—  X260  420 

ceqw  donne*  = = =  —  =  ao. 

1  ai  ai  il   ' 

77.  Si  les  équations  étoient  littérales,  on  opére- 
rait de  la  même  manière.  Ainfi  >  fi  Ton  avoit  les 
deux  équations  ax  +  by=*c>  &  dx+fy=*e9  dans 
lesquelles  a ,  b  >  cy  d>e>  f  marquent  des  quantités 
connues  ,  pofitives  ou  négatives  ;  la  première  don- 
nèrent ,  par  tranfpofition  ax  =  c — by9&  par  di  vi- 

fion ,  x  s=  ■'"""  y'  ;  la  féconde  donneroit  de  même 

par  tranfpofition  dx  =  e  — fy  9  &  par   divifion 

x  =  —Ù.  #  Égalant  ces  deux  valeurs  de  x ,  on  auroit 

^-£=ai^£;  chaffant  les  frayions,  on  a  cd — 
idysszae — tf/y;tranfpofant>tf/[y — bdy=ae — cd; 
enfin,  diviûtnt  ( 61  ) ,  on  a^=a  ttEt5' 


Pour  avoir  la  valeur  de  x ,  il  faut  fubffituer ,  au 
Ceu  de  y,  fa  valeur  *VI^,>  dans  l'une  des  deux 

valeurs  de  x ,  dans  x  =3  €~~-  >  par  exemple.  Cette 

.      *<—  cd 
'   Cm~°*  af—bd 

fubûitution  donnera  x  =» ~ qui  revient  à 

g  —  gbe-\-bc  d 

xw*  — iÙZÏA —  ,  ou  (45  )  rédutfant  c  en  fra&on, 
Marine.  Alçlbru  F 
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gfc  —  bcd— *bt-\~bcd  éfc  —  s  ht 

*f—bd A„  _  _       *f—bd 

x—  L-- ,  OU*=a  - J  ou 

d* 


00.  *-î§Sn.««*(3J),*-$EÎ 


78.  Nous  avons  fuppofé  jufqu'ici ,  que  les  deux 
inconnues  fe  trou  voient  toutes  deux  dans  chaque 
équation.  Lorfque  cela  n'arrive  point  ,  le  calcul  ne 
diffère  des  précédons  qu'en  ce  qu'il  eft  plus  fimple. 

Pftr  exemple,  fi  Fon  avoit  ; **d=  36  &  ex  -{-dyzs  it 
la  première  donnerait  x=  -2—  ;  &  la  féconde,  «  a  î-ZL_Z# 

Égalant  ces  deux  valeurs ,  on  aurait  —  =  *~   J  ;  «Toii 
chaflânt  les  dénominateurs,  tranfpofam  6c  rédui&nt*  on 

;    -  t  a«  —  xbc 

tire  y  =  — -f — . 

Des  Équations  du  premier  degré ,  a  trois , 
&  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 

79.  Ce  que  nous  venons  de  dire  étant  une  fois 
bien  conçu ,  il  eft  facile  de  voir  comment  on  doit 
fe  conduire ,  lorfque  le  nombre  des  inconnues  &  des 
équations  eft  plus  confidéràble. 

Nous  fuppoferons  toujours  qu'on  ait  autant  d'équa- 
tions que  d'inconnues.  Si  l'on  en  a  trois ,  on  prendra 
dans  chacune  la  valeur  <Tune  mime  inconnut ,  comme  fi 
tout  le  refit  itoit  connu.  On  égalera  enfuiu  la  première 
valeur  à  la  féconde ,  &  la  prmùïrt  à  la  tndfibne  ;  ou 
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bien  ton  égalera  la  première  à  la  féconde ,  &  la  Jèconde 
à  la  troijàmc.  On  aura9  par  ce  procédé \  deux  équations 
a  deux  inconnues  feulement  ;  &  on  les  traitera  par  la 
rigle  précédente  (74). 

Soient,  par  exemple  »  les  trots  équations  : 

3*  +  5y  +  71  =  179 
8*  +  3y  —  *t  =  «4 
S*  —  -y  +  H  =    7J 

De  la  première,  je  tire»  par  tranfpofition ,  %x  si  179 

-  jy  —  71  ;  &,  par  divifion,  x  =   '7? -—y- 71  > 

De  la  féconde ,  j'ai ,  par  tranfpofition ,  9x  ss  64—3/ 
+  i{,  &,  par  divifion,  *  =  -±^L22jfc2i# 

De  la  troifième ,  j'ai ,  par  tranfpofition  ,  5  x  ss  75  4-  £ 

-  }t,  &  par  divifion,  *  =3  7>  +  yi"»t 

Égalant  la  première   valeur  de   *  à  la   féconde  ,  j'ai 
i79-  sy~  7l    _   ^4  —  3>  +  at 
S  ~  •  • 

Égalant  de   même   la    première  à   la    troifième,    j*ai 

J79-TV  —  7T    =    ,71+7  —  >< 
3  * 

Comme  il  n'y  a  plus  que  deux  inconnues,  je  traite  cea 
deux  dernières  équations  fuivant  la  règle  donnée  (74)  pour 
les  équations  à  deux  inconnues.  Je  chafle  donc  d'abord  les 
dénominateurs ,  ce  qui  me  donne  les  deux  équations  fuivantes 

143a  —  4°y  —  5*î  =  »9*  —  97  +  6l*  &  89î  — 
aSy-  351  =  **S  +  W  -  90 

Je  prends  dans  chacune  de  ces  équations  la  valeur  de  .y: 

F  x 
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la  première  me  donne,  en  tranfpofent  &  rédnifant,  1140 

—  6iz  —  31  y ,  &  en  divifam,  y  s:  fa4°  """  ^-«  La 
féconde  me  donne,  en  tnrafpo&m  &  réduifant,  670  — 
26c  ==  i8y,  &  en  divuant,  y  =  -zZ2-Zl±_L# 

J'égale  ces  deux  valeurs  de  y,  &  j'ai    1H°"jfa<     = 

-  7°  71 a  *  ,  qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue.  Pour  •> 

en  avoir  la  valeur,  je  châtie  les  dénommâtes»,  &  j'ai 
34720  —  1736  c  =  20770  —  806 1*  Tranfpofant  &  ré- 
duifimt,  il  vient   13950  =  930 ç;   divifam  enfin,  on  a 

'39*°     _    '395    _  lÇ 
X  93o  93  '* 

Pour  avoir  y9  je  mets,  au  lieu  de  ç,  fa  valeur  15,  dans 
Féquation  y  =    114°  "7    2^    que  nous  venons  de  trouver 

d-deflus ,   ce   qui  me  donne    y  =    124°"T  lxl*    = 

1140  -  930  _  Jîi  _ 
31  31 

Enfin,  pour  avoir  *,  je  mets,  au  lieu  de  y,  (à  valeur 
10,  &  au  lieu  de  { ,  fa  valeur  15 ,  dans  Tune  des  trois  va- 
leurs de  x  trouvées  ci-defliis;   par  exemple,  dans  x  = 

*7?-^-7t,  qui  deviempar-làxs17»-**10-?»1? 
179  —  yo  —  'oy   __    179  —  155         ji4_ g 

.    "  3  3  3     *~     * 

80.  Si  toutes  les  inconnues  n'entroient  pas  à  la 
.  fois  dans  chaque  équation ,  le  calcul  feroit  plus  (impie , 
-  mais  fe  feroit  toujours  d'une  manière  analogue. 

Par  exemple,  fi  Ton  avoit  les  trois  équations,  5*  + 
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J7  = &U  *y  -  i  =  ii»  3*  +  41  =  57-  L»  Pa- 
nière donneroit  *  =:     *  ""  */      la  féconde  ne  donneroit 

point  de  valeur  de  x  ;  la  troifième  donneroit  x  =  *7  """  **-  > 

3  n'y  anroit  donc  que  ces  deux  valeurs  de  x  à  égaler,  elles 

donnent    *  ""  *^-  =    *7  """  4*  - ,.  équation  qui  ne  renferme 

plus  (Tx,  &  qui  étant  traitée,  avec  la  féconde  équation 
iy  —  {  =  il,  félon  les  règles  des  équations  à  deux  in- 
connues, donnera  les  valeurs  de  y  &  de  ç.  En»  achevant 
le  calcul,  on  trouvera  i  =  9,  y  =  10,  x  =  7. 

81.  On  voit  par-là  que  s'il  y  a  voit  un  plus  grand 
nombre  d'équations  ,  la  règle  générale  feroit .  • .  • 
Prene^ ,  dans  chaque  équation  ,  /a  valeur  d'une  même 
inconnue  ;  égale^  tune  de  ces  valeurs  à  chacune  des  autres , 
6*  vous  aurei  une  équation  &  une  inconnue  de  moins* 
Traite^  ces  nouvelles  équations  comme  vous  vene^  défaire 
four  les  premières  ,  &  vous  aure{  encore  une  équation  & 
une  inconnue  de  moins*  Continue^  cànfijufquà  ce  qu'enfin 
vous  parveniez  à  ri  avoir  plus  qu'une  inconnue* 

82,  Il  ne  fera  peut-être  pas  inutile  de  placer  ici  une 
règle  générale  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues 
èins  les  équations  du  premier  degré.  Lorfque  le  nombre 
des  inconnues  eft  un  peu  confidérable  y  &  que  les  équations 
renferment  tous  les  termes  qu'elles  peuvent  renfermer,  on 
efi  conduit,  par  la  première  méthode ,  fi  elles  font  littérales, 
a  des  valeurs  plus  compofées  qu'il  ne  convient  ;  à  la  vé-* 
rite,  on  peut  les  réduire,  mais  c'eft  un  travail  qui  devient 
(fautant  plus  long ,  que  fe  nombre  des  inconnues  eft  pius 

F3 
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confidérable.  D ailleurs  nous  réduirons,  par  la  fuite.  Part 
de  châtier  les  inconnues  dans  les  équations  qui  paflent  le 
premier  degré ,  à  celui  de  les  châtier  dans  celles  du  premier 
degré.  Les  méthodes  que  Ton  a  eues  jufqu'ici  pour  éliminer 
ou  chaffer  les  inconnues,  dans  les  équations  qui  paflent  le 
premier  degré,  ont  toutes  (fi  l'on  en  excepte  feulement 
celles  qu'ont  données  MM.  Euler  &  Cramer)  l'inconvénient 
de  conduire  à  des  équations  beaucoup  plus  compofées  qu'il 
ne  faut.  Ces  dernières  même  ne  font  point  à  l'abri  de  cet 
inconvénient,  lorfqu'on  a  plus  de  deux  inconnues.  Il  peut 
donc  être  utile  de  donner  ici  des  moyens  faciles  pour  avoir 
les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier 
degré.  Ceft  ce  que  nous  allons  faire  après  avoir  expofé 
une  féconde  méthode  qui  peut  avoir  fon  utilité  dans  pla- 
ceurs rencontres* 

Soient  les  deux  équations  3*  -f-  4y  =  81  &  3*  — 
4y  =  9.  Si  l'on  retranche  la  féconde  de  la  première,  on 
aura  S  y  ss  71,  &  par  conféquent,  y  =  ^  =  9.  Au 
contraire ,  fi  Ton  ajoute  la  première  équation  à  la  féconde , 
dn  aura  6x  s  90,  &  par  conféquent,  *  s  ^  s=  iç. 
On  voit  donc  que  lor(que  les  deux  équations  font  telles 
que  le  coefficient  de  l'une  des  inconnues ,  eft  le  même  dans 
chacune,  il  eft  très-facile  par  une  fimple  addition  ou  une 
fimple  foiiftraâion,  de  réduire  les  deux  équations  à  n'avoir 
qu'une  inconnue. 

83.  Mais  ne  peut-on  pas  ramener  les  équations  a  cet  état  ? 
On  le  peut  toujours  ;  il  fiiffit  pour  cela  de  multiplier  l'une 
des  deux  équations  par  un  nombre  convenable.  Voici  com- 
ment on  doit  s'y  prendre  pour  trouver  ce  nombre.  Soient 
les  deux  équations  4*  +  3y  =s  65 ,  Se  j x  4-  iy  s=  ni. 

Je  pepréfente  par  m  t  le  nomfcrç  dont  il  s'agit  «  &  je 


r 
i 
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multiplie  Tune  des  deux  équations»  la  féconde  par  exemple, 
pw  »,  ce  qui  me  donne  5  m*  +  %my  =  >n^  ^  l'ajoute 
»*ec  la  première,  &  jU  4*  +  $**  +  3?  +  8«y  = 
(5  +  m»,  qu'on  peut  écrire  ainfi  (4  -+-  5m)  x  -f* 
(j  +  8»)  y  =3  6$  +  mm. 

Si  je  veux  maintenant  Élire  difparoitre  les  * ,  je  n'ai  qu'a 
foppofer  que  le  nombre  m  eft  tel  que  4  +  Jm  =  o,  ce 
fliri  me  donne  m  =  —  f .  Cette  fuppofition  réduit  l'équa- 
tion à  (3  +  8m)y  =  6\  +  mm  ,  qui  donne  y  = 

*■  T  g1^*  j  Équation,  qui,  en  mettant  pour  01  fit  valeur. 

g     ^  444  jll  —  444  *-  "9 

—  Ii  devient  »yr  *    =s         ' r=  - 

f  5  I 

-  +  —  X  I7_  —  -7. 

S  an  contraire  j'avois  voulu  foire  difparoitre  les  y ,  j'au* 
rois  fuppofê  m  tel  que  .3  +  8»  =  o,  c'eft-à-dire,  que 
j'aurais  égalé  à  zéro,  le  coefficient  ou  multiplicateur  de  y, 
oc  qui  m'auroit  donné  «  =  —  {.  Cette  fuppofition  réduit 
déflation  à  (4+  $  «  )  *  ==  65  +  111*1,  qui  donne  «  = 

-t"IW  ;  équation ,  qui,  en  mettant  pour  m  fa  valeur 
lAielle,  -  },  devient  x  = J-  =  ■     1        =: 

s 

84.  Si  Ton  avoir  trois  équations  &  trois  inconnues ,  on 
■raUplierait  la  Seconde  par  un  nombre  m  &  Ja  troifième 

F4 
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par  lin  nombre  a,  &  les  ajoutant,  ainfi  multipliées,  à  la 
première  /  on  fuppoferoit  égal  à  zéro ,  le  coefficient  de  cha- 
cune de  deux  des  trois  inconnues  x,  y  &  {.  On  auroit, 
pour  déterminer  m  &  n,  deux  équations  que  Ton  traiterait 
comme  dans  le  cas  précédent. 

Par  exemple,  prenons  les  trois  équations  3*  +  jy  + 
71  =3  179  ,  8*  +  jy  -  a<  r=  64  ,  5*  —  y  +  31 
=  75  que  nous  avons  déjà  traitées.  En  multipliant  la  fé- 
conde par  m,  la  troifième  par  n,  Se  les  ajoutant  à  la  pre- 
mière, on  aura  3*  -f-  8m*  +  ç/i*  +  5y  +  5my  — 
*y  +  7?  —  2ml  +  3nl  =  ,79  +  64m  +  7S*  qu'on 
peut  écrire  ainfi  ,(3-*-8m+5/I)*  +  (5+3/,x-" ' 
»)y  +  (7  —  **  +  3*)*  =  *79  +  64»  +  7Ï«- 


Si  c'efl  {  que  je  veux  avoir,  je  fuppoferai  3  +  8m 
5  n  =  o  &  }  -f-  3  ai  —  /*  =:  o  ;  ce  qui  réduit  l'équation 
à  (7  —  i«  -+-  3/1)^=3  179  +  64/n  +  75*»  9U*  donne 
{  =  .'79  +   4™ -r  7?"   .   jj  nc  s»agjt  <jonc  pju$  qyç  je 

déterminer  m  &  n ,  ce  que  Ton  fera  par  le  moyen  des  deux 
équations  3  +  8m  +  y»  =  o,  &  5  -f-  3111  —  a  ==  o, 
que  Ton  traitera  comme  dans  le  cas  précédent,  c'efi-à-dire, 
qu'on  multipliera  la  féconde  par  un  nombre  p  &  on  l'ajou- 
tera à  la  première  ,  ce  qui  donnera  3  +  5f  +  8/»  -+- 
3/>m  +  5«  —  />«  =  o,  qu'on  écrira  ainfi,  3  ■+•  fp  -f- 

(8+  3/>)w  ■+■  (5  — /0n  ==  °>  Ponr  avo*r  *>  °» 
fuppofera  8  +  3  p  ç=  o ,  ce  qui  réduira  l'équation  à  3  -f- 

5/f  +  (5  — /^)«  =;  o,  qui  donne  n  zz    ""  *JJ"  *p   ; 

or  Téquation  8  +  3/>  =  o,  donne  p  =  —  £  ;  donc  *  = 

-  3  +  -- 

1^,,  gai  fe  réduit  à  n  =  -|j-  ;  par  une  opération 

5  +    T 


179  " 

•  64  * 

2* 

*3 

■+7Ï 

31 
^3 

7  - 

2  •  - 

-  28 
*3 

+  3. 

JL 
13 
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femblable,  on  trouvera  m  rz  —  — ,  fubftituant  donc  dans  la 

23 


valeur  de  { ,  on  aura  ç  = 


qui  fe  ridait  à  i  =  15.  On  voit  par- là,  comment  on  s'y 
ferait  pris ,  fi  au  lieu  de  ç ,  on  avoit  voulu  avoir  y  ou  x  ; 
mais,  lorfque  l'une  des  inconnues  eft  trouvée,  il  feroit  fu- 
perflu  de  recommencer  un  calcul  femblable  pour  chacune 
des  autres ,  il  faut  fubAituer  la  valeur  de  cette  inconnue 
dans  les  équations  propofées;  &  employant  une  équation 
de  moins,  on  détermine  les  autres  valeurs,  comme  pour 
le  cas  où  il  y  a  une  équation  de  moins. 

8f .  En  fuivant  cette  méthode ,  ou  la  première ,  on  peut 
dreffer  des  formules  générales  qui  repréfentent  les  valeurs 
des  inconnues  dans  tous  les  cas  imaginables.  Ceû  ainfi  qu'on 
trouvera  que  fi  Ton  repréfente  généralement  deux  équations, 
du  premier  degré  à  deux  inconnues  par  ax-\-  by  -\-  czzo, 
&  /*  +  b1  y  +  c1  =1  o,  ce  qu'on  peut  toujours  faire, 
en  paffant  tous  les  termes  dans  un  même  membre ,  &  re- 
préfenrant  par  une  feule  lettre  la  totalité  des  quantités  con- 
nues qui  multiplient  chaque  inconnue  ,  &  la  totalité  des 
termes  entièrement  connus ,  on  trouvera ,  dis-je ,  que  les 
valeurs  de  x  &  de  y  font  exprimées  en  cette  manière  : 

—     he  ~~  h'c  —    *'c  ""  ae> 

*  ""      aV  —  a'b    »    y  ~     ab1  —  a' b  m 

Pareillement ,  fi  Ton  repréfente  trois  équations  du  pre- 
mier degré  à  trois  inconnues ,  par  ax  +  •  *y  +  cl  + 
à  z=  o,  dx  +  1/ y  4-  c*i  +  df  =0,  a"x  -+-  V'y  + 
c"l  +  <f "  =  o,  on  trouvera  que  les  valeurs  de  x9  y 
&  ;,  font  exprimées  en  cette  manière 


«  • 
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*  +  ab'c»  —  *'*<:''  +  anbc*  --  aJ'V   +  a'^c  —  *"Vi 
—  ad'c"  +  a' de»  —  a»  de*  +  ac' d»  —  a'cd»  +  a»cd? 

'  +  ab'c"  —  a'bc"  +  a»bcf   —  ab"c'  +  dWc  —  a"  V  c 

1    —  b'c''d  +  bc»£  —  *c'4*  +  b*c'd  —  yç^  +  *'c</» 

*   +  **V   —  A'bc»  +  a11  ht1  —  ab»c'  +  A'b«c  —  «"P* 

Pour  4  équations  &  4  inconnues,  on  aurait  quatre  frac- 
tions dont  le  numérateur  &  le  dénominateur  auraient  cha- 
cun 24  termes.  Ils  auraient  120  termes  pour  5  inconnues; 
720 ,  pour  6  ,  &  ainfi  de  fuite,  félon  le  produit  des  nombres 
x*  2.  3.  4.  5.,  &c. 

« 

On  voit  donc  qu'il  ferait  très-long  de  les  calculer  l'une 
après  l'autre,  en  fuivant  pas  à  pas  le  procédé  de  la  pre- 
mière ou  de  la  féconde  méthode.  Un  peu  d'attention  fur  la 
forme  des  valeurs  que  nous  venons  de  trouver,  &  fur  celle 
que  Ton  trouverait  de  même  pour  quatre  équations  &  quatre 
inconnues ,  conduit  aux  conféquences  fuivantes  qui  facilitent 
&  abrègent  beaucoup  le  calcul 

1 

i*.  Les  valeurs  des  inconnues  x ,  y,  ç  &c,  en  quelque 
nombre  qu'elles  foieat,  ont  toutes  le  même  dénominateur. 

2e.  Le  numérateur  de  chacune  fe  conclut  de  fon  déno- 
minateur en  changeant,  dans  celui-ci,  le  coefficient  de  cette 
inconnue,  contre  la  dernière  lettre  </de  l'équation ,  &  chan- 
geant tous  les  fignes  de  +  en  —  &  de  —  en  +.  Par 
exemple ,  fi  dans  le  dénominateur  de  la  valeur  de  x  trouvée 
dernièrement,  vous  changez  a  en  d,  a1  en  / ,  af1  en  </", 
&  fi  vous  changez  en  même  temps  les  fignes,  vous  avez 
le  numérateur. 

Il  fera  donc  facile  de  calculer  chacune  des  inconnues, 
fi  nous  pouvons  avoir  une  règle  pour  trouver  le  dénomi- 
nateur commun»  Pour  trouver  cette  régie,  je  remarque, 
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i*.  que  lorfqu*il  n'y  a  qu'une  équation  &  une  inconnue  9 
canne  dx  +  b  =  o ,  le  dénominateur  eft  a.  a°.  Loiiqull 
7  a  deux  équations  &  deujc  inconnues,  le  dénominateur 
eft  êV  —  **  fc  30.  Lorsqu'il  y  a  trois  équations  &  trois  in- 
connues, 0  eft  +  ab'c"  -  Jbd'  +  éf'bc'  -  aV'J  + 
dWc  —  ^'J^c  qu'on  peut  mettre  fous  cette  forme  {aV  — 
/*)*»"  +  (#"*  —  *V')S  +  (<tW  -  ^'^)c. 

Or  je  remarque  que  aV  —  Jb  dénominateur  dans  le 
cas  de  deux  inconnues ,  fe  forme  de  a ,  dénominateur  dans 
k  cas  d'une  feule  inconnue,  en  multipliant  a  par  V %  puis 
changeant  dans  ab'9  l'accent  '  en  o  &  o  en  '  ;  (par  la  lettre 
qui  auroit  o  pour  accent,  nous  entendons  la  lettre  que  nous 
n'avons  point  accentuée)  ;  &  enfin  changeant  +  en  — . 

Pareillement  le  dénominateur  dans  le  cas  de  trois  incon- 
nues, favoir  (aV  -  Jb)<P  +  (*"*  —  *W )J  +  {JV 
—  *"J')c,  fe  forme  de  (ab1  —  a*b)9  dénominateur  dans 
le  cas  de  deux  inconnues,  i°.  en  multipliant  celui-ci  par  c". 
i°.  Changeant  /;  en  '  &  '  en  " ,  changeant  auifi  les  fignea. 
30.  Changeant  dans  ce  dernier  réfultat  '  en  o  &  o  en  ', 
&  les  lignes. 

On  voit  donc  que  pour  avoir  le  dénominateur  pour  quatre 
inconnues,  on  multiplierait  celui  qui  convient  à  trois  in- 
connues, par  dfn  ;on  échangerait  enfuke  '"  en  "  &  *'  en  '", 
&  on  changerait  les  lignes.  Dans  ce  fécond  réfultat ,  on 
changerait  lf  en  '  &  '  en  ",  &  les  lignes;  dans  ce  troifième, 
on  changerait  '  en  o  &  o  en  ',  &  les  fignes. 

La  régie  eft  générale  actuellement,  &  l'on  voit  ce  qu'il 
y  a  à  Élire  dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  d'incon- 
nues. 

Quoiqu'on  foit  obligé  de  calculer  les  dénominateurs  qui 
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conviennent  à  toutes  les  équations  à  un  moindre  nombre - 
d'inconnues ,  il  ne  faut  pas  craindre  que  cette  règle  n'en-* 
traîne  à  plus  de  calculs  qu'il  n'eft  néceflaire ,  tout  ce  que 
Ton  calcule  par  cette  règle ,  entre  néceflàirement  dans  la 
quantité  que  l'on  cherche. 

Application  des  Règles  précédentes  à  la  réfoludon  dt 
quelques  que/lions  qui  renferment  pats  d'une  inconnue. 

86.  Queflion  première  :  Un  homme  a  deux  tfpècts  de  mon» 
noie  :  fept  pièces  de  la  plus  font  efpèce ,  avec  douce  pièces  de 
la  féconde  ,  font  288  livres  ;  &  1 2  puces  de  la  première  efpècc, 
avec  fept  de  la  féconde ,  font  358  livres.  On  demande  combien 
vaut  chaque  efpèce  de  monnoie  ? 

Si  Ton  favoit  combien  vaut  chaque  efpèce  de  pièce,  en 
multipliant  la  valeur  d'une  pièce  de  la  première  efpèce ,  par 
7,  &  celle  d'une  pièce  de  la  féconde  efpèce ,  par  12 ,  & 
ajoutant  les  deux  produits ,  on  trouverait  288  livres  ;  pa- 
reillement, en  multipliant  la  valeur  d'une  pièce  de  la  pre- 
mière efpèce,  par  12 ,  celle  de  la  féconde  par  7,  &  ajou- 
tant les  deux  produits,  on  trouverait  358  livres;  cela  étant, 
fi  je  repréfente  par  x  le  nombre  de  livres  ou  la  valeur  d'une 
pièce  de  la  première  efpèce,  &  par  y  celle  d'une  pièce 
<le  la  féconde  efpèce ,  je  pourrai  raifonner  ainfi  : 

Chaque  pièce  de  la  première  efpèce  valant  x9  les  7 
pièces  vaudront  7  fois  x,  ou  jx;  par  la  même  raifon  12 
pièces  de  la  féconde  efpèce  vaudront  12 y;  il  faut  donc 
que  7*  +  i*y  =  *88. 

Un  ratfonnement  femblable  à  l'égard  de  la  féconde  con- 
dition ,  fera  voir  qu'il  faut  que  12*  -f-  jy  =  358.  Il  ne 
s'âgk  donc  plus  que  de  trouver  les  valeurs  de  *  &  de  y.. 
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Four  cet  effet,  je  prends  dans  chaque  équation  la  valeur 
de  x.    La  première  me  donne ,  après  la  tranfpofition  &  la 

288  ™ ™   1 2  V 

divifion ,  x  = —  ;  la  féconde  me  donne  x  = 

*  7  * 

— ^—  >  j'égale  ces  deux  valeurs  de  x%  &  j'ai  l'équa- 

>88  —  lajr    _    3ï8  —  7* 


non 

7  12 


Pour  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  de  y,  je  chaflê 
ks  dénominateurs  (64)  &  j'ai  3456  —  144 y  =  2506  — 
49? t  ou  en  tran(pofant  &  réduifant,  950  =  95 y,  ou 
enfin  en  divifant,  y  =  *fè  =  10.  Pour  avoir  *,  je  re- 
prends la  première  valeur  de  *,  favoir  *  =  — ZlJlSL^ 

&  fubflituant  pour  y,  fa  valeur  10,  j'ai 

288  —  12x10        288  —  120  168  , 

x  = = - =  -y-  =   24  ;  donc 

la  phis  forte  pièce  étoit  de  24  livres  &  la  plus  petite  de 
10  livres.  En  effet,  7  pièces  de  24  livres  font  168  livres, 
qui  avec  12  pièces  de  10  livres  ou  120  livres,  font  288 
livres.  De  plus,  12  pièces  de  24  livres,  qui  font  288  li- 
vres, avec  fept  pièces  de  10  livres  qui  font  70  livres, 
donnent  358  livres. 

Queftion  féconde:  0*  a  mêlé  enfembk  une  certain*  yuan* 
thé  d'or  &  une  urtaint  quantité  d'argent.  Tout  le  mélange  fait 
un  volume  de  12  pouces  cubes,  &  pèfe  100  onces  :  un  pouce 
cube  forpèfi  12  onces  j  9  &  un  pouce  cube  d'argent  pèfe  6  onces  f. 
On  demande  quelle  efi  la  quantité  d'or  &  quelle  eft  la  quantité 
d'argent  qui  ont  été  alliés? 

Si  Bon  connoiffoit  le  nombre  de  pouces  cubes  de  chaque 
«fpèce  de  matière,  en  ajoutant  ces  deux  nombres,  ils  doiw 
seroient  12  pour  leur  fournie.  De  plus,  en  prenant  12 
onces  |  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  pouces  cubes  rfor, 
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c'ert-a-dire ,  en  multipliant  nf  par  le  nombre  des  pouces 
cubes  d'or,  cm  aurait  le  poids  de  l'or  qui  entre  dans  te 
mélange,  &  en  multipliant  de  même  6  onces  |  par  le 
nombre  des  pouces  cubes  d'argent,  on  aurait  le  poids  de 
Targent ,  &  en  ajoutant  ces  deux  produits ,  ils  formeraient 
100  onces» 

Raifonnons  donc  de  la  même  manière  en  repréfentant 
par  x  le  nombre  des  pouces  cubes  d'or,  &  par  y  le  nombre 
des  pouces  cubes  d'argent:  il  faut  donc  que  x+y  =  ia, 
D'un  autre  côté,  chaque  pouce  cube  d'or  pefant  12  onces  f , 
ou  V"  d'once,  un   nombre  x  de  pouces  d'or  pefera  ^  X  * 

ou  2— î    Par  fo  même   raifbn  chaque  pouce  cube  d'argent 

pefant  6  onces  f  ou  ^  d'once ,  un  nombre  y  de  pouces  cubes, 
pefera  ^X  y  ou  j'y;  donc  l'or  &  l'argent  réunis  Déferont 
V  *  +  T/>ar  ib  doivent  pefer  100  onces;  donc^x-J-  ~y 
ïs  100. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  x  &  dey ,  je  châtie  les  dénomi- 
nateurs d?  cette  dernière  équation ,  &  j'ai  342  *  ■+-  186 y  =£ 
2700..  De  la  première  équation  je  tire  x  s  12  —  y,  &  h 

dernière  donne  x  sz  a?°  *""'■ — -  ;  égalant  ces  deux  valeurs , 

£4* 

2700— 186  v 

onan— y  =        ^     *. 

Ppur  avoir  y ,  je  chaiTe  le  dénominateur  i  &  il  me  vient 
4104  —  342  y  ;=  2700  —  186  y  ;  traafpo&nt  &  rédui&nt , 
1404=  i5^y,&enfinendivîfaat,y =1Ï^=  9;  &  comme 
on  a  trouvé  x=  12  —y,  on  a  donc  #=:  3,  c'eft  à-dire, 
qu'on  a  mêlé  3  pouces  d'or  avec  9  pouces  d'argent.  En  effet, 
ie  tout  âùt  12  pouces  cubes.  D'ailleurs  3  pouces  cubes  pefant 
-chacun  ta  onces  f  font  38  onces ,  &  9  pouces  cubes  pefant 
chacun  6  onces  |  font  6%  onces  ,  leiquelles  avec  tes  38  *  font 
100  onces»  < 
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S- les  deux  matières,  qu'on  a  mêlées  avoîent  des  pefantetirs 
fpécifiques  (  *  )  différentes ,  &  fi  le  volume ,  ainfi  que  le  poids 
total  du  mélange  ,  étoient  différens  de  ce  qu'on  vient  de 
fiippofer ,  la  méthode ,  pour  trouver  les  quantités  de  chaque 
efpèce  de  matière ,  n'en  feroit  pas  moins  la  même  ;  ainfi  pour 
renfermer  dans  une  feule,  toutes  les  folutions  des  questions  de 
cette  efpèce ,  fuppofons  généralement  que  le  nombre  total 
des  pouces  cubes  des  deux  efpéces  de  matière  foit.  ...    a. 

Que  le  poids  total  du  mélange  exprimé  en  onces, 
foit, •••*,* .  .  .  .     *. 

Que  le  poids  d'un  pouce  cube  de  la  première  matière 
(bit, c. 

Et  celui  d'un  pouce  cube  de  la  féconde  foit  ......    </. 

c  &  d  étant  exprimés  en  onces. 

Alors  fi  nous  repréfentons  par  x  le  nombre  des  pouces  ctfbes 
de  la  première  matière ,  &  par  y  le  nombre  de  pouces  cubes 
de  la  féconde;  nous  aurons  pour  première  équation  .  .  .  . 

x+y  =  a. 

D'ailleurs  chaque  pouce  de  la  première  matière  pe&nt 
c  d'onces ,  dès  qu'il  y  a  «  de  pouces  cubes,  la  quantité  de 
la  première  matière  pefera  c  X  *  ou  c  #.  Par  la  même  raifon  f 
la  quantité  de  la  féconde  matière  pefera  dy;  enforte  que  le 
total  pefera  cx  +  dy  ;  &  comme  il  eft  fuppofé  péfer  b ,  il  faut 
que  cx-+-dy^zb. 


(*)  On  appelle pt/çttepr fyi~ 
cifaue ,  la  pefanteur  d'un  corps 
dont  le  volume  eft  connu.  Quand 
on  dit  !  Un  tel  corps  pefe  i  %  livres; 
on  ne  détermine  que  le  poids  de 
ce  corps  &  non  pas  celui  de  l'ef- 
face de  matière  dont  il  eft  corn- 


pofé;  mais  quand  on  dit,  par  exem- 
ple ,  12  pouces  cubes  d'eau  com- 
mune pèfent7  onces  6  gros  »  alors 
oh  détermine  lapefanteur  de  cette 
efpèce  d'eau;  on  met  en  état  de  dé- 
terminer combien  pèfe  tout  autre 
volume  connu  de  cette  même  eau. 
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Cela  pofé,  la  première  équation  donne  *  s  a  —  y;  la 
féconde  donne x= -;  égalant  ces  deux  valeurs,  on  a 

s—yz=z     ""  y  ;  chaflant  le  dénominateur,  il  vient  *c  — 

cy=J— - dy,  tranfpofom  &  divifant,  y  =  ^-£"^% 

Pour  avoir  la  valeur  de  *  ,  il  fout  fubftituer  dans  l'équa- 
tion xzsa  —  y ,  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  y, 

&  Ton  aura  *=:*«+•  --^r»  où  l'on  voit  que  j'ai  changé 

les  fignes  du  numérateur  de  ~£fj  »  parce  que  y  doit  être 

retranché  de  a  (  1 1  ).  Cette  valeur  de  x  peut  être  Amplifiée, 
en  réduifant  le  tout  en  fraéhon  (45),  ce  qui  donnera 

x  ss ^~-j ,  ou  en  réduiiant ,  x  = -=-• 

Les  valeurs  *  =    c"^  ,  &y  =  ^^-  que  l'on  vient  de 

trouver,  peuvent  fournir  une  règle  fufceptible  d'un  énoncé 
suTez  (impie ,  pour  la  réfolution  générale  de  toutes  les  ques- 
tions de  cette  efpèce. 

Pour  trouver  cette  régie,  il  faut  faire  attention  1°.  que 
h  maçque  le  poids  total  du  mélange  ;  20.  que  *  marquant  le 
nombre  total  des  parties  du  mélange ,  &  d  le  poids  d'une 
des  parties  de  la  féconde  efpèce ,  ad  marque  ce  que  peferoit 
le  volume  du  mélange ,  s'il  étoit  compofé  feulement  de  la 
matière  de  la  féconde  efpèce.  En  effet,  fi  tout  le  volume 
étoit  d'argent ,  par  exemple,  on  trouveroit  fon  poids  total ,  en 
multipliant  la  pefanteur  d  d'un  pouce  cube  d'argent,  par  le 
nombre  total  a  des  pouces  cubes.  Enfin  le  dénominateur 
c  —  </eft  la  différence  des  pefameurs  fpécifiques  de  chaque 
efpèce  de  matière. 

Si  Ton  analyfc ,  de  même ,  la  valeur  de  y,  on  verra  que  ac 

eft 
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cftce  que  peferoitle  volume  du  mélange,  s'il  étoit  uniquement 
compofé  de  la  première  matière.  De-là  on  pourra  conclure 
cette  règle. 

Calcule^  ce  que  ptftroit  le  volume  du  mélange  ,  s'il  étoit  corn* 
po/e  feulement  de  la  féconde  matière;  retranche^  ce  poids  du  poidi 
total  aQucl  du  mélange ,  &  divife  le  refte  par  la  différence  dés 
pefanteurs  fpècifiques  des  deux  matières  :  le  quotient  fera  le  nombre 
des  parties  de  ta  première  matière  qui  entre  dans  le  mixte. 

Au  contraire ,  pour  avoir  le  nombre  des  parties  de  ht  féconde 
matière,  calcule^  ce  que  ptftroit  le  volume  du  mélange,  s'il  étoit 
tout  entier  de  la  première  matière;  retrancher^en  le  poids  total 
ëcTuel  du  mélange  ,  6»  divifez^  le  refte  par  la  même  quantité  que 
d-deffus. 

Cette  régie  eft  précifément ,  ce  qu'on  appelle  en  Arith- 
métique ,  la  règle  a* Alliage;  &  qu'en  Arithmétique  nous 
ayons  renvoyée  à  cette  troifième  Partie. 

On  peut ,  à  cette  même  queftion ,  en  ramener  une  infi- 
nité d'autres ,  qui ,  au  premier  coup  d'oeil ,  ne  femblent  pas 
de  même  efpèce  :  par  exemple ,  celle-ci  :  Faire  522  liv.  en  42 
pièces  y  les  unes  de  24  liv.  6*  Us  autres  de  6  livres;  car  avec 
no  peu  d'attention ,  on  voit  que  cette  queftion  eft  la  mémo 
que  cette  autre;  un  mixte  compofé  de  42  pouces  cubes  de 
matière,  pèfe  522  onces  :  des  deux  matières  qui  y  entrent, 
Tune  pèfe  24  onces  par  pouce  cube ,  &  l'autre  6  onces.  En 
fuivant  la  règle  précédente,  on  trouvera  qu'il  faut  15  pièces 
de  24  livres  &  27  pièces  de  6  livres* 

.  La  même  règle  ferviroit  encore  à  réfoudre  cette  autre 
quefHon.  Un  pied  cube  d'eau  de  mer  pèfe  74  liv. ,  un  pied  cube 
d'eau  de  pluie  pèfe  70  livres;  combien  faudroit-il  mêler  enfembU 
d'eau  de  mer  &  d'eau  de  pluie ,  pour  faire  de  l'eau  qui  pefdt  73 
livres  par  pied  cube  ? 

Marine.  Alçjbbrt.  G 
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On  voit  par- là ,  combien  il  peut  être  utile  de  s'accou- 
tumer de  bonne  heure  à  repréfenter,  (Tune  manière  gêné* 
raie,  les  quantités  connues  qui  entrent  dans  les  queftions, 

6  à  interpréter  ou  traduire  les  réfultats  algébriques  des  Co- 
tations des  problèmes. 

Queftion  troifième  :  On  a  trois  lingots  dans  chacun  dtfquds 
il  entre  de  l'or ,  de  F  argent  &  du  cuivre.  L'alliage  dans  le  pre- 
mier efl  tel  que  fur  16  onces ,  il  y  en  a  7  d'or,  8  d'argent  & 
I  de  cuivre.  Dans  le  fécond ,  fur  16  onces  il  y  en  a  5  d'or  % 

7  a" argent  &  4  de  cuivre.  Dans  le  troifihne,  fur  16  onces  il  y 
en  a  2  d'or,  9  d'argent  &  J  de  cuivre.  On  veut,  en  prenant 
différentes  parties  de  ces  trois  alliages  ,  compofer  un  troifième 
lingot ,  tel  que  fur  16  onces ,  il  s'en  trouve  4  onces  &  ~  en 
or,  7-fr  tn  argent,  &  3  tj  en  cuivre* 

Repréfentons  par  x  le  nombre  d'onces  qu'il  fout  prendre 
du  premir  lingot  ;  par  y ,  le  nombre  d'onces  qu'il  faut  prendre 
du  fécond;  &  enfin  par  {,  le  nombre  d'onces  qu'il  faut 
prendre  du  troifième. 

Puifque  16  onces  du  premier  contiennent  7  onces  d'or, 
on  trouvera  ce  que  x  d'onces  de  ce  même  lingot  peuvent 
contenir  d'or,  en  calculant  le  quatrième  terme   de  cette 

proportion  16  :  7  :  :  x  :  ;  ce  quatrième  fera  -2~-  ;    par 

un  raifonnement  fcmblable,  on  trouvera  qu'en   prenant  y 

d'onces  du  fécond  lingot ,  ou  prend  •££  en  or  ,  &  fur  le 

troifième-^-.  Ces  trois  quantités  réunies  font  "?•*      */  '  a*  * 

or  ,  on  veut  qu'elles  faflent  4  «J4  ou  $;  d°nc  ^T^/TM 

—  22 

Pour  fiuisfàire  à  la  féconde  condition,  oo  remarquera, 


de  Mathématiques.  99 

de  même»  qu'en  prenant  x  d'onces  fur  le  premier  lingot , 

Sx 
on  prend  néccflkirement  — g-  d'onces  en  argent ,  fur  le  fé- 
cond -2^  ,  &  enfin  fur  le  troifième  on  prend  néceflaire- 
ment  -21    ces  trois  quantités  réunies  font     *  *r  ?•?  *r  9 1  ^ 
&  comme  on  veut  qu'elles  raflent  7  ff  ou  tÔ  on  aura 

** +  7*  +  9t    _  in 

En  procédant  de  la  même  manière ,  on  aura ,  pour  fa- 
ttâure  à  la  troifième  condition ,  l'équation   *      Vé      *^* 


—    15 


Comme  le  nombre  16  eft  divifeur  commun  des  deux 
membres  de  chacune  des  trois  équations  qu'on  vient  de 
trouver,  on  peut  le  fupprimer,  &  alors  on  aura  les  trois 
équations  fuivantes.  ......  jx  +   %y  +   2{  =  79 , 

ix  +  7y+  91  ==  iaa»  *+  47  +  »  =  55-  Tira«* 

de  chacune .  la  valeur  de  *,  on  aura  x  :=  7?  ""  **  ~~  a^  » 

'  7 

*  =  — Y' — ^  *  =  55  —  4y  —  51»  *galant 

h  première  valeur  de  x  à  la  féconde  &  à  la  troifième  (79  )  » 

787 
=  ÏS  —  4JK  —  î{>  équations  qui  ne  renferment  plus  que 
deux  inconnues,  &  qu'il  faut,  par  conféquent,  traiter  félon 
ce  qui  a  été  dit  (74). 

Pour  cet  effet,  je  commence  par  faire  difparoître  les  di- 
vifeurs  ,  &  j'ai  632  —  40^  .«—  i6{  =  854  —  49^  —  63  ç  f 
&  79  —  5y  —  *t  =  1^5  —  a8y  —  3JÇ ,  ou,  en  paf- 
fant  tous  les  y  d'un  côté ,  &  réduifant ,  yy  =  222  — 
47{f  &  23^  =  306  «  33{;  la  première  de;  ces  deux 

G  1 
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équations  donne  y  =  rTj*Z5_;  &  la  féconde,  y  =: 

-2 — ~  3*^  j  égalant  ces  deux  valeurs  de  y,  j'ai  222  ""  4H 

—  j — ZLiiL  •  chaflânt  les  divifeurs,  5106—  i<58içr= 

2754  —  297c;  tranfpofant,  5106  —  2754  =  io8i{  — - 
*97li  réduifant,  2.352  =  784 ç;  &  enfin  ,  en  divifant, 

«  -    784    -  3# 

Pour  avoir  la  valeur  de  y ,  je  fubftitue  dans  Tune  des 
deux  valeurs  qu'on  a  trouvées  ci-defiiis  pour  y ,  j'y  fubfti- 
tue, dis-je,  au  lieu  de  {,  fa  valeur  3  qu'on  vient  de  trouver; 

par  exemple  ,  en  /ubftituant  dans  y  =    2  a  ""  47  i  f  j'ai 

Enfin ,  pour  avoir  *,  je  fubftitue,  au  lieu  de  y  &  de 
^,  leurs  valeurs  9  &  3  dans  l'une  des  trois  valeurs  qu'on 
a  trouvées  ci-dcflus  pour  x;  par  exemple,  dans  la  der- 
nière, favoir  x  =  55  —  Ay  —  yç,  &  cette  valeur  de- 
vient x  =  55  —  36  —  15  =  55  —  51  =  4  ;  c'eft-à- 
dire,  puifqu'on  trouve  x  =  4,  y  .=  9  &  ç  ==  3,  qu'a 
faut  prendre  4  onces  du  premier  lingot,  9  du  fécond,  & 
3  du  troifième,  &  alors  le  nouveau  lingot  contiendra  en 
or,  4  onces  &  #;  en  argent,  7  onces  fj;  &  en  cuivre, 
3  onces  75. 

En  effet ,  puifque  le  premier  lingot  contient  fur  16  onces  , 
7  onces  d'or  ,  8  d'argent  &  1  de  cuivre  ;  il  eft  évident 
que  fi  l'on  prend  4  onces  feulement  de  ce  lingot  ,  on 
aura  ff  d'once  en  or,  ^  en  argent  &  ~  en  cuivre.  Par 
une  raifon  femblable ,  en  prenant  9  onces  du  fécond  lingot, 
on  aura  f£  en  or,  77  en  argent,  &  ff  en  cuivre 9  &  eu 
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prenant  3  onces  du  troifième  lingot,  on  aura  ~z  en  or, 
$  en  argent  ,  &  y|  en  cuivre. 

Réunifiant  les  trois  quantités  de  chaque  efpèce  de  ma- 
tière, provenantes  des  trois  lingots,  on  aura  ■££,  ^,  jf , 
ou  4  H  •  7  t£  &  3-^  pour  les  quantités  d'or ,  d'argent 
&  de  cuivre  qui  entreront,  en  effet,  dans  le  quatrième 
lingot. 

Des  cas  ou  les  quefiions  propofees  refient  indé- 
terminées 3  quoiqu'on  ait  autant  d'Équations 
que  d'inconnues  ;  ô  des  cas  ou  les  quefiions 
font  impoJJîMes* 

87.  Il  arrive  quelquefois  que  quoiqu'on  ait  autant 
d'équations  que  d'inconnues ,  la  queftion  qui  a  con- 
duit à  ces  équations  reffe  néanmoins  indéterminée  r 
c^eft-à-dire ,  qu'elle  eft  alors  fufceprible  d'un  nombre 
indéfini  de  foliations. 

Ce  cas  a  fieu  Iorfque  quelques-unes  dts  condi- 
tions ,  quoique  différentes  en  apparence ,  fe  trouvent 
être  les  mêmes  dans  le  fond.  Alors  les  équations 
qui  expriment  ces  conditions  font ,  ou  des  multiples 
les  unes  des  autres  y  ou ,  en  général ,  quelques-unes 
d'entre  elles,  font  composées  d'une  ou  de  ptuiieurs 
des  autres  y  ajoutées  ou  fouftraites ,  multipliées  ou 
divifces  par  certains  nombres.  Par  exemple  ,  une 
queftion  qui  conduirait  à  ces  trois  équations  5  x  + 
iy  +  *l  — •  *7>  -8*  +  xy  +  4î  =  10  ,  \%x 
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+  8ty+8ç=»54,  feroit  fufceptible  cPun  nombre 
indéfiai  de  folutions  ,  quoiqu'il  femble  ,  d'après  ce 
que  nous  avons  vu  plus  haut ,  que  x ,  y  &  1 9  ne 
peuvent  avoir  chacun  qu'une  feule  valeur.  De  ces 
trois  équations  ,  la  dernière  eft  compofée  de  la 
féconde  ajoutée  avec  le  double  de  la  première.  Or 
il  eft  évident  que  les  deux  premières  étant  une  fois 
fuppofées  avoir  lieu ,  la  troisième  s'enfuit  nécessai- 
rement ;  que  par  conféquent ,  elle  n'exprime  aucune 
nouvelle  condition  :  on  eft  donc  dans  le  même  cas 
que  fi  l'on  avoit  feulement  les  deux  premières  équa- 
tions :  or  nous  verrons  dans  peu  que  lorfqu'on  n'a 
que  deux  équations  pour  trois  inconnues,  chaque 
inconnue  eft  fufceptible  d'un  nombre  indéfini  de 
valeurs. 

88.  Le  calcul  fait  toujours  connoître  les  cas  dont 
il  s'agit  ici  :  voici  comment.  Il  n'y  a  qu'à  procéder 
à  la  recherche  des  inconnues ,  félon  les  règles  don- 
nées ci-deffus  :  alors  fi  quelqu'une  des  équations  eft 
comprife  dans  les  autres ,  on  arrivera  dans  le  cours 
du  calcul,  à  une  équation  identique,  c'eft-à-dire, 
à  une  équation  dans  laquelle  les  deux  membres  feront 
non  -  feulement  égaux  ,  mais  encore  compofés  de 
termes  femblables  &  égaux  :  autant  on  trouvera 
d'équations  identiques  ,  autant  il  y  aura  d'équations 
inutiles  parmi  celles  qui  auront  été  propofées. 
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Par  exemple,  fi  de  chacune  des  deux  équations  6x  -\- 
Sy  =  ii  8lx  +  f  y  —  *  9  Je  lu*e  1*  valeur  de  x ,  j'aurai 
«  :=  l>~  *  &  *  =  a  —  jy  :  égalant  ces  deux  valeurs  , 

Saurai  ll~  ?  ~  a  -—  f  y ,  ou  chaflànt  les  dénominateurs* 

36  — 14 y  =  36  —  24  y ,  équation  identique  &  qui  ne  peut 
faire  connoitre  la  valeur  de  y ,  parce  qu'après  la  tranfpoû- 
non  &  la  réduâion ,  on  eft  conduit  à  cette  équation  o  =2  o. 

Pareillement,  des  trois  équations  précédentes  (87)  on 

tL«*  — illîZlil   r  —  ™-*y~ 4tfrr_y4-8r-8t 
uwex_ >,  * g «* ^ , 

égalant  la  première  de  ces  valeurs  à  la  féconde  &  à  la  troifième , 
~ i7-3y-*\i_*°-*y-4lg.t7-ty-*l  —  54-*y-*t. 

*"        5       —        S  s      ~      18      » 

cfeflant  les  dénominateurs,  tranfpofant,  réduifant  &  divi- 
sant ,  on  aura ,  par  la  première ,  y  ==  *   *4*  ;  &  par  la 

féconde,  y  =  ?6"*"4*  ;  valeurs  qui  étant  égalées,  donnent 

*4 

l'équarion  identique  £f±i  =  ?iJL4i;  il  n'y  a  donc,  dans 
ce  cas,  que  deux  équations  réellement  diftinâes. 

Mais  fi  Ton  «voit  les  trois  équations  fuivantes  : 

ï*  +  3*  +  a*  =  *4 
¥*+¥y  +  5<  =  *<> 

XS*  +  9*  +  6t  =  7* 

la  première  donneroit  *  sa  **'—*Jr'''"1* ;  la  féconde , 
après  avoir  chaffé  les  dénominateurs,  tranfpofé,  réduit ,  &c. 
donnait  x -  »o-*/-'°t .  &  h  ffoifième , x  =  2l2£±t. 

Égalant  la  première  de  ces  valeurs  à  la  féconde  &àlatroifièma» 

g4 
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m  anroit  ^^^  '*»-»r  J-«Ql  &  »4~3y-»t,_7i-9y-*{ , 

&  en  chaffant  les  dénominateurs ,  6oo  —  75  y  —  50  ç  =:  600 

— 75y—  *<>{,&  360  —  4îy  —  3°t=36o-45y-3°{» 
équations  identiques  &  dont  on  ne  peut  tirer  ni  y  ni{,  parce 
qu'elles  fe  réduifent  chacune  à  o  =  o.  U  n'y  a  donc  ici ,  à 
proprement  parler  ,  qu'une  feule  équation. 

Les  queftions  qui  conduifent  à  de  pareils  réfultats, 
font  Indéterminées  ,  mais  ne  font  pas  impoifibles. 
Nous  verrons  dans  peu ,  comment  on  doit  les  traiter. 

89.  Dans  les  cas  dont  nous  venons  de  parler  >  le  numéra- 
teur &'  le  dénominateur  de  chacune  des  valeurs  des  inconnues 
x  9y  9{9  &c.  que  nous  avons  données  (  85) ,  deviennent  o  9 
ce  qui  doit  être ,  ainft  qu'on  peut  le  conclure  facilement  de 
ce  que  nous  venons  de  dire.  On  peut  donc ,  par  le  moyen  de 
ees mêmes  formules  générales,  reconnoitre  les  cas  où  quelques* 
unes  des  équations  feront  comprifes  dans  les  autres. 

90.  Lprfqu'une  queftion  qui  ne  conduit  qu'à  des 
équations  du  icr  degré  eft  impoffible,  on  s'en  apper- 
çoit  à  ce  que  la  fuite  du  calcul  conduit  à  une  abfur- 
dité;  par  exemple,  conduit  à  dire,  4=3. 

Si  l'on  a  voit,  par  exemple,  les  deux  équations 

î*  +    3r  =    3° 

&  îox  4-  ny  =r  13 j. 

La  première  donneroit  x  =  3°~miy  ,  &  la  féconda 
*  —  l^""  12<y  •  égalant  ces  deux  valeurs  »  on  a  3°"7  * 
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ts  T^I1J>;  châtiant  les  dénominateurs,  on  a  600 — 6oy 
2,0 

=675  —  6oy  qui  conduit  à  600  =  675  ,  ce  qui  eft  abfurde  ; 
donc  la  queftion  qui  conduirait  aux  deux  équations  5* +  3  y 
sjOj&aox-f-  I2.yzz  135  ,  eft  ûnpoffibk  &  abfurde. 

91.  Les  folutions  négatives  indiquent  auffi  une 
forte  d'impoflibilité  dans  la  queftion  ;  mais  cette 
impoflibilité  n'eft  pas  abfolue ,  elle  eft  relative  au  fens 
dans  lequel  les  quantités  ont  été  prifes  ;  enforte 
qu'il  y  a  un  fens  dans  lequel  ces  folutions  font 
naturelles  &  admiffibles  ;  voyez  ce  qui  a  été 
dit  (70). 

Des  Problèmes  indéterminés. 

92.  On  appelle  Problème  indéterminé ,  toute  quef- 
ton  à  laquelle  on  peut  fatisfàire  en  plufieurs  manières, 
uns  pouvoir  déterminer  parmi  toutes  ces  manières  , 
quelle  eft  celle  qui  donne  lieu  à  la  queftion.  Ces 
fortes  de  problêmes  ont  toujours  moins  de  condi- 
tions que  d'inconnues;  &  envifagés  généralement  * 
ils  font  fufceptibles  d'une  infinité  de  folutions  ;  mais 
il  arrive  fouvent  auffi  que  le  nombre  de  ces  folu- 
tions eft  limité  par  quelques  conditions  qui  ne  pou- 
vant pas  être  réduites  en  équations ,  ne  permettent 
pas  de  déterminer  d'une  manière  direôe  le  nombre 
des  (blutions  que  la  queftion  peut  avoir. 

Si  Ton  propofoit  cette  queftion  :  Trouver  deux 
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nombres  qui  pris  infcmblt  faffent  24  ;  en  nommant  x 
l'un  de  ces  nombres,  &Cy  l'autre,  on  auroit  x+y 
=  14 ,  équation  de  laquelle  on  tire  x  =  24  —  y. 
Or  cette  queftion  eft  fufceptible  d'une  infinité  de 
{blutions  ,  fi  par  x  &  y  on  entend  indifféremment 
des  nombres  entiers  ou  des  nombres  fractionnaires , 
&  des  nombres  pofitifs  ou  négatifs  :  il  fuffit ,  pour 
y  fatisfaire ,  de  prendre  pour  y  tel  nombre  qu'on 
voudra ,  &  de  conclure  la  valeur  de  x  de  l'équa- 
tion x  =  24  —  y ,  en  y  fubftituant  pour  y  le 
nombre  qu'on  aura  pris  arbitrairement  ;  ainfi  fi  l'on 
fuppofe  fucceflivement  y  =as  1  ,  y  =  i^ysai, 
jr  =  2  j  ,  &c.  ,  on  aura  r=23,*=22£, 
#  =  22,x  =  2iy,  &c.  Mais  fi  Ton  ne  veut  que 
des  nombres  entiers  &  pofitifs ,  alors  le  nombre  des 
folutions  eft  limité  ;  car  pour  que  x  foit  pofitif ,  il 
faut  que  y  ne  foit  pas  plus  grand  que  24.  Et  puif- 
qifon  ne  veut  que  des  nombres  entiers ,  il  eft  évi- 
dent que  l'équation  ne  peut  avoir  en  tout  que  25 
folutions  en  y  comprenant  o  :  enforte  que  fuppo- 
fant  fucceflivement  y  s=  o ,  y  =  1  ,^=s  2,^  =  3, 
&c,onaurax=3  24,xr:=3  23,xe=3  22,x=2i,&c, 

93.  Mais ,  lorfqu'on  impofe  la  condition  que  les 
nombres  demandés  foient  des  nombres  entiers  & 
pofitifs ,  on  ne  voit  pas  toujours  aufli  facilement 
que  dans  l'exemple  précédent  ,  comment  on  peut 
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fatisÊûre  à  cette  condition  :  les  queftions  fuivantes 
font  propres  à  le  faire  connoître. 

Qucftîon  première.  On  demande  en  combien  de  manières  en 
peut  payer  142  livres ,  en  donnant  dis  pièces  de  ty  liv.  &  nez- 
fMt  en  échange  des  pièces  de  j  1  livres. 

Repréfentons  par  *  le  nombre  des  pièces  de  17  liv. ,  & 
par  y  celui  des  pièces  de  1 1  liv.  ;  en  donnant  x  pièces  de 
17  liv.  on  paiera  x  fois  17  liv.  on  17  x  :  en  recevant  y 
pièces  de  11  liv.  on  recevra  ny  ;  par  conséquent,  on  aura 
payé  17%  —  ny;  &  puifqu'on  veut  payer  54a  liv*  on 
aura  17%  —  iiy  r=  542.  Tirons  la  valeur  dey,  c*eft-à- 
dire,  de  l'inconnue  qui  a  le  moindre  coefficient,  &  nous 

aurons  y  =  -^ i2— # 

Comme  on  n'a  que  cette  équation,  on  voit  qu'en  met- 
tant arbitrairement  pour  x  tel  nombre  qu'on  voudra ,  on 
aura  pour  y  une  valeur  qui  fatisfera  fiirement  à  l'équation  ; 
mais  comme  la  question  exige  que  *  &  y  foient  des  nombres 
entiers,  voici  comment  il  faut  s'y  prendre  pour  y  parvenir 
directement, 

La  valeur  de  y  =    *7*  —  54*   çt  ^j^    ra  fàifant  k 

divifion  amant  qu'il  eft  poffible,  à  y  =  x  —  49  -J ?-  ; 

3  faut  dbnc  que  -  *  ""  *    foit  un  nombre  entier  :  foit  u  ce 
nombre  entier  ;  on  aura =  »,  8c  par  conféquent 

6x  -  3  =  nu  &  *  =:    ""à    *   >  on,  en  faifant  la 

divifion,  x  zz  u  +    **  T^   »  il  6ut  donc  que  -5I$    3* 
faffe  un  nombre  entier  :  foit  t  ce  nombre  entier  ;.  on  atua 
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■  5*  J!  *  =r  /,  &  par  conféqucnt  $«+3=:6r&0=3 
— î-^-L  =  t  -4-    '  ""*  *   :  il  fout  donc  que    t"3    faflè 

un  nombre  entier  :  foit  s  ce  nombre  entier ,  on  aura =  s, 

&  par  coîiféquent  t  =:  J  j  +  3  :  l'opération  eft  terminée 
ici ,  parce  qu'il  eft  évident  qu'en  prenant  pour  s  tel  nombre 
entier  qu'on  voudra,  on  aura  toujours  pour  t  un  nombre 
entier  tel  que  l'exige  la  question ,  puifqu'il  n'y  a  plus  de 
dénominateur. 

Remontons  maintenant  aux  valeurs  de  *  &  y  :  puifquVm 
a  trouvé  u  =  — *  "~  3    ;  en  mettant  pour  t  fa  valeur  j  s 

•4-  3  »  on  aura  u  =  *°*  '  '  "*"  3  =  6**+  3  :  &  puif- 
qu'on  a  trouvé  *  =  ""z  »  cn  mettant  pour  u  fa  va* 
leur,  on  aura  x  =3  — i-XJJ-XJ.  =  11  *  4.  6  :  enfin, 

puifqu'on  a  trouvé  y  =  -^ ï£-  ,en  fubftmiantpourx 

-      .  1871  +  102  —  5-42 

sa  valeur,  on  aura  y  zz  — - — *— — "-  ss  17/  —  40; 

ainfi  les  valeurs  correfpondantes  de  x  &  de  y  font  x  rx 
lis  -\-  6,  &  y  —  17 j  —  40.  Par  la  première,  on  eft 
libre  de  prendre  pour  s  tel  nombre  entier  qu'on  voudra; 
mais  la  féconde  ne  permet  pas  de  prendre  s  plus  petit  que 
3  ;  en  effet  y  devant  être  pofitif ,  il  faut  que  17  s  foit  plus 
grand  que  40,  ou  que  s  foit  plus  grand  que  fy,  c'eft-à- 
dire,  plus  grand  que  2, 

On  peut  donc  fatisfoire  à  cette  qucftion  d'une  infinité 

de  manières  différentes,  qu'on  aura  toutes  en  mettant  dans 

les  valeurs  de  x  &  de  y,  au  lieu  de  s,  tous  les  nombres 

,  entiers  pofitifs  imaginables  depuis  3   jufqu'à  l'infini  :  ainû 
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pofent  fucceûlvement  s  =  3 ,  *  =  4 ,  *  =  f ,  *  =3  6 , 
i  =  7 ,  &c.  f  on  aura  les  valeurs  contfpondantes  de  x 
&  de  y  comme  il  fuit  : 

x  =  39.  .  .  .y  =  11 
=  50  =28 

=  61  =  4J 

=  72  —62 

=  83 ,  &c.      =  79 

Dont  chacune  eft  telle  qu'en  donnant  le  nombre  de 
pièces  de  17  liv.  défigné  par  x,  &  recevant  le  nombre 
corrcfpondant  de  pièces  de  11  Hv.  défigné  par  y ,  on  paiera 
542  livres. 

Queflîon  féconde.  Faire  741  liv.  en  41  pièces-  de  trois 
effkts;  [avoir  ,  de  24  liv.,  de  19  liv.  &  de  10  #v/tm. 

Soient  x9  y  &  ç  les  nombres  de  pièces  de  chacune  de 
ces  trois  efpèces;  puifqu'on  veut  en  tout  41-  pièces,  ou 
aura ,  i°.  x  +  y  -+•  {  =  41» 

2°.  Chaque  pièce  de  la  première  efpèce  valant  24  liv. , 
le  nombre  x  de  pièces  vaudra  x  fois  24  liv.  ou  24*  ;  pat 
la  même  raifon  y  pièces  de  la  féconde  efpèce  vaudront 
19^,  &  1  pièces  de  la  troifieme  efpèce  vaudront  ioç; 
ainfi  les  valeurs  réunies  des  trois  nombres  de  pièces  diffé- 
rentes, monteront  à  24*  +  19?  +  lo%;  &  comme  elles 
doivent  monter  à  741  livres,  on  aura  24 x  +  19^  -|- 
iO{  =  741. 

Je  prends,  dans  chacune  de  ces  équations  ,  la  valeur 
d'une  même  inconnue,  peu  importe  laquelle;  de  x,  par 

«emple>&),aijg=:4i—  y{>&x  =  74l""^""0I; 

•  24 

j'égale  ces  deux  valeurs,  &  j'ai  41 — y  -  { = T2--Ï2ÏZ121, 
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ou  cbaflânt  le  dénominateur,  984  —  14 y  —  14{  =2  741 
—  içy  —  ioç;  tranipoiant  &  rédm&nt,  on  a  243   ss 

5y  +  Ml- 
le prends  maintenant  la  valeur  de  y  qui  a  le  plus  petit 
coefficient, 8c ?aiy  =  M*  ~  14<  =48  — 1<+  -L=-iî.f 
or  y  &  {  devant  être  des  nombres  entiers ,  il  faut  que 
■  "  *t-  foit  un  nombre  entier:  (bit  donc  t  ce  nombre 
entier;  on  aura    *  "*"  4^   =3  f,  ou  3  —  4{  =  5* ;  donc 

g  -3    ?        ?'■  —  —  t  +   *  """  *  »  >1   ^^   donc   V** 

^*"t  foit  un  nombre  entier  :  foit  u  ce  nombre  :  on  aura 
4 

-2-ZZ —  —  »,  ou  3  —  1  ='  4«,  &  par  confèquent  t  = 

J  —  4«- 
Remontons  maintenant  aux  valeurs  de  y ,  {  &  x. 

Puifqu'on  vient  de  trouver  1  ss    ?  ~  f  '   9  on  aura  en 

menant  pour  t  (a  valeur,  ç  =      ?"!j[T  aog      — 

. ftOM  "~ =   5  u  —  3  ;   &  puifqu'on  a  trouvé  y  =: 

a*43  — •  »4r,  .  en  mettant  pOUr  ^  fa  valeur,  on  aura  y  = 
043  —  70»  +  4^    =    a8y  —  70»  _  f 

Enfin,  puifqu'on  a  trouvé  *  :=  41  —  y  —  {,  on  aura 
x  =  41  —  57  +  14»  —  jk  +  3  =  9K  "—  I3*  Enforte 
que  les  valeurs  correfpondantes  de  *,  y  &  ç,  font  x  = 
9»  —  13,  y  =3  57  —  14a,  &  {  =  ï«  — -  3,  danslet 
quelles  on  peut  mettre  pour  u  ,  tel  nombre  entier  qu'on 
voudra  ,  pourvu  qu'il  en  réfulte  des  nombres  poûtifs  pour 
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*,  y  &  jj  :  or  cette  condition  emporte  ces  trois  autres, 
i°.  Que  90  (bit  plus  grand  que  13  ;  ou  que  u  foit  plus 
grand  que  ■£  ou  if.  20.  Que  57  foit  plus  grand  que  14», 
ou  que  u  foit  plus  petit  que  7^  ;  c'eft-  à-dire ,  plus  petit 
<pt  4-.  3°.  Enfin  que  5»  foit  plus  grand  que  3  ,  ou  u 
plus  grand  que  f ,  ce  qui  ne  peut  manquer  d'arriver  ,  dés 
Qu'on  obfervera  la  première  condition  :  ainfi  le  nombre  des 
(blutions  eft  donc  très-limité ,  &  fe  réduit  à  trois  que  Ton 
trouve,  en  donnant  à  u  pour  valeurs  les  nombres  1,3 
&  4,  qui  font  les  feuls  que  l'état  de  la  queftion  admette. 
On  ne  peut  donc  faire  741  liv.  en  41  pièces  des  trois 
dpèces  propofées,  qu'en  prenant  les  nombres  de  pièces 
marquées  ci-deflbus,  &  qu'on  trouve,  en  mettant  pour  u9 
In  nombres  2,  3  &  4,  fuccefiivement  dans  chacune  des 
Valeurs  de  * ,  y  &  {. 

*  y  l 

j  •  •  •  •  29  •  «  •  •    7 

14  •  •  •  •  13  •  •  •  •  12 

•     23  ...  .     1  •  .  .  .  17 

Dans  le  cours  des  divifions  que  l'on  foit  pour  réduire 
la  valeur  de  l'indéterminée  à  un  nombre  entier ,  rien  n'o- 
blige à  prendre  le  quotient  plutôt  au-deffous  de  fa  véri- 
table valeur ,  qu'au- de  flus.  Il  eft  même  quelquefois  plus 
cxpédirif  de  le  prendre  de  cette  dernière  manière. 

Par  exemple,  fi  j'avois  l'équation  tyy  ==  ça*  +  139» 
tu  lieu  d'en  conclure  y  =  %x  +  7  -+-  '4*  ^ —  en  pre- 
nant 2%  pour  valeur  du  quotient  de  32  x  divifê  par  10, 
en  nombres  entiers ,  je  conclurais  y  :=  3 *  +  7  "~  ï*  ■  -* 

en  prenant  plutôt  3  x  pour  quotient ,  parce  que  ce  quo- 
tient efi  plus  approchant  ,  &  que  l'excédent  5*  dont  je 
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tiens  compte  en  lui  donnant  le  figne  -,  aun  coefficient 
plus  petit ,  ce  qui  ne  peut  manquer  d'abréger  le  calcul.  Je 

fais  enfuite  ""  **     ■ —  =2 u :  &  j'en  conclus  *  =2  — ""  '?*  » 

19  *     >  s 

&  par  la  même  raifon ,  x  =  1  —  4»  +  '■"*"  "  ,  Faiûnt 
-1  "*"  "■  ss  t9  j'ai  enfin  u  es  5*  —  1  ;  ce  qui  achève  la 

folution  plus  promptement  que  fi  j'avois  pris  chaque  quo- 
tient au-deflbus  de  fa  véritable  valeur.  Si  on  remonte, 
comme  ci-deflus,  aux  valeurs  de  *  &  de  y  9  on  trouvera 
x  =  J  —  19*,  &  y  =  ai  — -  Ça*>  qui  en  donnant  à  t 
pour  valeurs,  tous  les  nombres  négatifs  depuis  zéro,  don- 
neront toutes  les  folutions  pofitives  de  l'équation. 

Des  Équations  du  fécond  degré  a  une  feule 
#  inconnue. 

94.  On  appelle  Équations  dû  fécond  degré ,  celles 
dans  lefquelles  1a  plus  haute  puiflance  de  l'inconnue, 
eft  cette  même  inconnue  multipliée  par  elle  -  même , 
ou  élevée  à  fon  quarré.  Ainfi  l'équation  5  x1  =  1 25 , 
eft  une  équation  du  fécond  degré ,  parce  que  dans 
le  terme  9  5  xz  la  quantité  x  eft  multipliée  par  elle- 


même* 


95.  Lorfque  l'équation  ne  renferme  d'autre  puif» 
fance  de  l'inconnue  ,  que  le  quarré  ,  elle  eft  ton- 
jours  facile  à  réfoudre  :  il  fuffit  de  dégager  le  quarré 
de  l'inconnue  ,  de  tout  ce  qui  peut  le  multiplier  , 
ou  le  divifer  ,  ou  des  quantités  qui  peuvent  fe 

trouver 
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trouver  jointes  avec  lui ,  par  les  fignes  +  ou  —  , 
ce  qui  fe  fait  par  les  règles  données  (  5  6  ,  60  & 
64  )  ;  après  quoi  il  n'y  a  plus  qu'à  tirer  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre. 

Par  exemple,  de  l'équation  5**=  125,  je  conclus,  ed 
divifant  par  5 ,  *a  ==  -^zn  25 ,  &  tirant  la  racine  quarrée  de 
chaque  membre  ,  x  =:  y  :  car  il  eft  évident  que  fi  deux  quan- 
tités font  égales ,  leurs  racines  quarrées  feront  auffi  égales , 
&  il  eft  également  clair  que  x  eft  la  racine  quarrée  de  *\ 

Pareillement  fi  j'ai  l'équation  {  **  =  j  x*  +  7  ;  je  chafle 
les  fractions,  &  j'ai  25  x*  =  12  a:* +  105  ;  tranfpofant, 
2jxa  —  12  *4  =3  105 ,  ou  13  **==  105  ;  divifant  par  13  , 
**=:^.;donc*=:v/^ 


Ce  figne  \/  marque  qu'on  doit  tirer  la  racine 
quarrée.  Lorsqu'on  doit  tirer  la  racine  quarrée  de 
la  fraâion ,  comme  dans  le  cas  préfent ,  on  fait  def- 
cendre  les  jambes  du  figne  \f  (  qu'on  appelle  figne 
radical  ) ,  au-deffous  de  la  barre  qui  fépare  les  deux 
termes  de  la  fraâion.  Mais  fi  l'on  n'avoit  à  repré- 
senter que  la  racine  quarrée  de  l'un  ou  de  l'autre 
des  deux  termes  de  la  fraâion ,  le  radical  feroit  tout 
entier  au-deflus  ou  au-deflbus  de  la  barre  de  divi- 
fion  ;  ainfi  pour  marquer  qu'on  veut  divifer  par  3 , 

la  racine  quarrée  de  40 ,  on  écrirait  — — . 

Si  la  quantité  dont  on  doit  tirer  la  racine  quarrée  , 
étoit  complexe ,  on  donnerait ,  au  radical ,  une  queute 
Marine.  Al%lbn%  H 
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qui  recouvrît  toute  la  quantité  ;  par  exemple ,  pour 
marquer  la  racine  quarrée  de  ^at  +  tx ,  on  écrirait 
%/$ab+b\  Quelquefois  au/S ,  fans  donner  une  queue 
au  radical  ,  on  renferme  la  quantité  complexe  , 
entre  deux  crochets ,  qu'on  fait  précéder  du  figne  |/, 
en  cette  manière  f/  (  3  a  b  -f-  Ve  ). 


96.  Nous  avons  vu  (14)  que  lorfque  le  multi- 
plicande &  le  multiplicateur  avoient  tous  deux  le 
même  figne ,  le  produit  a  voit  toujours  le  figne  +  ; 
cela  étant ,  lorfqu'on  a  à  tirer  la  racine  quarrée  d'une 
quantité  qui  a  le  figne  +  >  on  doit  indifféremment 
donner  à  cette  racine  quarrée  le  figne  +  ou  le 
figne  —  ;  ainfi  dans  Téquation* précédente  xx  =s  iç  , 
on  peut  ,  lorfqu'on  tire  la  racine  quarrée ,  dire  éga- 
lement ,  qu  elle  eft  +  5  9  &  qu'elle  eft  —  5 ,  parce 
que  chacun  de  ces  nombres  multiplié  par  lui-même 
reproduit  toujours  +  15;  enforte  que  la  réfolution 
de  l'équation  x1  =  15  s'écrit  ainfi  x  =  ±  ç  ,  ce 
qui  fe  prononce  en  difant  x  égale  plus  ou  moins  f  , 
&  équivaut  à  ces  deux  équations  x  =*  +  5  & 
x  =  —  5. 

Pareillement  pour  la  féconde  équation  ci-deffus, 
on  écritoit  x  =  ±  1/  -rr  (*)• 


(  *  )  On  pourrait  demander  ici 
pourquoi  nous  ne  donnons  pas 
auûl  le  double  figne  dt  au  pre- 


mier membre?  La  réponfe  eft, 
qu'on  le  peut  ;  mais  cela  ne 
mène  à  rien  de  nouveau.  Sa 
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97.  Lorfqu'on  a  à  tirer  la  racine  quarrée  d'une 
quantité  précédée  du  figne  — ,  on  couvre  le  tout , 
du  radical  ,  que  l'on  fait  auffi  précéder  du  double 
figne  rfc  ;  ainfi  fi  l'on  avoit  xz  =  —  4 ,  on  écriroit 
*  =  dr  i/  —  4  ;  &  quoiqu'on  piaffe  tirer  la  racine 
quarrée  de  4 ,  qui  eft  2 ,  il  ne  faudroit  pas  écrire 
x  =3  db  1  :  il  eft  effentiel  ici  de  faire  attention  au 
figne  —  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  radical. 

98.  Lorfqu'une  équation  conduit  ainfi  à  tirer  la 
tacine  quarrée  d'une  quantité  négative  ,  on  peut 
conclure  que  le  problême  qui  a  conduit  à  cette  équa- 
tion eft  impoffible  :  en  effet  une  quantité  négative 
ne  peut  avoir  de  racine  quarrée ,  ni  exaâement , 
ni  par  approximation  ;  car  il  n'y  a  aucune  quan- 
tité foit  pofitive ,  foit  négative  ,  qui  étant  multi- 
pliée par  elle-même  puiffe  produire  une  quantité 

■ 

négative  :  il  eft  bien  vrai  que  —  4 ,  par  exemple , 
peut  être  confidéré  comme  venant  de  +  1  multiplié 


effet  fi  l'on  écrit  ±  x =±  5 1  on 
eo  tire  ces  quatre  équations  +  * 

=  +5>+*=  —  5»  —  *  = 

4-  5  —  *=—  5.  La  dernière  ,  en 
changeant  les  signes  ,  revient  à 
la  première ,  il  en  eft  de  même 
de  la  troifième  ,  relativement  à 
1a  féconde. 

Il  tant  fe  garder  de  confidérer 
la  valeur  de  »  dans  la  première 
équatien  *zz  j  ,  comme  étant 


la  même  que  dans  la  Ceconde  xzz 
—  5  ,  quoique  ces  deux  valeur! 
foient  exprimées  par  le  même 
caractère  ou  la  même  lettre  x  , 
cette  lettre  x  eft  un  figne  par 
lequel  on  repréfente  la  quantité 
que  Ton  cherche  ;  il  peut  défi- 
gner  des  quantités  différentes  , 
comme  le  mot  Écu  défigne  des 
quantités  différentes ,  dans  diffé» 
rens  pays, 
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par  —  t  ;  maïs  ces  deux  quantités  ayant  un  figne 
différent,  ne  font  point  égales ,  &  par  conféquent 
leur  produit  n'eft  pas  un  quarré.  Ainfi,  lorfqu'on 
propofe  de  tirer  la  racine  quarrée  d'une  quantité 
négative ,  on  propofe  une  chofe  abfurde  ;  donc  tout 
problême  qui  fe  réduira  à  une  pareille  opération , 
fera  un  problême  impoffible.  C'eft  à  ce  caraâère 
qu'on  diftingue  rimpoffibilité  des  questions  du  fécond 
degré. 

Au  refte  ,  il  ne  faut  pas  pour  cela ,  regarder  , 
comme  inutile ,  la  confidération  des  racines  quarrées 
des  quantités  négatives  :  il  arrive  aflez  fouvent  qu'une 
queftion  quoique  poflible  n'admet  de  folution  que 
par  le  concours  de  pareilles  quantités  dans  lefquelles 
à  la  fin ,  ce  qu'il  y  a  d'abfurde ,  difparoît.  On  appelle 
ces  fortes  de  quantités  ,  quantités  imaginaires.  Ainfi 
\/  —  a  eft  une  quantité  imaginaire  ;  a  +  y/  —  b 
eft  une  quantité  imaginaire. 

99.  Ce  que  nous  venons  de  dire  fuffit  pour  la 
réfolution  des  équations  du  fécond  degré ,  lorfqu'il 
n'y  a  pas  d'autres  puiffances  de  x  que  le  quarré.  Mais 
outre  le  quarré  de  l'inconnue ,  il  peut  encore  y  avoir 
(  &  cela  arrive  le  plus  fouvent  )  la  première  puif- 
fance  de  l'inconnue  multipliée  ou  divifée  par  quelque 
quantité  connue ,  comme  dans  cette  équation  x*  — 
4*  =  il.  Alors  l'artifice  qu'on  doit  employer  pour 
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féfoudre  l'équation  ,  confifte  à  préparer  le  premier 
membre  de  manière  à  en  faire  un  qiiarré  parfait  : 
cette  préparation  fîippofe ,  avant  tout ,  trois  chofes  ; 
i°.  qu'on  ait  paffé  dans  un  feul  membre  tous  les 
termes  affeâés  de  x ,  &  les  quantités  connues  dans 
l'autre;  cela  s'exécute  par  ce  qui  a  été  dit  (56)  : 
2°.  Que  le  terme  qui  renferme  x1 ,  (bit  pofitif  ;  s'il 
avoit  le  (igné  — ,  on  changèrent  tous  les  (ignés  de 
féqiiation  ,  ce  qui  ne  troubleroit  point  l'égalité  : 
3°.  Que  le  terme  qui  renferme  xz  f  foit  libre  de 
tout  multiplicateur  ou  de  tout  divifeur;  s'il  n'étoit 
point  dans  cet  état ,  on  l'y  améneroit ,  en  multipliant 
tous  les  autres  termes  de  l'équation  par  ce  divifeur , 
&  en  les  divifant  par  le  multiplicateur. 

Par  exemple ,  fi  j'avois  à  réfoudre  l'équation  4  x  —  \  **  zsz 
4—2*,  i°.  je  paflerois  tous  les*  dans  le  premier  membre  * 
en  écrivant  le  terme  x*  le  premier  ,  &  j'aurois  —  }  **  +  4  *  + 
1*11:4  9  °u  —  \**  -\-6*=  4>  a°.  je  changerais  les  fignes 
pour  rendre  #*  pofitif,  &  j'aurois  \  x%  —  6  x  =  —  4  ;  30.  je 
multipKerois  par  5  ,  ce  qui  me  donneroit  3  **  —  30  *  =3  —  20  ; 
enfin  je  divifer ois  par  3  ,&  j'aurois*3--  10*  =  — ^# 

Comme  on  peut  toujours  ramener ,  à  cet  état  9 
toute  équation  du  fécond  degré ,  nous  ne  nous  occu- 
perons aâuellement  que  d'une  équation  préparée  de 
cette  manière. 

ioo*  Cela  pofé ,  pour  réibudre  une  équation  du 
fécond  degré  ,  il  feut  fuivre  cette  règle  : 

Hj 
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Prene^  la  moitié-  de  la  quantité  connue  qui  multiplie 
X  dans  le  fécond  terme  :  élevt[  cette  moitié  au  quatre , 
&  ajoute^  ce  quatre  à  chaque  membre  de  l'équation  ,  ce 
qui  ne  changera  rien  à  l'égalité.  Le  premier  membre  fera 
alors  un  quant  parfait*  Tirt{  la  racine  quarrée  de  chaque 
membre ,  &  faites  précéder  celle  du  fécond  membre  ,  du 
double  fîgne  db  ;  l'équation  fera  réduite  au  premier  degré. 

Quant  à  la  manière  de  tirer  la  racine  quarrée  du 
premier  membre ,  on  tirera  la  racine  quarrée  du  quatre 
de  l'inconnue  9  &  celle  du  quarré  qu'on  a  ajouté  : 
on  joindra  cette  féconde  à  la  première ,  par  le  ligne 
qu'aura  le  fécond  terme  de  l'équation. 

Par  exemple ,  ayant  l'équation**  +  <>*  =  16,  je  prends 
k  moitié  de  la  quantité  connue  6  »  qui  multiplie  *  dans  le 
fécond  terme  :  je  quarre  cette  moitié ,  &  j'ajoute  a  chaque 
membre  le  quarré  9  ;  j'ai  x%  -f-  6  *  -f-  9  zz  2  J  ;  il  ne  s'agit 
plus  que  de  tirer  la  racine  quarrée ,  ce  que  je  fais  en  pre- 
nant la  racine  quarrée  de  x*  qui  eft  x ,  puis  celle  de  9  qui 
eft  3  ;  &  comme  le  fécond  terme  6  x  de  l'équation  a  le 
ligne  + ,  j'«n  conclus  que  x  +  3  »  eft  la  racine  quarrée 
du  premier  membre  ;  quant  à  celle  du  fécond ,  elle  eft  5  ou 
plutôt  (  96  )  ±  5  y  par  conféquent  *-f-  3  =:  ±  5.  Pour  avoir 
* ,  il  ne  s'agit  plus  que  de  tranfpofer ,  &  Ton  aura  x=±  ç  —  3  j 
c'eft-à-dire ,  que  x  a  deux  valeurs  ;  favoir  jc^i+Î— 3  =  a, 
&  *  =  —  y  —  3  =  —  8.  Nous  verrons  ci-après  ce  que  fignifie 
cette  féconde  valeur. 

Pour  entendre  la  raifon  de  cette  règle  ,  il  faut 
fe  rappeler  ce  que  nous  avons  remarqué  (15)» 
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favoir  que  le  quarré  d'une  quantité  compofée  de 
deux  termes  ,  contient  toujours  le  quarré  du  premier 
terme ,  le  double  du  premier  terme  multiplié  par  le 
fécond ,  &  le  quarré  du  fécond. 

Cela  pofé,  lorfqu'il  s'agit  d'ajouter  à  une  quan- 
tité telle  que  x%  +  6  x ,  ce  qui  eft  néceffaire  pour 
en  faire  un  quarré  parfait ,  il  faut  remarquer  i  °.  que 
cette  quantité  contient  déjà  un  quarré  x1  qu'on  peut 
confidérer  comme  le  quarré  du  premier  terme  x 
d'un  binôme*  2°.  Qu'on  peut  toujours  confidérer  le 
ferme  fuivant  6x  ,  comme  étant  le  double  de  x 
multiplié  par  une  autre  quantité.  30.  Que  cette  autre 
quantité  eft  nécefTairement  la  moitié  de  6  multi- 
plicateur de  x.  Il  ne  manque  donc  plus  que  le  quarré 
de  cette  féconde  quantité ,  c'eft-à-dire ,  le  quarré  de 
la  moitié  du  multiplicateur  de  x  dans  le  fécond 
terme.  On  voit  que  ce  raifonnement  eft  général ,  * 
quel  que  foit  le  multiplicateur  de  x. 

Qu^nt  à  la  règle  que  nous  donnons  en  même 
temps  pour  extraire  la  racine  quarrée  du  premier 
membre  ,  elle  eft  également  une  fuite  de  la  forma- 
tion  du  quarré  ;  puifque  les  deux  quarrés  extrêmes 
qui  fe  trouvent  dans  le  quarré  d'un  binôme  étant 
les  quarrés  des  deux  termes  de  la  racine  ,  il  eft 
évident  qu'il  ne  s'agit  que  de  tirer  féparément  les 
racines  de  ces  deux  quarrés,  pour  avoir  ces  deux 
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termes.  Maïs  on  doit  donner  au  fécond  terme  de 
la  racine  le  même  ligne  qu'a  le  fécond  terme  de 
l'équation,  parce  que  de  même  que  le  calcul  fait 
voir  que  le  quarré  de  a  «+•  b  eft  a%  +  xab  +  bz9- 
de  même  il  fait  voir  que  le  quarré  de  a  —  b  eft 
az  —  xab  +  b1. 

Application  de  la  Règle  précédente  ,  a  la 
Réfolution  de  quelques  que/lions  du  fécond 
degré. 

10 1.  De  quelque  degré  que  doive  être  l'équation  , 
il  faut  toujours ,  pour  mettre  la  queftion  en  équation, 
faire  ufage  de  la  règle  que  nous  avons  donnée  (67)» 

Queftion  première  :  Trouver  un  nombre  tel  que  fi  à  fin 
quarré,  on  ajoute  8  fois  ce  même  nombre  t  le  tout  faffe  33  ? 

Si  je  connoiflbis  ce  nombre,  que  j'appelle  x,  il  eft  évi- 
dent que  j'en  prendrais  le  quarré  xa;  qu'à  ce  quarré,  j'a- 
jouterois  8  fois  ce  nombre,  c'eft-à-dire,  8*,  &  que  le  tout 
x*  +  8*  formeroit  33  ;  il  faut  donc  que  x%  +  8*  =2  33. 

Pour  réfoudre  cette  équation ,  j'ajoute  à  chaque  membre 
le  nombre  16 ,  qui  eft  le  quarré  de  la  moitié  du  nombre 
8  qui  multiplie  x  dans  le  fécond  terme  «  &  j'ai  xa  +  8* 
+  16  =  49;  équation  dont  le  premier  membre  eft  un 
quarré  parfait.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre, 
en  obfervant  la  régie  donnée  (100),  &  j'ai  x  -f  4  ==; 
±7;  par  conféquent  x  =  ±  7  —  4 ,  qui  donne  ces 
deux  valeurs  dex,  x  =  +  7— 4S=3,&x=— 7 
—  4  =  —  u# 


de   Mathématiques.        ut 

De  ces  Jeux  valeurs,  la  première  fatisrait  a  la  queftion, 
puifque  9  qui  eft  le  quarré  de  3 ,  étant  ajouté  à  8  fois  3 
ou  24,  fait  33.  A  l'égard  de  la  féconde,  comme  elle  eft 
négative,  elle  indique  qu'il  y  a  une  autre  queflion  dans  la- 
quelle prenant  x  dans  un  fens  tout  contraire,  la  folution 
feroit  11  ;  c'eft-à-dire ,  que  la  féconde  valeur  de  x  doit 
iàtisfaire  à  cette  autre  queftion  :  Trouver  un  nombre  tel  que  fi 
de  fin  quarré ,  on  retranche  8  fois  ce  même  nombre ,  U  refit  fou  33:' 
ce  qui  eft  en  effet,  car  le  quarré  de  11  eft  121 ,  &  8  fois  11 
font  88 ,  lefquels  retranchés  de  121 ,  il  refte  33. 

Pour  confirmer  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  quantités 
négatives  (  70  )  ,  remarquons  que  cette  féconde  queftion  mife 
en  équation,  donne  x1 — 8%  =  33,  laquelle  étant  réfolue 
félon  la  règle ,  donne  x  ~  ±  7  +  4  »  c'eft-à-dire,  ces  deux 
valeurs*  =  1 1  &  *  =  —  3,  qui  font  précifément  le  contraire 
de  celles  de  la  première  queftion. 

102.  On  voit  par-là  qu'une  équation  du  fécond  degré ,  à 
une  feule  inconnue ,  a  toujours  deux  folutions.  Car  les  deux 
valeurs  11  &  —  3  fubftituées,  au  lieu  de  x,  dans  l'équa- 
tion x* —  8  x  zz  33  ,  la  réfolvent  également ,  c'eft-à-dire  f 
réduifent  également  le  premier  membre  à  33.  On  vient  de 
le  voir  pour  11.  A  l'égard  de  — 3 ,  fon  quarré  eft  +  9; 
&  8  fois  —  3  ,  font  —  24 ,  qui ,  retranchés  de  +  9 ,  donnent 
+  9  +  24 ,  félon  ce  qui  a  été  enfeigné  (  1 1  )• 

Mais  on  voit  en  même  temps  que  fi  toute  équation  du 
fécond  degré  a  deux  folutions ,  il  n'en  eft  pas  toujours  de  même 
de  la  queftion  qui  a  conduit  à  cette  équation  ;  car ,  dans  le  cas 
préfest,  la  féconde  valeur  —  3 ,  ne  réfout  que  la  queftion 
contraire.  Au  refte  ;  il  arrive  fouvent  que  les  deux  folutions 
de  l'équation ,  font  aufK  toutes  deux ,  folutions  de  la  queftion* 
Nous  en  verrons  un  exemple  dans  la  troifiême  queftion. 
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Qneftion  féconde.  On  devoit  partager  175  livres  tntrt  un  cet- 
tabi  nombre  de  ptr forints  ;  mais  il  y  m  a  deux  d*abfentes  &  fur, 
far  cette  raifon ,  ne  doivent  pas  avoir  part»  Cette  circonfiance 
augmente  de  10  livres  la  part  de  chaque  préfent  ;  on  demande  corn- 
Ken  il  dévoie  £  abord  y  avoir  de  partageons. 

S  je  favois  quel  eft  ce  nombre,  je  diviferob  175  par  ce 
nombre,  pour  connoîrre  combien  chacun  aurait  eu,  fi  toutes 
les  perfonnes  euflent  été  préfentes.  Je  diviferois  enfuite  par 
ce  même  nombre  diminué  de  2,  pour  connoitre  combien 
chaque  partageant  aura  réellement;  enfin  je  verrois  fi  en 
étant  10  livres  de  ce  fécond  quotient ,  le  refte  eft  égal 
au  premier.  Imitons  ces  opérations ,  en  repréfentant  par  x  le 
nombre  cherché. 

Si  tous  étoient  préfens ,  chacun  aurok  donc  —  ;  mais 
s'il  manque  deux  perfonnes,  chaque  partageant  aura  -™-  • 
puis  donc  que  ce  dernier  nombre  doit  être  plus  grand  de 
10 ,  que  le  premier,  il  faut  que  -'j^  —  io=  —  • 

Pour  réfoudre  cette  équation ,  je  chafle  les  dénominateurs  ; 
&  félon  la  remarque  faîte  (66),  j'écris  175* —  10  xX 
( *  —  1  )  =1  175 X  (*  —  a),  puis  faifant  les  opérations  indi- 
quées, fai  175  x  —  loxx-f-  aox  =  175* —  350;  fuppri- 
mant  17 5  x  de  part  &  d'autre  :  puis  changeant  les  fignes  ( 99) , 
on  a  ioxx  — iox  =:  350;  enfin  divifant  par  10,  il  vient 
xx  —  ix  =3 3 5  ,  équation  à  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que 
d'appliquer  la  règle  donnée  (  100  )•  Je  prends  donc  la  moitié 
—  1  du  multiplicateur—  ide  x.  Je  quarre  cette  moitié  ;  ce 
qui  me  donne  + 1 ,  que  j'ajoute  à  chaque  mernbre ,  &  j'ai 
x%  —  2  x+ 1  =  36  ;  tirant  la  racine  qttarrée  »  j'ai  x  —  1  = 
±6,  &  par  conféquen t  x  ==  ±  6  +  1 ,  qui  donne  x  ==  7  & 
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*  =  — 5.  La  première  efl  le  nombre  cherché:  car  175 
divifé  par  7 ,  donne  25  ;  &  175  divifé  par  7  —  2  ou  j  9 
donne  3f  qui  excède  25  de  10»  Quant  à  la  féconde  ,  elle 
réfout  la  queftion  où  l'on  fuppoferoit  qu'il  s'agit  de  partager 
175  livres  avec  deux  nouveaux  furvenus  »  &  que  cette  cir- 
conAance  diminue  de  10  livres  la  part  que  chacun  auroit  en 
(ans  cela* 

Queftion  troifiéme.  Un  homme  achète  un  cheval ,  qu'il  vend \ 
au  bout  de  quelque  temps ,  pour  24  piflohs.  A  cette  venu ,  il  perd 
autant  pour  cent  que  le  cheval  lui  avoit  coûté*  On  demande  combien 
Ul'avoa  acheté?  . 

Si  Ton  me  difoit  ce  que  le  cheval  a  coûté  ,  je  vérifieroîs  ce 
nombre  en  cette  manière.  Je  le  retrancherois  de  100,  &  je 
ferois  cette  règle  de  trois  :  Si  100  fe  réduifent  au  nombre 
que  vient  de  me  donner  la  fouftraâion,  à  combien  le 
nombre  prétendu  dbit-il  fe  réduire  i  Ayant  trouvé  ce  qua- 
trième  terme,  il  devroit  être  égal  a  24. 

Nommons  donc  x  le  nombre  cherché,  c'eft-à-dire,  le 
nombre  de  piftoles  que  le  cheval  a  coûté.  Alors  puifque 
100  font  fuppofés  fe  réduire  à  100  —  x  ;  je  trouverai  à 
combien  x  doit  être  réduit ,  en  faifant  cette  règle  de  trois, 

100  !  iqo  —  *::*:;  le  quatrième  terme  fera  v  I0°"  *}% 

(Arith.  179)  ou  — *  —  **  .  p^  jonc  qU»on  fuppofe  que 

m  OU 

le  prix  du  cheval  a  été  réduit  à  24  piftoles ,  il  fout  que 

100    =»» 

Pour  réfoudre  cette  équation  ,  je  chafle  le  dénominateur, 
&  j'ai  100  x  —  xx  S3  2400,  ou  en  changeant  les  fignes 
xx  —  100 x  =—  2400.  Je  prends  donc  (  100)  la  moitié 
de  — 100  qui  eft  —  50  ;  je  Félève  au  quarré,  ce  qui  me 
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donne  +  M00  *  ajouter  à  chaque  membre.  L'équation  de» 
Tient  **—  floo*+  2500=  2500  —  2400=  100;  tirant  la 
racine  quarrée,  j'ai  x  —  50  =  ±  10  ,  &  par  conféquent, 
x  =  50  ±  10,  qui  donne  ces  deux  valeurs  *  =  60  & 
x  =  40  ,  dont  chacune  réfout  la  queftion  ;  enforte  que  le 
prix  du  cheval  peut  .également  avoir  été  de  60  ou  de  40 
piftoles;  l'énoncé  de  la  queftion  n'eft  pas  fuffifant  pour  dé» 
terminer  lequel  de  ces  deux  prix  a  eu  lieu.  Si  l'on  veut 
vérifier  ces  deux  (blutions,  on  verra  qu'en  fuppofant  que 
le  cheval  a  été  acheté  60  piftoles,  puifqu'alors  100  fe  ré- 
duifent  à  40 ,  60  fe  réduiront  à  24.  Et  dans  le  fécond  cas  9 
en  verra  de  même  ,  que  100  fe  réduifant  à  60 ,  40  fe  rédui- 
ront à  24. 

103.  Dans  les  queftions  précédentes ,  l'équation  a  eu  deux 
folutions,  l'une  pofitive ,  l'autre  négative.  Dans  la  dernière, 
elle  en  a  deux  pofirives.  Die  peut  en  avoir  auffi  deux 
négatives.  Mais  cela  n'arrive  que  lorfque  l'énoncé  de  la 
queftion  eft  vicieux  ;  car  alors  chacune  de  ces  deux  folutions 
négatives,  indique  (70)  que  l'inconnue  doit  être  prifedans 
Un  fens  tout  oppofé  à  celui  de  l'énoncé.  Par  exemple  ,  fi 
Ton  propofoit  cette  queftion  ;  Trouver  un  nombre  tel  que 
fi  à  fon  quarré  on  ajoute  neuf  fois  ce  même  nombre ,  & 
encore  le  nombre  50 ,  le  tout  fafle  30  ;  cette  queftion  mife 
en  équation  donnerait  x*  +  9  x  +  50  ==  30  ,  qui  en  fuivant 
les  règles  données  plus  haut,  deviendrait  fucceflivement 
**+  9*  =  — 10,  *a+9*+~-=:^  —  ao  =  i;tirant 
la  racine  quarrée  x  ■+-  ?  =  ±  \  ,  qui  donne  xzz  — *  +  7  — 
—  4 ,  &  *  =  —  *  —  £  =  —  5.  Ce  qui  indique  que  la 
queftion  doit  être  changée  en  cette  autre  :  Trouver  un 
nombre  tel  que  fi  après  avoir  ajouté  50  à  fon  quarré,  on 
retranche  du  tout ,  9  fois  ce  même  nombre  demandé  ,  il 
refte  30. 
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104.  L'Algèbre  a  donc  cet  avantage  ,  que  non- 
feulement  elle  réfout  les  queftions  ,  maïs  elle  fait 
encore  diftinguer  fi  elles  font  bien  ou  mal  propofeés  ; 
&  fi  elles  font  impofllbles ,  elle  le  fait  connoître  auffi  : 
nous  en  avons  déjà  donné  le  caraftère  (98). 

Si  Ton  en  veut  un  exemple ,  il  n'y  a  qu'à  réfoudre  la 
queflion  troifième  ;  en  y  fuppofant  vingt-fix  piftoles  au  lieu 

de  vingt-quatre.  L'équation  fera    lop*  "~  **  ,  =  2gf  ou 

100*  —  xx  ==  2600,  ou  xx  —  ioox  =  —  2600,  qui, 
félon  la  règle  (100),  devient  xx  — •  100*  -f-  2500  ==: 
2500  —  2600  =  —  100 ,  tirant  la  racine  quarrée  x  — 
50  =  rfc  •  —  100,  &  enfin  x  =  50  ±  V  —  100  ;  or 
nous  avons  vu  (98)  que  la  racine  quarrée  d'une  quantité 
négative  eft  impoffible. 

Queflion  quatrième.  Deux  ptrfonnts  fi  font  réunies  dans 
un  commerce  :  l'une  a  mis  30  louis  qui  ont  rejlé  17  mois  dans 
la  fociété»  Le  fécond  n'a  fourni  fis  fonds  qu'au  bout  de  $  mois; 
ceft-à-dire,  qiiils  n'ont  été  que  12  mois  dans  la  fociété.  Ces 
fonds  que  l'on  ne  connoît  point ,  font,  avec  le  gain  qui  lui  rem 
vient ,  26  huis.  Le  gain  total  a  été  de  18  louis  b  \\  on  de- 
mande et  que  le  fécond  avoit  mis ,  £•  combien  chacun  a  gagné  ? 

La  queftion  fe  réduit  à  trouver  la  mife  du  fécond  $  car 
il  efl  évident  que  le  gain  de  chacun  fera  facile  à  trouver 
enfuite.  Représentons  cette  mife ,  ou  le  nombre  de  louis  de 
cette  mife,  par  x.  Puifque  les  30  louis  du  premier  ont  été 
170101$ dans  la  fociété, ïls  doivent  lui  avoir  produit  autant 
que  produiraient  17  fois  30  louis  ou  510  louis  pendant  un 
mois.  Pareillement,  puifque  la  mife  x  du  fécond  a  été  12 
mois  dans  la  fociété ,  elle  doit  lui  avoir  produit  autant  que 
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12  fois  x  de  louis  oum  produiraient  pendant  un  mois; 
amfi,  on  peut  regarder  la  fociété,  comme  n'ayant  duré 
qu'un  mois,  mais  en  fuppofant  que  les  mifes  aient  été  510 
8ci%x  ;  cela  étant ,  pour  favoir  ce  que  le  fécond  doit  ga- 
gner ,  il  faut  {Arith.  197)  calculer  le  quatrième  terme  de 
cette  proportion  510  +  12*  l  18*::  12*  : 

Ce  quatrième  terme   fera  ; — î-  f  qui  revient  à 

^  jio  -4-  n* 

-  ^* —  ;  or  il  eft  dit  dans  la  queflion  que  le  gain  du 

fécond  &  (a  mife  x  font  16  louis  :  donc ^-^ —  + 

*  =  26. 

Pour  réfoudre  cette  équation  ,  chaftbns  le  dénominateur  » 

&  nous  aurons  225*  +  *(S10  +  12X)  —  *&  (S10 
+  12%),  ou,  en  fàifant  les  multiplications  indiquées, 
225 x  -f-  5iox  +  nxx  =  13260  +  312».  Tranfpofant 
&réduifant,  on  a  12**  +  423  *  =  13260;  divifant  par 
l%9  x*  +  *gx  =  ng*  qui  fe  réduit  à  **  +  ^x  =3 

1x05  ;  prenant  donc  la  moitié  de  ^,  qui  eft  -41  ;  élevant 
cette  moitié  au  quarré,  &  rajoutant  à  chaque  membre,  on 
aura  *  -f-  -5-*  -+-  -^-  —  -^ff — |-  1105  —  «T*»  cn 
réduifant  uoj  en  fraâion.  Tirant  donc  la  racine  quarrée, 

on  aura  x  +  ^  =  ±  \^^~  —  ±  *F;  donc  *  = 

—  -41  ±  H1;  qui  donne  pour  la  feule  valeur,  qui  fatû> 
6ffe  à  la  queflion,  x  =3  ~  l4lg+  *01   =  i£  =  ao  ; 

la  mife  du  fécond  étoit  donc  de  20  louis  s  par  conféquent 
fon  gain  étoit  de  6,  &  celui  du  premier  de  12J. 

105.  À  regard  des  équations  littérales ,  la  règle 
eft  ahfolument  la  même.  Si  l'on  avoiî  à  réfoudre 
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l'équation  abx  —  axx  t=  bzc  ;  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  (  99  &  100  )  ,  je  changerois  cette 
équation  en  a xx  —  abx  =  —  b2e ,  puis  en  xx  — - 

ix  = —  ;  j 'ajout erois  à  chaque  membre  le 

quarré  de £■  ;  c'eft-à-dire  ,  +  —  ,  &  j'aurois 

»        .      bb  bb  ***.*:       A  i  • 

xx  —  bx  +  — -  = ;  tirant  la  racine 

4  4  a 

«paire.,  j'ai  *  -  -f  =±  j/(Ji _ -tL) , 
&  «fia  .  =  i-  ±  ,/(.£  — tî.). 

106.  Lorfque  l'équation  eft  littérale  ,  elle  peut 
fe  préfenter  (bus  une  forme  plus  compofée  que  nous 
ne  l'avons  vue  jufqu'ici  ;  mais  on  peut  toujours  la 
ramener  à  trois  termes  en  cette  manière. 


Soît  l'équation  ax*  +  bcx  —  a*b  =  bx*  —  a b%  — 
dcx.  Je  paffe  dans  un  feul  membre  tous  les  termes  affeâés 
de  *,  en  obfervant  d'écrire  de  fuite,  tous  ceux  qui  ont  les 
mêmes  puiflances  de  x9  &  j'ai  ax%  —  bx*  +  bcx  +  *c* 
zi  a*b  —  ab*.  Je  remarque,  a  préfent,  que  ax*  —  bx% 
n'efl  autre  chofe  que  (<*  —  b)  X  **»  ou  (*  —  *)**« 
pareillement  bcx  +  ***  ne^  autre  chofe  que  (ic  + 
*c)x9  enforte  que  l'équation  ax*  —  bx%  +  ***  +  *c* 
S  ***  —  tfP  peut  s'écrire  ainfi  (a  —  b)x*  +  (bc  + 
de)  x  =  a*i  —  **£*;  or  les  quantités  a,  b9  e  étant  des 
quantités  connues,  on  doit  regarder  *—  b9  bc  -\-  ac9  & 
**4  —  4**  comme  des  quantités  toutes  connues  ;  on  peut 
donc ,  pour  abréger  f  repréfènter  chacune  de  ces  quantités 
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par  une  feule  lettre >  &  fuppofer  a  —  b  =  m,  be  +  ae 
=  n9  a*b  —  ab*  =  p9  &  alors  l'équation  eft  réduite  à 
ni1  +  nx  ss  />,  qui  eft  dans  le  cas  des  précédentes,  & 
qui  étant  réfolue  fuivant  les  mêmes  régies ,  deviendra  fuc- 

ceffivement  **  4-  —#  =  -£- ,  puis  x1  +  —  x  4- 
—  *"■  =2  — 2-^.  -f-  -£-  f  en  ajoutant  le  quatre  de  la  moitié 
de  —,  c'eft-à-dire,  de  — —  j;  tirant  la  racine  quarrée, 


n 


107.  Au  refte  on  ne  fait  ces  fortes  de  transformations 
que  lorfque  le  calcul  qu'on  auroit  à  faire  fans  elles ,  feroit 
trés-compofé;  car  dans  ce  même  exemple,  après  avoir  mis 
l'équation  propofée,  fous  Ja  forme  (<*  —  b)  x*  -\-  {bc 
+  ac)  x  =z  a*b  —  ab* s  on  peut  la  traiter,  fans  trop  de 
calcul ,  comme  les  précédentes  ,  en  divifant  d'abord   par 

,  ,i  4     ,        bc  -l*  ac  a%b  —  ab* 

*  —  b%  ce  qui  donne  x%  •+-      almi    *  == ZTT —  * 

maintenant  il  faut  ajouter  de  part  &  d'autre  le  quatre  de 
h  moitié  de  he  +  V  ,  c'eft-à-dire ,  le  quarré  de  hc  +  acL  . 
mais  on  peut  fe  contenter  de  l'indiquer  en  cette  manière 

(■feiS)'  =  (-sis)' + -4^  »  *-  >• 

racine  quarrée,  on  aura « 

-  +  ISs = *  i/lGës  )"  +  4=^] , 

108 
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10S.  Quoiqu'on  puifle  ,  lorfqu'on  a  conclu  la 
valeur  de  x,  laifler  le  radical  dans  l'état  oh  il  eft, 
jufqu'à  ce  qu'on  vienne  aux  applications  numériques  ; 
néanmoins,  il  peut  être  fouvent  utile  de  lui  donner 
une  forme  plus  Ample ,  en  réduifant  au  même  dé- 
nominateur les  deux  parties  qui  fe  trouvent  fous  ce 
radical.  Sur  quoi  il  faut  obferver  qu'on  peut  fou- 
vent  les  réduire  au  même  dénominateur  d'une  manière 
plus  (impie  que  par  la  règle  générale  donnée  (47)9 
&  cela  en  fe  conformant  aux  observations  que  nous 
avons  faites  (48). 

Prenons  f  pour  exemple  ,    j/Y-^L-  +  JL\  .  pour 

réduire  à  un  même  dénominateur  les  deux  quantités - 

&  — ,  j'obferve  que  leurs  dénominateurs  aâuels  ont  un 
fiâeur  commun  m,  &  que  par  conséquent >  fi  je  mulripliob 
les  deux  termes  de  la  fraâion  —  ,  par  4m  qui  eft  le  fe- 
cood  faâeur  du  premier  dénominateur ,  alors  elle  auroit  le 
même  dénominateur  que  cette  première  fraâion;  c'eft  pour* 
Rechange  ^(-£r  +  £-  )«  ^(J^t^), 
V  comme  le  radical  marque  qu'il  faut  tirer  la  racine  qaarrée  de 
la  fraâioa,  c'eft-à-dire  (Arith.  142)  du  numérateur  &  du 
dénominateur;  je  tire  celle  du  dénominateur  qui  eft  un 
quatre;  &  j'ai        n  "*"  4^w-  ;  ainfi  dans  l'équation  ci-deflus 

où  nous  avons  trouvé  *  =  -=~-  ±  |/(-f^  +  -f)  f 

ou  peut  changer  cette  valeur  de  x  en  cette  autre  x  s 
Marin*.  Algtbn.  I 
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Hi  +  ...    \n  T  V m/      ou  à  caufe  du  dénominateur 

-*±  l/(»*  4-  4P») 

commun  amt  en  cette  autre  x  =  v — J--2x — 1 

De  V Extraction  de  la  racine  quarrée  des 

quantités  littérales* 

109.  La  réfolution  des  équations  du  fécond  degré 
conduit  donc  ,  comme  nous  venons  de  le  voir ,  à 
extraire  la  racine  quarrée  des  quantités ,  foit  numé- 
riques ,  foit  littérales.  Nous  n'avons  rien  à  ajouter 
à  ce  que  nous  avons  dit  des  premières  en  Arith- 
métique. Nous  allons  parler  des  dernières. 

Lorfqu'il  a  été  queftion  de  la  multiplication  des 
quantités  monômes  (  1 8  )  ,  nous  avons  dit  que  le 
produit  renfermoit  toutes  les  lettres  du  multiplicande 
&  toutes  celles  du  multiplicateur  ;  or ,  lorfqu'on  élève 
une  quantité  au  quarré ,  le  multiplicande  &  le  mul- 
tiplicateur font  les  mêmes  ;  donc ,  dans  un  quarré 
monôme ,  chacune  des  lettres  de  la  racine  doit  être 
deux  fois  falteur  ;  donc  Pexpofant  de  chacune  des 
lettres  d'un  quarré  monôme  doit  être  double  de 
celui  des  mêmes  lettres  dans  la  racine  ;  donc  pour 
avoir  la  racine  quarrée  d'une  quantité  monôme ,  il  faut 
donner  à  chacune  des  lettres  de  cette  quantité ,  un  expo-' 
faut  moitié  moindre  ;  fuivant  cette  règle  ,  la  racine 
quarrée  de  a  *  eft  a ,  celle  de  a6  eft  c? ,  celle  de  a1 12  cz 
eu  abc,  celle  de a+bU%  eft  azbU\ 
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i  io.  S'il  fe  trouvoit  un  expofant  impair ,  ce  feroit 
donc  on  figne  que  la  quantité  propofée  n'eft  point 
un  quarré  parfait  ;  alors ,  en  fuivant  la  règle  ,  il 
refteroit  un  expofant  fraâionnaire  qui  défigneroit 
qu'il  refte  à  tirer  la  racine  quarrée  de  la  quantité 
qui  auroit  cet  expofant.  Ainfi ,  la  racine  quarrée  de 

ih% â  eft  a b*c%  ou  abb*c*  :  car  on  peut  conû- 
dércr  azb3<?  comme  azb*bc\ 

L'expo&nt  fraâionnaire  a  donc  ici  le  même  ufage 

que  le  ligne  \/  ;  ainfi  abb*  cl ,  ou  (  ce  qui  eft  la 

même  chofe)  abczb*  équivaut  à  abc2,  |/  b.  Donc 
réciproquement ,  fi  une  quantité  monôme  eft  affec- 
tée du  figne  y/y  on  pourra  fupprimer  ce  radical , 
pourvu  qu'on  prenne  la  moitié  de  chacun  des  ex- 
pofàns. 

ni.  Cette  remarque  fert  à  Amplifier  les  quantités 
affe&ées  du  figne  y/ ,  lorfque  cela  eft  poflible.  Par 
exemple,  la  quantité  \/axb*  c  étant  la  même  chofe 

<pxea*b*c*9  fe  réduit  à  abb*c~9  ou,  en  remettant 
le  radical  9  au  lieu  des  expofans  fr^âionnaires ,  à 
ab  y/bc.  De  même  \/a5b+c\  fe  réduit  à  azbzc 
\/ac9  en  confidérant  a*  b+à  comme  a+b+c%ac9  &C 
prenant  la  moitié  des  expofans  4 ,  4  &  z.  On  trçu- 

▼en  de  même  que  y?--  Ce  réduit  à  a  y  -y-  ;  ou  bien 

I  x 
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fi  Ton  multiplie  le  numérateur  &  le  dénominateur 
par  /,  fe  réduit  à  a  j/  jf ,  ou  enfin  à  y-  y/  a f. 

ni.  On  voit  donc  que  pour  faire  fortîr  hors  du 
radical  les  fadeurs  que  l'on  peut  en  faire  fortir ,  il 
faut  prendre  la  moitié  des  expofans  de  ces  faveurs. 
Au  contraire  pour  faire  entrer  fous  le  radical  un 
faôeur  qui  feroit  au  dehors ,  il  faudra  doubler  l'ex- 
pofant  de  ce  fadeur ,  c'eft-à-dire ,  élever  ce  fadeur 
au  quarré.  Âinfi  a  y/  b  peut  être  changé  en  \/azS; 

A   V  —  Peut  être  changé  en  y/-î—  qui  fe  réduit 

à  \/ab.  De  même  (a  +  b)  y/c  peut  être  changé 
cjn  \/  (a  +  h)*  c. 


113.  Jufqu'ici  nous  n'avons  pas  eu  égard  au 
cient.  S'il  y  en  avoit  un  ,  &  qu'il  fut  un  quarré 
parfait,  on  en  tireroit  la  racine  quarrée  félon  les 
règles  de  l'Arithmétique  ;  ainfi  y^9 a z  &  devient 
3  aby/b.De  même,  ^lox+ifPc  devient  }iaby/bc* 

114*  Mais  fi  le  coefficient  n'étoit  point  un  quarré 
parfait ,  il  faudrait  voir  s'il  ne  peut  pas  être  décom- 
pofé  en  deux  fadeurs  dont  l'un  foit  un  quarré  parfait 
dont  on  tireroit  la  racine ,  &  on  laifleroit  l'autre 
fous  le  radical  ;  c'eft  ainfi  que  \^jfiazbl  fe  réduit 

à  44*  1/3  *»  para  que 48  étant  =  16x3  >  */  48 azt* 
=  \/i6X)a:Lb*,  0VL  =  \Si6a%b%X}l>~4ab\/}6m 
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On  trouvera  de  même  que  /ju^i2  fe  réduit  à 
16  ab  y/  la. 

115.  Si  la  quantité  affe&ée  du  figne  radical ,  eft 
complexe ,  &  n'cft  point  un  quarré  parfait ,  il  faut 
examiner  fi  elle  ne  peut  pas  être  décomposée  en? 
deux  faâeurs  ,  dont  l'un  feroit  un  quarré  parfait  ; 
alors  on  tireroit  la  racine  de  celui-ci ,  &  on  laiffe- 
roit  Pautre  fous  le  radical.  Lorfque  le  fafteur  quarré, 
s'il  y  en  a ,  eft  monôme  ,  il  eft  toujours  facile  à 
appercevoir.  Par  exemple,  dans  la  quantité  |/  (  4  a1  b% 
—  ^azb3  +  6bs  ) ,  je  vois  que  b1  eft  fadeur  de 
tous  les  termes ,  enforte  que  cette  quantité  équivaut 
à  cette  autre  \/  [  (  4a1  —  5  a*b  +  6  b*  )  X  *2  ]  ;  je 
lire  donc  la  racine  quarrée  de  b1  %  &  j'ai  b  y/  (  4  a3  *—•> 
)a2b  +  6b*). 

-  1 16.  Mais  lorfque  ce  fadeur  quarré  doit  être  com- 
plexe ,  ou  lorfque  la  quantité  complexe  qui  eft  fous 
le  radical ,  eft  elle-même  un  quarré  >  il  faut  bien  fe 
garder,  pour  en  avoir  la  racine ,  de  tirer  féparément 
la  racine  quarrée  de  chacun  des  termes  qui  la  corn- 
pofent.  Par  exemple ,  fi  l'on  avoit  a 2  -+•  b%  ,  on  le 
tromperait  beaucoup  fi  Ton  prenoit  a  +  b  pour  cette 
racine ,  puifque  le  quarré  de  a  •+•  b  n'eft  pas  a 2  +  b*9 

mais  <r  +  xab  +  b1  (15 )•  tf*  +  **  n*a  P°*nt  ^e 
racine  exacte  en   lettres.  Voici  U   méthode   qu'il 

13 
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faut  fu ivre  lorfque  la  quantité  complexe  propofée  eft 
fufceptible  d'une  racine  exaâe. 

117.  Soit  donc  la  quantité  60  a  b  +  36**  +  15**.  Pour 
en  avoir  la  racine  quarrée,  j'ordonne  les  ternies  de  cette 
quantité  par  rapport  à  Tune  de  fes  lettres  :  par  rapport  à  a , 
par  exemple, 

364*  +  6oab  +  15**   Ç    6a  +  <)b  Racine 
—  36** 


+  6oab  +  aj*a 
—  6o*£  —  ifb* 


lia  +  5* 


Je  prends  la  racine  quarrée  du  premier  terme  36**,  la- 
quelle eft  6  a  que  j'écris  à  côté  de  la  quantité  propofée. 

7e  quatre  cette  racine  &  j'écris  le  quarré  360*  fous  le 
premier  terme ,  avec  le  figne  — - ,  pour  le  retrancher.  La 
réduâion  faite,  il  refte'  +  60  a  b  -f-  aj£\ 

Sous  la  racine  6a  j'écris  fon  double  \%a  que  j'emploie 
pour  divifer  le  premier  terme  60  a  b  de  la  quantité  refonte 
6oab  -\-  45  £\  Je  trouve  pour  quotient  +  $b  que  j'écris 
1  la  Alite  de  la  racine  6a,  &  j'ai  6a  -f-  56  pour  la  racine 
cherchée  ;  mais  pour  confirmer  cette  opération ,  f  écris  auffi 
le  quotient  %b  que  je  viens  de  trouver,  a  côté  de  ixa9 
&  je  multiplie  le  total  12  a  +  fb  par  ce  même  quotient 
5*  ;  je  porte  à  mefure  ,  les  produits,  fous  la  quantité 
60  a  b  -f-  256*,  en  obfervant  de  changer  les  fignes  de  ces 
produits  ;  faifant  enfuite  la  réduâion ,  il  ne  refte  rien  ;  j'en 
conclus  que  la  racine  trouvée  6*  -f-  56  eft  la  racine  quarrée 
exaâe  de  36a*  +  6oab  ■+*  i$b\ 
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Prenons  pour  fécond  exemple,  la  quantité  96*  —  nab 
+  16c2  +  44*  +  i6ac  —  24*c.  J'ordonne  cette  quantité 
par  rapport  à  la  lettre  a,  &  j'ai 

4*1— •i2<t$  +  i6tfc+9&*  — 14^+  i6c*£a*— 3$+ 4c  Racine. 

""^  ) 1 

• \4«— 3* 

i»  Refte  —  12**  +  l&ac  +  9**—  24*c+  16** /4a— 6* +4* 
+  uab  —96» 

a4  Refte  +   i6«c  —   24k  4-   16c* 

—    i6tfc  «f-  246c  —    i6ca 

Dernier  Refte o 

Je  tire  la  racine  quarrée  de  4  a*:  elle  eft  *a9  que  j'écris 
a  côté.  Je  quatre  24,  &  je  l'écris,  avec  le  figne  — ,  fous 
4<x*;  faifant  la  réduâion,  il  refte  —  \%ab  +  i6jc  + 
9**  —  ±4bc  «+-  i6c\ 

Au-deflbus  de  la  racine  ia9  j'écris  fon  double  4 * ,  que 
j'emploie  pour  divifer  le  premier  terme  —  nab  du  refte: 
je  trouve  pour  quotient  —  3*,  que  j'écris  à  la  fuite  du 
premier  terme  2 «  de  la  racine:  je  l'écris  auffi  à  côté  du 
double  44,  &  je  multiplie  le  tout  4a  —  3 b9  par  le  même 
quotient  —  3  b  ;  écrivant  les  produits ,  après  avoir  changé 
leurs  Agnes,  fous  le  refte  —  i*ab  +  i6*c,  &c;  &  fai- 
fant  la  réduâion,  j'ai  pour  fécond  refte,  +  l&ac  ""  24^c 
rf-  16  c*. 

Je  confidère  à  préfent  les  deux  termes  de  la  racine  2* 
—  $b,  comme  ne  faifant  qu'une  feule  quantité,  je  double 
cette  quantité,  &  je  l'écris  au-deflbus  pour  fervir  de  divi- 
feur  au  fécond  refte  ;  mais  pour  (aire  cette  divtfion ,  je  me 
contente ,  félon  ce  qui  a  été  dit  (  36  ) ,  de  divifer  le  pre- 
mier terme  -+-  \6act  par  le  premier  terme  +  4a  de  mon 
dirifeur;  je  trouve  pour  quotient  +  4c,  que  j'écris  a  la 
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fuite  de  la  racine  i*  —  36,  &  à  la  fuite  du  double  4* 
—  6  b  :  je  multiplie  cette  dernière  foraine  44  —  6£  +  4c, 
par  le  nouveau  terme  +  4  c  de  la  racine;  &  changeant, 
a  mefure,  les  fignes  des  produits,  j'écris  ces  mêmes  pro- 
duits fous  le  fécond  refle  ;  fàifant  la  fouftraâion  ,  il  ne 
refte  rien.  D'où  je  conclus  que  la  racine  trouvée  cft  exaâe* 

Tout  cela  efi  fondé  fur  ce  principe,  que  le  quarré  d'une 
quantité  compofée  de  deux  parties,  contient  le  quarré  de 
la  première ,  le  double  de  la  première  multipliée  par  la 
féconde ,  &  le  quarré  de  la  féconde  ;  car  il  fuit  dc-là ,  que 
pour  avoir  la  première  partie,  il  faudra  tirer  la  racine 
qiiarrée  du  premier  quarré  ;  que  pour  avoir  la  féconde ,  il 
faudra  divifer  le  terme  fuivant,  par  le  double  de  la  racine 
trouvée;  &  qu'enfin  pour  vérifier,  il  faudra  multiplier  le 
double  de  la  première  par  la  féconde ,  &  la  féconde  par 
elle-même;  or  c'eft  ce  que  prefcrit  la  méthode  que  nous 
yenoas  d'expofer. 

Nous  invitons  les  -Commençans  à  s'exercer  encore' fur  les 
trois  quantités  fuivantes:  i°.  16  a*  -J-  40 d>b  -f-  z$a*b\ 
a°.  36**  —  6o*4'rt-i5****—  36*V  +  'pabc1 +  $<+* 
3°.  a6  —  4<*3c3  +  8<i3«3  +  4C&  —  i6cV  •+-  16c6,  dont 
ils  trouveront  que  les  racines  quarrées  font  4a1  -f-  ?*&» 
6b2  —  $ab  —  3c*,  a>  —  ic3  +  4t\ 

■ 

Du  calcul  des  quantités  affectées  du  figne  V* 

118.  On  fait  fur  tes  quantités  radicales  dont  nous 
venons  de  parler ,  les  mêmes  opérations  que  fur  les 
autres  quantités.  Lorfque  les  deux  quantités  radicales 
ne  font  pas  fetnblables ,  on  fe  contente ,  pour  les 
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ajouter  ou  les  fouftraire ,  de  les  unir  par  le  figne  + 
ou  le  figne  — .  Ainfi  3  a  y/  b  ajouté  avec  4  b  ^  c  , 
donne  3  a y/b  +  4b  y/ c;  de  même  3 a  ^  b  retran- 
ché de  4b  y/ c  ,  donne  4b  y/ c —  ^ay/b.  Maïs 
fi  les  quantités  radicales  font  femblables  &  ne  dif- 
fèrent que  par  le  coefficient  numérique  hors  du 
radical ,  alors  on  ajoute  ou  l'on  retranche  les  coëffi- 
dens ,  félon  qu'il  s'agit  d'addition  ou  de  fouftraâion. 
Par  exemple,  j^aby/c,  ajouté  avec  ]aby/c9  donne 
yab  j/  c. 

Nous  fuppofons  ici  qu'on  a  réduit  les  radicaux 
félon  ce  qui  a  été  enfeigné  (  1 1 2  )  ;  car  fi  l'on  a  voit 
4  J  y/  a1  c  à  ajouter  avec  6ay/  ab*c  ;  je  commen- 
cerais par  réduire  le  premier  radical  à  ^aby/ac  f 
&  le  fécond  à  6ab  y/ac9  lefquels  ajoutés,  donnent 
IQaby/ac. 

Pour  multiplier  deux  quantités  radicales ,  il  faut 
multiplier  comme  s'il  n'y  avoit  point  de  radicaux, 
&  affeâer  enfuite  le  produit  5  du  figne  radical. 

Par  exempte,  pour  multiplier  x^a  par  i/c,  je  multiplierai 
4  par  cf  &  donnant  au  produit  acf  le  figne  V  9  j'aurai  |/*c# 
Pour  multiplier  i/(a*  •+■  b*)  par  y/ac ,  j'aurai  ]/{a>c  + 
«**c).  De  même  i/*  X  •«  =  V*  zz  a  ;  ]/  (a+ 
*)X^(tf  +  *)=  V(a  +  by=z  a  +  b;\/  —  a  % 
V  —  a  si  */(  —  a  y  sz  —  a  (*).  On  voit  donc  que 

(  *  )  Il  ne  faut  pas  confondre  &  le  fécond  eft  |/  (  —  a  X  + a  )• 
1^  (  —  «  )*  avec  ^  —  a  a  ;  le  Nous  ferons  ,  à  cette  occafion  , 
Premier  eô|/(-idXp*',)>     une  remarque  que  nous  croyons 
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pour  quarrer  une  quantité  affeâée  du  figne  y/  >  il  n'y  * 
autre  chofe  à  faire  qu'à  ôter  ce  figne  ;  ainfi  pour  quarrer 
V(tb  +  V  ) ,  j'aurai  ***  4-  P. 

119.  Cette  remarque  peut  fervir  à  dégager  une 
équation  des  lignes  \/ ,  qu'elle  peut  renfermer.  Par 
exemple , fi  j'avois l'équation x  —  1  <*  =  £  +  j/  ax9 
je  laiflerois  \/  ax  feul  dans  un  membre ,  &  j'aurois 
x  —  %a  —  b  =*  ^  ax  ;  alors ,  quarrant  chaque 
membre ,  j  aurais  xx  —  +ax  —  1  bx  +  4a a  +  4 a  b 
+  bb  =  ax,  ou  en  tranfpofant,  x1  —  ^ax  — — 
aix  ==s  —  444  —  4*£  —  ££. 

1  10.  Pour  di vifer  une  quantité  radicale ,  par  une 
autre  quantité  radicale ,  on  divifera  comme  s'il  n'y 
avoit  pas  de  figne  \/ ,  &  on  donnera  au  quotient 
ou  à  la  fraûion ,  le  figne  radical  ;  ainfi  pour  divifer 


très  à  propos.  Puifque — a  X  —  * 
donne  +  a* ,  dont  (96)  la  racine 

devroit  donc  donner  =b  a  ;  ce- 
pendant nous  ne  donnons  ici 
que  — -  a .  La  raifon  en  eft  fimple. 
Quand  on  demande  quelle  eft  la 
racine  de  -{-  a* ,  on  a  raifon  d'affi- 
gner  également  -f-  *  &  —  «  ; 
parce  que  rien  dans  cette  quef- 
tion  ne  détermine ,  fi  l'on  con- 
fidère  +  a*  ,  comme  venu  de 
+  âX  +  «,oude-  «X 
—  «  ;  mais  quand  on  demande 
quelle  eft  la  valeur  de  |/"  — 
«  X  K"1»  quoique  cette 


quantité  ,  félon  les  règles  ,  fe 
réduife  à  j/  +  **  ♦  on  ne  doit 
prendre  que  —  4  ,  parce  que 
la  queftion  elle-même  fixe  ici 
par  quelle  opération  eft  venu 
-f.  4».  Ceft  en  raifant  cette  atten- 
tion qu'on  remarquera  que  |/  —  a 
X  1/  —  ^  doit  donner  —  %/  a  b  9 
&  non  pas  dtzyS  ab ;  parce  que 
*/—  a  étant  la  même  chofe  que 

JZ-X^  —  1  »&  •  — *•  1* 
même  chofe  que  V  b .  1/  —  1  » 

|/  —  ^Xl^  —  *  fera  |Z  «  X  •' 

|/  (  —  1  )*  ,  qui  revient  à  — • 
^ <i*>  puifque  ^  («r- 1 )*=—  1* 
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y/  a  par  /i,  on  divifera  a  par  b9  ce  qui  don- 
nera -j-  ,  auquel  appliquant  le  radical  ,  on  aura 

y/  ~.  Pour  divifer  |/  a b  par  j/  4 ,  on  divifera  ai 

par  a ,  ce  qui  donnera  b ,  &  on  aura  |/  £  pour  quo- 
tient Pour  divifer  \f  (aa  —  xx  )  par  y/  (*  +  *)> 
on  divifera  aa  —  xx  par  <s  +  x,  ce  qid  donnera 
a  —  x ,  &  on  aura  j/  (  a  —  x  )  pour  le  quotient 
demandé.  De  même  aby/  bc  divifé  par  a  |/  b ,  don- 
nera £  y/  c,  en  divifant  *£  par  a9  &  y/  £c  par  \/b. 

ni.  Si  le  dividende  ou  le  divifeur  étoit  ration- 
nel ,  on  fépareroit  Tun  de  l'autre  par  une  barre  aflez 
longue  pour  faire  connoître  que  l'un  des  deux  n'eft 
pas  affeâé  du  radical  Par  exemple,  pour  divifer  a 

par  \f  b ,  on  écriroit  -p£y .  Pour  divifer  a  par  f/  a  f 

on  écriroit  -—-  ;  mais  lorfqu'il  y  a  une  parité  dans 

les  lettres  du  dividende  &  du  divifeur ,  il  eft  fou- 
vent  à  propos  de  donner  à  la  quantité  rationnelle 
une  forme  de  radical ,  parce  qu'elle  donne  lieu  à 
des  Amplifications  ;  ainfi  dans  le  dernier  exemple  , 

je  changerons  a  en  f/  a 2 ,  &  alors  au  lieu  de  '— £j- 

f aurais  ^—-  ,  &  par  conféquent  |/  a.  De  même 
fi  j'avois  tf{a  a  —  xx)  à  divifer  par  a  +  x ,  f  écrirais 


V  (aa  —  *x)  i/(aa  —  x*)     _        .  /  *a  —  xx         ft„ 

— ^pr-2  o«  •(.+,/  ou  V 7^F;  & 
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comme  le  numérateur  &  le  dénominateur  peuvent 

être  divifés  chacun  par  a +x ,  j'aurois  enfin  i/**]?*-» 

De  la  Formation  des  puiffances  des  quantités 
monômes  j  de  V  extraction  de  leurs  racines  , 
&  du  calcul  des  radicaux  &  des  expofans. 

ni.  Nous  avons  déjà  dit  qu'on  appelle  puiffance 
d'une  quantité ,  le  produit  de  cette  quantité  multi- 
pliée par  elle-même  plufieurs  fois  de  fuite,  a1  eft  la 
troifième  puiffance  ou  le  cube  de  a  ,  parce  que  a* 
réfulte  de  axaxa.  La  quantité  qu'on  a  multipliée 
eft  autant  de  fois  faâeur  dans  la  puiffance  ,  qu'il  y 
a  d'unités  dans  l'expofant  de  cette  même  puiffance  : 
ainfi  dans  a J ,  a  eft  cinq  fois  faâeur  ;  dans  (*  +  £)% 
a  +  b  eft  6  fois  fadeur. 

113.  Puifque  pour  multiplier  les  quantités  littérales 
monômes  qui  ont  des  expofans ,  il  fuffit  (10)  d'ajouter 
l'expofant  de  chaque  lettre  du  multiplicande  ,  avec 
l'expofant  de  la  lettre  femblable  du  multiplicateur ,  il 
s'enfuit  donc  que  pour  élever  à  une  puiffance  propofée  % 
une  quantité  monôme ,  //  fuffira  de  multiplier  V expo  font 
actuel  de  cliacune  defes  lettres ,  par  le  nombre  qui  marque  à 
quelle  puiffance  on  veut  élever  cette  quantité.  Nous  appel- 
lerons ce  nombre  Cexpofant  de  la  puiffance. 

Ainfi  pour  élever  a1  b%  c  à  la  4e  puiffance,  f écrirai 
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a1  bll<?  >  en  multipliant  les  expofans  1 ,  3  &  1  de 
a,b9c ,  par  Fexpofant  4  de  la  puiflance  à  laquelle 
on  veut  élever  a2  P  c.  En  effet ,  pour  élever  a1  b*  c 
à  la  4""  puiflance ,  il  fsuidrok  multiplier  jfP  c  par 
f&cf  pais  le  produit  par  a*b*  c9  &  ce  fécond  pro- 
duit  par  a 2  b*  c  ;  or  pour  faire  ces  multiplications  , 
il  faut  (  20)  ajouter  les  expofans  ;  puis  donc  qu'ils 
font  les  mêmes  dans  chaque  faâeur  ,  il  faut  ajouter 
chaque  expofant  à  lui-même  4  fois ,  c'eft-à-dire ,  le 
multiplier  par  4*  Le  raifonnement  eft  le  même  à 
quelque  autre  puiflance  qu'on  veuille  élever  un  mo- 
nôme ,  &  quels  que  foient  les  expofans  aâuels  des 
lettres  de  ce  monôme.  * 

Lorfqu'on  a  à  faire  fur  les  expofans  des  quan- 
tités, des  raifbnnemens  ou  des  opérations  qui  ne 
dépendent  point  de  certaines  valeurs  particulières  de 
ces  expofans ,  mais  qui  font  également  applicables  à 
toutes  fortes  d'expofans  ,  on  repréfente  ces  expo- 
fans par  des  lettres.  Ainfi ,  pour  en  faire  l'appli- 
cation à  la  règle  que  nous  venons  de  donner  ;  fi 
Fon  veut  élever  la  quantité  quelconque  <TiV  à  une 
puiflance  quelconque  défignée  par  ry  on  écrira  aTrlr<?\ 

1 14.  Si  la  quantité  qu'on  veut  élever  à  une  puif- 
lance propofée,  étoit  une  fraûion,  on  éleveroit  à 
cette  puiflance ,  le  numérateur  &  le 
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ainfi  -— ^  élevé  à  la  ^  puiflance,  devient  *5       ; 
pareillement  -—  élevé  à  la  puiflance  r  devient  ■— ;  • 


115.  Si  la  quantité  propofée  avait  un  coefficient, 
on  Pcleveroit  à  la  puiflance  propofée  en  le  multi- 
pliant par  lui-même ,  félon  les  règles  de  l'Arithmé- 
tique ;  ainfi  4*1  bz  élevé  à  la  cinquième  puiflance 
donneroit  1014  a15  bl°.  Quelquefois  on  fe  contente 
d'indiquer  cette  élévation ,  comme  pour  les  lettres  ; 
ainfi  on  peut  écrire  4*  axs  bl\ 

'  116.  À  l'égard  des  (ignés ,  fi  l'expofant  de  la  puif- 
fance  à  laquelle  il  s'agit  d'élever ,  eft  pair ,  le  réfultat 
aura  toujours  le  figne  +  ;  mais  sll  eft  impair ,  il 
aura  le  figne  +  ou  le  figne  — ,  félon  que  la  quantité 
propofée  aura  elle-même  le  figne  +  ou  le  figne  —  ; 
c'eft  une  fuite  immédiate  de  la  règle  donnée  pour  les 
fignes  (14). 

1 27.  H  fuit  de  tout  ce  que  nous  venons  de  dire , 
que  dans  une  puiflance  quelconque ,  l'expofant  aâuel 
de  chaque  lettre  contient  l'expofant  de  fa  racine, 
autant  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expofant  de  la  puif- 
lance que  l'on  confidère  ;  par  exemple  ,  dans  la 
quatrième  puiflance ,  l'expofant  de  chaque  lettre  eft 
quadruple  de  ce  qu'il  étoit  dans  la  quantité  primi- 
tive qui  en  eft  la  racine* 
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'  118.  Donc  pour  revenir  (Tune  puiflance  quel- 
conque à  fa  racine ,  c'eft-à-dire ,  pour  extraire  une 
racine  d'un  degré  propo/é ,  d'une  quantité  monôme  quel- 
conque ,  il  faut  divifer  Cexpofant  actuel  de  chacune  de 
fis  lettres  ,  par  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la 
racine  qu'on  veut  extraire.  On  appelle  ce  nombre  l'expo- 
font  de  la  racine. 

« 

Ainfi  pour  tirer  la  racine  troifième  ou  cubique 
de  aÏZb6c* ,  je  divifetois  chacun  des  expofans  par  3  f 
&  j'aurois  a+bzc.  Pareillement  pour  tirer  la  racine 
cinquième  de  atobI5c* ,  je  diviferois  chacun  des  expo- 
fans  par  5  ,  &  j'aurois  d*b*  c.  En  général  pour  tirer 
la  racine  du  degré  r  de  la  quantité  am  bn ,  j'écrirois 

m     n 

aT  b*. 

119.  Si  la  quantité  propofée  étoit  une  fraôion  , 
on  tireroit  féparément  la  racine  du  numérateur  fie 
celle  du  dénominateur. 

130.  S'il  y  avoit  des  coëfficiens,  on  en  tireroit 
la  racine  quarrêe  ou  cubique,  par  les  méthodes  don- 
nées en  Arithmétique  ;  &  par  celle  qu'on  verra  par 
la  fuite ,  lorfque  cette  racine  eft  plus  élevée. 

131.  Lorfque  Fexpofant  de  la  racine  qu'on  veut 
extraire ,  ne  divife  pas  exaâement  chacun  des  expo- 
fans  de  la  quantité  propofée ,  c'efi  une  preuve  que 
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cette  quantité  n'eft  point  une  puiflance  parfaire  du 
degré  dont  il  s'agit.  Alors  f  expôfant  refte  fraâion- 
naire ,  &  marque  une  racine  qui  refte  à  extraire* 
Ainfi,  fi  l'on  dçmande  la  racine  cubique  de  a9b*t+f 

on  aura  a3  bel  ou  a*  bcci9  dans  laquelle  l'expofant  £ 
marque  qu'il  refte  encore  à  extraire  la  racine  eu* 
bique  de  c. 

132.  On  indique  auffi  les  extradions  de  racines 
fupérieures  au  fécond  degré ,  en  employant  le  ligne  |/; 
mais  on  place  dans  l'ouverture  de  ce  ligne ,  le  nombre 
qui  marque  le  degré  de  la  racine  dont  il  s'agit»  Ainfi 

Va ,  marque  la  racine  cubique  de  a  :  Va  marque  la 
racine  feptième  de  a.  Il  faut  donc  regarder  ces  deux 

expreffions  V  a  &  a 3   comme  fignifiant  la  même 

chofe :  il  en  eft  de  même  de  v  a*  &c  a*. 

133.  Lorfque  la  quantité  eft  complexe ,  il  ne  faut 
pas  divifer  chacun  de  fes  expofans  ;  mais  il  faut  con- 
fidérer  la  totalité  de  fes  parties ,  comme  ne  fàifant 
qu'une  feule  quantité  dont  l'expofant  eft  naturelle- 
ment 1 ,  que  l'on  divife  par  l'expofant  de  la  racine 
qu'il  s'agit  d'extraire ,  ce  qui  n'eft ,  à  proprement 
parler ,  qu'une  indication  de  cette  racine;  par  exemple, 

au  lieu  de  V  (  a1  +  b1  )  qui  eft  la  même  chofe  que 


V  {a2+b%y  ,  on  écrit,  {a2  +  **)<  ou  a%  +  b*  4. 

Si 
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Si  b  qoantité  totale  qui  cft  fous  le  radical ,  avoit 
déjà  un  expofao't ,  on  diviferoit  de  même  cet  expo- 
sant ,  par  celui  de  la  racine  qu'on  a  deffein  d'extraire. 

Ainfi  ,  au  lieu  de  V  (  az  +  b%  )5 ,  on  peut  écrire 

1)4.  Les  règles  que  nous  avons  données  (  118 
icfuiv.)  pour  l'addition,  la  fouftraâion ,  la  mul- 
tiplication &  la  divifion  des  quantités  radicales  du 
fécond  degré,  s'appliquent  également  aux  quantités 
radicales  de  degrés  Supérieurs ,  pourvu  que  les  radi- 
caux fur  lefquels  on  a  à  opérer,  foient  de  même  de- 
gré entre  eu*.  Ainfi  Vj  x  Va*  =  V  a%  =  Vj  a 
==*Va.  Va*P  X  Va*b*  =  V  as  b>  =  ab. 
aXV±^Va*xV±=V*±=:    Va+k 

&  a  a 

135.  S'il  s'agit  d'élever  un  radical  quelconque  à 
une  puiffance  dont  l'expofant  foit  le  même  que  celui 

du  radical ,  il  Suffira  d'ôter  ce  radical  ainfi  (  Va  )5 
=a  a  ;  ce  qui  eft  évident  en  général ,  fi  l'on  fait 
attention  que  l'objet  eft  alors  de  ramener  la  quan- 
tité à  fon  premier  état. 

Pour  élever  une  quantité  radicale  monôme  à  une 
puiffance  quelconque ,  il  faut  élever  chacun  de  fes 
feâeurs  à  cette  puiffance ,  félon  la  règle  donnée  (113). 

m 

va1  b*  élevé  2  la  puiffance  quatrième ,  donne 
Marins*  Algjkbn,  K 


14e  Cours 

V <fibx%  qui  fe  réduit  à  a b  ty  ab* ;  ce  qu'on  peut 
voir  encore  en  cette  autre  manière  :  V  a2  bl  étant  la 


»    j 


même  chofe  (131)  que  a1  b7 ,  pour  élever  celui- 
ci  à  la  quatrième  puiffanoe ,  je  multiplie  fes  expo- 

fans  par  4 ,  ce  qui  me  donne  aJb7=*  aba7b* 
as  abf/abK 

136.  Pour  divifer  y/ a*  par  \/  a* ,  on  divifera  a* 
par  a1  ,  &  l'on  donnera  au  quotient  a1  le  ligne 

j/f  ce  qui  donnera  y/a*. 


^  ^ 


*4-*^ 


^           fy    «'          v    »      —        t  t 

s=  -7 =  1/  — 7-  =;  y  —g = ;  car  b 

racine  cinquième  de  1  eft  1.  En  général  toute  puiflànce  ou 
toute  racine  de  l'unité  eft  l'unité. 

137.  Pour  extraire  une  racine  quelconque  d'une 
quantité  radicale  9  il  faut  multiplier  l'expofant  aâuel 
du  radical ,  par  l'expofant  de  cette  nouvelle  racine  ; 

ainfi,  pour  extraire   la  racine   troiûème  de  V^V, 

on  écrira  VV ,  en  multipliant  5  par  3.  En  effet 

y/a+  =  a  T  ;  or  (  118  )  pour  extraire  la  racine  de 
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celui-ci,  il  faut  divifer  fon  expofant  par  3,  ce  qui 
donne  a~  qui  eft  la  même  chofe  que  Va\ 

138.  Lorfque  les  quantités  radicales  propôfées  , 
ne  font  pas  toutes  du  même  degré ,  il  faut  pour  pra- 
tiquer fur  elles  les  opérations  de  l'addition ,  fouftrac- 
tion,  multiplication  &  divilion,  les  ramener  au  même 
degré  ;  ce  qui  eft  facile  par  cette  règle. 

S'il  n'y  a  que  deux  radicaux ,  multiplie^  V expofant 
it  tun ,  par  t expofant  de  Poutre  ;  le  produit  fera  l 'ex- 
pofant commun  que  doivent  avoir  les  deux  radicaux  : 
ilevt{  en  même  temps  la  quantité  qui  eji  fous  chaque 
radical \  à  lapuiffance  marquée  par  t expofant  de  l'autre 
tûdicaL 

Par  exemple;  pour  réduire  à  ufl  même  radical ,  les  deux  quan- 
tités f/*'  Se  \faA ,  je  multiplie  5  par  7 ,  &  j'ai  3  5  pour 

Fexpofant  du  nouveau  radical  qui  fera  \/'t  j'élève  a>  à  la 
feptième  puiffance ,  &  tf4  à  la  cinquième  ,  ce  qui  njp  donne 
<"  &  4*°,  enforte  que  les  quantités  propofées  font  chan- 
gées en  fa*  &  fa°. 

S'il  y  a  plus  de  deux  quantités  radicales ,  muâl- 
pHe^entre  eux  Us  expofans  de  tous  les  radicaux;  le  pro- 
duit fera  t  expofant  commun  que  doivent  avoir  tous  ces 
radicaux.  Éleve^  ,  en  mime  temps ,  ta  quantité  qui  ijl 
fous  chaque  radical ,  à  une  puiffance  d'un  degré  marqué 

K  1 
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m 

par  U  produit  des  txpofans  dt  tous  Us  radicaux  autres 
qui  celui  dont  U  s'agiu 

-  Par  exemple,  fi  farcis  les  trois  radicaux  y**9ys*9  & 

|/*7  ;  je  mulriplierois  les  trots  expofius  5,7  &  8 ,  ce 
qui  me  donnerait  280  pour  I'expoiâm  commun  des  nou- 
veaux radicaux;  j'éleverois  *'  à  la  puiûance  7  X  8  ou  j6; 
a* ,  à  la  putuance  jX8ou4o;&*7àla  puiflânee 

5  X  7  ou  35 ,  ce  qui  me  donoeroit  yal6i  9  y  4°,  ya*4** 

La  raifon  de  cette  règle  eft  facile  à  appercevoir, 
en  obfervant  fur  le  premier  exemple ,  que  lorfqu'on 
élève  9  félon  la  règle ,  *5  à  la  feptième  puiflance , 
on  rend  a  fept  fois  auffi  fou  vent  fadeur  qu'il  1  et  oit  : 
mais  en  rendant  I'expoiànt  de  fon  radical  fept  fois 
auffi  grand  qu'il  i'étoit ,  on  rend  a  fept  fois  moins 
fouvent  fadeur  ;  il  y  a  donc  compenfarion ,  &  il 
n'y  a  que  la  forme  de  changée. 

139.  On  peut  conclure  de  ce  raifonnement ,  que 
lorfque  f  expofant  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  radi- 
cal,  &  celui  du  radical  même ,  ont  un  divifeur  com- 
mun ,  on  peut  en  amplifier  l'expreffion ,  en  divifant 
par  ce  divifeur  commun ,  l'un  &  l'autre  de  ces  deux 

expofans  :  par  exemple ,  \/a% ,  peut  fe  réduire  à 

i/a 2 ,  en  divifant  1 1  &  8  par  4.  Pareillement  fo* 

peut  fe  réduire  â  |/<*  ;  V& %  fe  réduit  à  \/a , 
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140.  Concluons  encore  que  lorfque  l'expofant  de 
la  racine  qu'on  veut  extraire  eft  un  nombre  com- 
pofé  du  produit  de  deux  ou  plufieurs  autres  nombres  7 
on  peut  foire  cette  extraôion  fucceffivement  en  cette 
manière  :  Suppofons  qu'on  demande  la  racine  fixième 
de  a24  ;  je  puis  tirer  d'abord  la  racine  quarrée ,  puis 
la  racine  cubique  ,  &  j'aurai  la  racine  fixième.  En 

effet  y/a2*,  fe  réduit  (139)  à  yV2  ;  puis  à  y/ a* 
ou  a* ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fi  Ton  a  voit 
pris  tout  de  fuite  la  racine  fixième  de  a24  en  divi- 
fant  l'expofant  24  par  6 ,  (  1 18  )» 

Au  refte ,  comme  les  expofans  fraôionnaires  tiennent 
lieu  des  radicaux ,  &  que  les  premiers  font  plus  com- 
modes à  employer  dans  le  calcul ,  que  les  derniers , 
nous  dirons  encore  un  mot  fur  le  calcul  des  expoiàns» 

Si  j'avois  \/a>  à  multiplier  par  %/a4,  je  changerois  cette 
opération  en  celle-ci:  aï  X  *',  <pà  (20)  donne  0?  01» 
*a*  qui  fe  réduit  à  a  ya\  Si  j'avois  \/a>  à  multiplier  par 
yà*f  j'écrirais  a^  X  aî  <m  a*  ~  ?  t  ou   (en  réduifant 


XI   -f.  2D 


les  deux  fraâions  au  même  dénominateur),  a    3>     f  0u 
«^  qui  revient  à  a  a*?  7  ou  enfin  à  a  y/ a6. 

H  f 

En  général ,  )/ a* b*  x  V a  *    &  change  en  a  m    b  m 
%  ai  b*  qui  revient  à**        *  £  w        * ,  ou  (en  rédui- 

q  n  +  m  r    p  %  +  m  t 

£uk  au  même  dénominateur)  a    1»    b    s*    ,  ou  enfin 
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(13a)  à  |7/'*'Vf  +  ",i  H  «n  eft  de  même  dé  h 

'  4  ï  1 

divifion  ;  -^—  fe  change  en-^y  =  *T  (31)»  ou  enfin  en 


^M 


M 


|/i.  Pareillement         ^  le  change  en     ,  1  =  «s      ? 

K  «V 

*  (3X)>  ou  (en  rtdu&ftt  l*s  fnâions  au  mime 

>'  -  ,e  »*  -  '*  ^    n| 

dénominateur)  4    3*     *    ,5      qui  fe  réduit  &  *  is*n  qui 

cft  la  même  chofe  que  ya%l  *•'.  En  général    f    ,  ,  =5 

■i— I z=    «*         f   **         *     35    *     «-     *     f-        = 

Y*        * 

141.  Dans  ce  dernier  exemple  nous  avons  retranché 
l'expofènt  de  chaque  lettre  du  dénominateur ,  de 
fexpofant  de  la  lettre  correfpondante  dans  le  nu- 
mérateur. La  règle  que  nous  avons  donnée  (31) 
pour  la  divifion ,  ne  femble  le  permettre ,  que  lorf- 
que  l'expofant  du  dénominateur  eft  plus  petit  que 
celui  du  numérateur  ;  mais  cela  fe  peut  en  général , 
en  donnant  à  l'excédent ,  le  figne  — ,  après  la  réduc- 
tion faite  ;  enforte  qu'on  peut  en  général  mettre  toute 
ftaûion  Algébrique  fous  la  forme  d'un  entier. 

Par  exemple,  au  lieu  de  4j-,  on  peut  écrire  «'f""*.  En 
effet ,  fuivant  l'idée  que  nous  avons  donnée  de  la  divifion , 
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feffet  d'un  divifeur  eft  de  détruire ,  dans  le  dividende,  tous 

les  fitâeurs  qui  fe  trouvent  dans  le  divifeur;  dans  -^- ,  qui 

fe  réduit  à  a*  9  le  divifeur  a*  détruit  dans  **  deux  fadeurs 

égaux  à  *.  Pareillement  dans  la  quantité  -^-  Feffet  de  b% 

doit  être  de  détruire  dans  a*  deux  faâeurs  égaux  a  b.  Or 
quoique  ces  faâeurs  n'y  foient  pas  explicitement ,  on  peut 
toujours  fe  les  repréfenter  :  car  on  conçoit  que  a  contient  b , 
on  certain  nombre  de  fois  foit  entier  foit  fraâionnaire  :  foit 
m  ce  nombre  de  fois;  alors  a  vaut  donc  m  fois  b 9  ou  mb; 

h  quantité  •—  fera  donc  -^ —  qui  fe  réduit  à  w?b\  or  la 

quantité  «'£~~*  devient  en  pareil  cas  m3£3£~~*  ou  (20) 

m}b*~-*9  c'eft-à-dire ,  m*b  ;  donc  -£-  revient  au  même  que 

Donc  en  général  on  peut  faire  paffer  une  quantité 
du  dénominateur  au  numérateur,  en  l'écrivant  dans  celui-ci , 
comme  faSeur ,  mais  avec  un  expofant  dcjignt  contraire 
a  celui  qu'elle  avoit  dans  U  dénominateur. 

Ainfi  au  lieu  de  -~  ,  on  peut  écrire  1  X  a — '  ou 
fimplement  a — 3  ;  au  lieu  de   — ^- ,  on  peut  écrire  arm  ; 


au  lieu  de  • on  peut  écrire  am  bm  c~*  d~1*  Au  Keu 

*  ^  +  g   on  peut  écrire  (4'+*')  X  (<*  +  **)— '  ; 
oc  eu  égard  à  tout  ce  qui  précède  •  au  lieu  de  \ 

en  peut  écrire       ,  J    (j  ,   &   enfin  («»   +  *>>*  X 

(6   "F*  /  4 

(«*  +  *'  )    «. 

K4 
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142.  Et  réciproquement  fi  une  quantité  efl  ctm* 
pofie  de  parties  qui  aient  des  expo/ans  négatifs  >  tri 
pourra  faire  pajfer  ces  parties  au  dénominateur ,  en  rai- 
dam  leurs  expo/ans  pofitifs.  Ainfi  ,  au  lieu  de  a1  b~+ , 

on  pourra  écrire  ■—  ;  au  lieu  de  a"1-3   qui  eft  la 

même  chofe  que  am  x  a"3  on  pourra  écrire  ~£-  & 
ainfi  de  fuite. 

De  la  Formation  des  puiffances  des  quantités 
complexes  3  &  de  Vextraclion  de  leurs 
racines. 

143.  Suivant  l'idée  que  nous  avons  donnée  des 
puiffances ,  il  ne  s'agit ,  lorfqu'on  veut  élever  une 
quantité  complexe  à  une  puiffance  propofée  ,  que 
de  multiplier  cette  quantité  par  elle-même  autant  de 
fois  moins  une  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expoiant  de 
cette  puiffance  :  mais  en  fs  bornant  à  ce  moyen , 
on  tomberait  fouvent  dans  des  calculs  très-longs  pour 
parvenir  à  des  réfultats  qu'on  peut  avoir  à  bien  moins 
de  frais,  en  réfléchiffant  un  peu  fur  les  propriétés 
des  produits  de  quelques-unes  de  ces  multiplications. 

Nous  allons  nous  occuper  des  puiffances  des  quan- 
tités binômes  t  parce  que  celles-ci  conduifent  à  la 
formation  des  puiffances  des  quantités  phis  com- 
posées ;  mais  pour  mieux  faire  fentir  l'étendue  de 
ce  que  nous  avons  à  dire  ,  nous  reprendrons  les 
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choies  d'un  peu  plus  haut  ;  nous  examinerons  quelle 
eft  la  nature  des  produits  que  f  on  trouve  en  mul- 
tipliant fucceffivement  plufe urs  faôeurs  binômes  qui 
auroient  tous  un  terme  commun  :  cette  recherche 
qui  nous  conduira  directement  à  notre  objet ,  nous 
fournira  en  même  temps  plufieurs  proportions  qui 
nous  feront  très-utiles  par  la  fuite. 

144.  Soient  donc  x  +  a,x  +  b9  x  +  e9x+df  &c# 
plufieurs  quantités  monômes  qui  ont  toutes  le  terme 
x  commun ,  &  qu'on  veut  multiplier  les  unes  par 
les  autres. 

« 

En  multipliant  x  +  a 
par  ...    x  +  b 


on  aura  •  •  •  •    x1  +  ax  +  ab 

+  bx 

Multipliant  ce  produit  par  x  +  c  ,  on  aura 
x*  +  a  x1  +  abx  -Jr  *  bc 
+  bxz  +  acx 
+  ex2  +  bcx 

Multipliant  ce  fécond  produit  par  x+ d,  on  aura 
x+  +  ax*  +  abx1  +  abex  +  abed 
+  bx*  «+•  acx1  +  abdx 
+  ex3  +  a  dx1  +  aedx 
+  dx3  +  bcx1  +  bedx 
+  bdxz 
+  cdx* 
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Et  ainfi  de  fuite  ;  ce  qui.  nous  fournit  les  obfer- 
vations  fuivantes ,  en  prenant  pour  un  terme  tout 
ce  qui  eft  dans  une  même  colonne. 

i°.  Le  premier  terme  de  chaque  produit  eft  tou- 
jours le  premier  terme  x  de  chaque  binôme ,  élevé 
à  une  puiflance  marquée  par  le  nombre  de  ces  binômes; 
enforte  que  fi  le  nombre  des  binômes  étoit  m ,  le  pre- 
mier terme  de  chaque  produit  feroit  x". 

i°.  Les  puiflances  de  x  vont  enfuite  en  diminuant 
continuellement  d'une  unité  jufqu'au  dernier  terme 
qui  ne  renferme  plus  d'x. 

3°.  Les  multiplicateurs  de  chaque  puiflance  de  x , 
(  que  nous  nommerons  à  l'avenir ,  multiplicateurs 
du  terme  oh  fe  trouvent  ces  puiflances  )  font ,  pour 
le  fécond  terme  ,  la  fomme  des  féconds  termes 
a9b9c9  &c.  des  binômes  ;  pour  le  troisième  terme , 
la  fomme  des  produits  de  ces  quantités  a9b9c9  &c. 
multipliées  deux  à  deux  ;  pour  le  quatrième ,  la 
fomme  des  produits  de  ces  quantités  a9b9c9  &c 
multipliées  trois  à  trois  ;  &  ainfi  de  fuite  jufqu'au 
dernier  qui  eft  le  produit  de  toutes  ces  quantités. 
Ces  conféquences  font  évidentes ,  quel  que  foit  le 
nombre  des  quantités  x  +  a  9  x  +  b  9  &c.  qu'on 
a  multipliées. 

145.  Si  Ton  fuppofe  maintenant  *  que  toutes  les 
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quantités  a9b9c,  &c.  foient  égales ,  auquel  cas  tous 
les  binômes  qu'on  a  multipliés  feront  égaux  9  les. 
produits  trouvés  ci-deffus ,  feront  donc  les  puiflances 
fucceflïves  de  l'un  quelconque  de  ces  binômes ,  de 
x  +  a  ,  par  exemple ,  fi  Ton  fuppofe  que  les  quan- 
tités by  c,  d3  &cç.  font  chacune  égales  à  a.  Si  Ton 
met  donc  a  dans  ces  produits ,  au  lieu  de  chacune 
des  lettres  b9  c,  d9  &c. ,  on  aura  les  réfultats  fui- 
vans  pour  les  valeurs  des  puiflances  qui  font  mar- 
quées à  côté. 

*a  +  iax  +  a%  =  (x  +  a)z 

**  +  3  *x2  +  3  a*x  +  a1  =  (  x  +  a  )5 

x4  +  4 a xl  +  6a2x2  +  4a* x  +  a4  =3  {x  +  a)+ 

Où  l'on  voit  que  fi  m  eft  l'expo&nt  de  la  puiflance 
à  laquelle  on  veut  élever  le  binôme ,  les  puiflances 
fucceflïves  de  x  feront  xTf  x"-*,  xm~%  x"~\  xr~\  &c 

Mais  on  ne  voit  pas  aufli  évidemment  comment 
les  coefficiens  des  différens  termes  de  chaque  puiflance 
dérivent  les  uns  des  autres ,  ni  quelle  eft  leur  dépen- 
dance de  Fexpofant  m ,  dont  cependant  ils  dépendent 
comme  on  va  le  voir. 

146.  Pour  trouver  la  loi  de  ces  coefficiens,  il 
faut  retourner  à  nos  premiers  produits ,  &  remar- 
quer que  puifque  le  multiplicateur  du  fécond  terme 
tft  la  fomme  de  toutes  les  quantités  a ,  b,  c ,  &c  , 
il  faudra ,  lorfque  toutes  ces  quantités  feront  égales 
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à  a ,  qu'il  foit  compofé  de  a ,  pris  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  ces  quantités  ;  donc  fi  leur  nombre  eft 
m,  et  multiplicateur  fera  m  fois  ay  ou  m 4 ,  c'eft- 
à-dire ,  que  fon  coefficient  m  fera  égal  à  l'expofant 
du  premier  terme  de  cette  puiffance.  CVft  ce  que 
l'on  voit  auffi  dans  les  trois  puiflances  particulières 
que  nous  avons  expofées  ci-deffus. 

Voyons  maintenant  quels  doivent  être  les  mul- 
tiplicateurs des  autres  termes*  Il  eft  évident  que  tous 
les  produits  ab  9  ac9  ad ,  bc ,  bd ,  &c.  deviennent 
chacun  égal  à  <z2 ,  dans  la  fuppofirion  préfente  ;  pa- 
reillement tous  les  produits  abc9abd9  &c.  deviennent 
chacun  égal  à  a3  &  ainfi  de  fuite.  Donc  le  multipli- 
cateur du  troifiéme  terme  de  chacun  de  nos  premiers 
produits  fe  réduit  alors  à  a2  pris  autant  de  fois  que  les 
lettres  a ,  b ,  c ,  &c.  peuvent  donner  de  produits  deux 
à  deux.  Pareillement  celui  du  quatrième  fe  réduit  à  a* 
pris  autant  de  fois  que  les  lettres  a,b^c>  &c.  peuvent 
donner  de  produits  trois  à  trois  &  ainfi  de  fuite;  donc 
pour  avoir  le  coefficient  numérique ,  des  troifiéme  , 
quatrième  ,  &c.  termes  de  la  puiffance  m  du  binôme 
x  +  a ,  la  queftion  fe  réduit  à  déterminer  combien 
un  nombre  m  de  lettres  a,  b ,  c9  &c.  peut  donner 
de  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  &c. 

1 47.  Or  je  remarque  que  fi  Ton  a  un  nombre  quel» 
conque  m  de  lettres  ,  &  qu'on  les  combine  de  toutes 
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Manières  imaginables  deux  à  deux ,  trois  à  trois, 
2  ***  à  quatre,  &c.  fans  répéter  une  même  lettre 
^  Une  même  combinaifon  ,  je  remarque  ,  dis-je , 

1°.  Que  le  nombre  des  combinaisons  deux  à  deux, 
fera  double  du  nombre  des  produits  de  deux  lettres , 
réellement  différens.  En  effet ,  deux  lettres  peuvent 
être  combinées  l'une  avec  l'autre  de  deux  manières 
différentes  ;  par  exemple ,  a  &  b  donnent  ces  deux 
combinaifons  ab  &  ba  ;  mais  ces  deux  combinai- 
fons  ne  font  pas  deux  produits  différens. 

i°.    Le  nombre  des  combinaifons  de  plufieurs 
lettres  trois  à  trois ,  fera  fextuple  du  nombre  des 
produits  de  trois  lettres,  réellement  diftinâs  :  en 
effet ,  pour  avoir  les  combinaifons  de  trois  quan- 
tités a ,  b ,  c,  il  faut,  après  en  avoir  combiné  deux , 
«  &  by  par  exemple,  ce  qui  donne  ab  &  ba>  com- 
biner la  troifième  c  avec  chacune  des  deux  pre- 
mières combinaifons ,  c'eft-à-dire ,  lui  donner  toutes 
les  diipofitions  poilibles  à  l'égard  des  lettres  a  &  b 
qui  entrent  dans  ab  il  ba;  or  cela  donne  6  com- 
binaifons de  trois  lettres ,  comme  il  eft  évident  par 
les  difpofitions  fuivantes  abc9acb9  cab9  bac,  bca % 
tba;  mais   ces  fix  combinaifons  ne  font  chacune 
que  le  même  produit. 

Un  rationnement  femblable  prouvera  que  quatre 
.quantités  font  fufceptibles  de  14  combinaifons ,  dont 
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chacune  cependant  ne  fait  que  le  même  produit;  donc 
le  nombre  des  produits  diftinâs  qu'on  peut  avoir  en 
combinant  plufieurs  lettres  quatre  à  quatre ,  eft  la 
&4e  partie  du  nombre  total  de  ces  combinaifons. 
Pareillement  le  nombre  des  produits  diftinâs  qu'on 
peut  avoir  en  combinant  plufieurs  lettres  5  à  5  , 
6à6,7à7,&c.eftla  110e, la 710e, la  5040e, &c 
partie  du  nombre  total  de  ces  combinaifons  ;  c'eft- 
à-dire ,  eft ,  en  général  ,  exprimé  par  une  fraûioa 
qui  a  pour  numérateur  le  nombre  total  des  combi- 
naifons ,  &  pour  dénominateur  le  produit  de  tous  les 
nombres  1 ,  2  ,  }  ,  4  >  &c-  >  jufqtfà  celui  qui  marque 
de  combien  de  lettres  chaque  produit  eft  compofé. 

148.  Voyons  donc  queî  eft  le  nombre  total  des 
combinaifons  que  peut  donner  un  nombre  m  de 
lettres  a,  b ,  c,  &c. ,  prifes  deux  à  deux,  trois  à 
trois,  &c. 

H  eft  évident  pour  les  combinaifons  deux  à  deux, 
que  puifqu'une  même  lettre  ne  doit  pas  être  com- 
binée avec  elle-même ,  elle  ne  peut  l'être  qu'avec 
leS  m  —  t  autres ,  &  par  conféquent  elle  doit  don- 
ner m  —  1  combinaifons  ;  donc  puifqu'il  y  a  m  de 
lettres  en  tout ,  elles  donneront  m  fois  (  m  —  1  ) 
ou  m  .  (  m  —  1  )  combinaifons.  Donc  fuivant  ce 
qui  vient  d'être  dit  (147)»  k  nombre  des  produits 
de  deux  lettres ,  réellement  différens,  fera  m  • 


m  — x 
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•  A  regard  des  combinaifons  trois  à  trois  :  pour  les 
avoir ,  il  faut  que  chacune  des  combinaifons  deux 
à  deux  ,  foit  combinée  avec  chacune  des  lettres 
qu'elle  ne  renferme  point ,  c'eft  -  à  -  dire ,  avec  un 
nombre  de  lettres  marqué  par  m  —  2  ;  donc  cha- 
cune de  ces  combinaifons  donnera  m  —  2  combi- 
naifons de  trois  lettres;  donc  puifqu'il  y  a  #* .  (/h—  1  ) 
combinaifons  de  deux  lettres  ,  dont  chacune  doit 
donner  m  —  2  combinaifons  de  trois  lettres ,  il  y 
aura  en  tout  m  .  (m  —  1  )  .  (  /»  —  1)  combi- 
naifons de  trois  lettres  ;  donc  puifque  (124)  le 
nombre  des  produits  réellement  diftinâs ,  eft  la  fixième 
partie  de  ce  nombre  total  de  combinaifons  ,  il  fera 


(*- 1 lM»-^  ou  m  %  2LZU     «=2 

o  % 
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On  prouvera  de  même ,  que  le  nombre  des 
combinaifons  quatre  à  quatre ,  fera  m  .  (m  —  1  ) 
.  (  ai  —  2)  .(/n  —  3  )  ;  car  il  fendra  combiner 
chaque  combinaifon  de  trois  lettres ,  avec  toutes  les 
autres  lettres  que  cette  combinaifon  ne  renferme 
point  ,  &  qui  étant  au  nombre  de  m  —  3  don- 
neront ,  pour  chaque  combinaifon  de  trois  lettres  » 
m  —  3  combinaifons  de  quatre  lettres  ;  donc  le 
nombre  des  combinaifons  trois  à  trois  étant  m.  (m —  1) 
.  (  m  —  2)9  celui  des  combinaifons  quatre  à  quatre 
fera  m  .  (a*  —  1  )  .  (  /»  —  2  )  .  (  /w  —  3  )  ;  & 
puifque  le  nombre  des  produits  quatre  à  quatre 
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réellement  différens  ,   eft  la  vingt  -  quatrième  par- 
tie de  ce  nombre  de  combinaisons  ,  il  fera  donc 

(m—  i  )      ai— 1       m  —  3 
IW  . ; .  — ^—  .  -j-. 

Le  même  raifonnement  prouvera  que  le  nombre 
des  produits  diftinâs  qu'on  peut  former  en  multi- 
pliant un  nombre  m  de  lettres  5  à  5  ,  6  à  6 ,  &c. 

fera  exprime  par  m  .  — —  .  — - —  . f .  —y-2  » 

par  m  •  — j—  .  — —  •  — ^—  .  — —  .  -T-  ,  « 
éinfi  de  fuite. 

149.  Concluons  donc  de-là ,  &  de  ce  qui  a  été 
fit  (146) ,  que  les  termes  fucceflifs  du  binôme  x +a 
élevé  à  la  puiffance  m  ou  de  (  x  +  a  )m  font 

Ceft-à-dire  ,  que  le  premier  terme  de  la  fuite  ou 
férié  qui  exprime  cette  puiffance  ,  eft  le  premier 
terme  x  du  binôme ,  élevé  à  la  puiffance  m  ;  qu'en* 
fuite  les  expofans  de  x  vont  en  diminuant  d'une 
unité ,  &  ceux  de  a  en  augmentant  d'une  unité ,  à 
partir  du  fécond  terme  où  il  commence  à  entrer* 

A  l'égard  des  coefficiens  m9  m.  m~  l ,  &c. ,  il  faut 

remarquer  que  celui  du  fécond  eft  égal  à  l'expofant 

du  premier  :  que  celui  du  troifième  qui  eft  m .  2— 

eft 
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eft  le  coefficient    m  du  précédent    multiplié s  par 

^~-  ;    c*eft  -  à  -  dire  ,   par  la  moitié  de  l'expo- 

fant  de  x  dans  ce  même  terme  précédent.  Pa- 
reillement ,    lé    coefficient  du   quatrième  qui   eft 

m .  "~* .  ^-—^  9  n'eft  autre  chofe  que  le  coeffi- 
cient m  #  m~l  du  terme  précédent ,  multiplié  par 

—'—  9  c*eft- à-dire  ,  par  le  tiers  de  l'expofant  de  x 

clans  ce  même  terme  précédent  &  ainfi  de  fuite.  Toutes 
ces  conséquences ,  que  l'infpeôion  feule  fournit,  nous 
conduifent  à  cette  règle  générale  :  Le  coefficient  de 
Fun  quelconque  des  armes  ,  fe  trouve  en  multipliant  le 
coefficient  du  précédent  par  t expo  fant  de  x  dans  ce  même 
terme  précédent  9  &  divifant  par  U  nombre  des  termes  qui 
précèdent  celui  dont  il  s'agit. 

Formons  d'après  cette  règle,  la  feptième  puhTance  de 
*  4-  *,  pour  fervir  d'exemple.  Nous  aurons  (x  +  a)?  ss 
x7  -\-  jax*  ■+•  lia**5  +  35  tf3*4  +  35  d4*3  +  ai**5** 
+  jatx  •+-  *7.  En  écrivant  d'abord  x7  ;  puis  multipliant 
celui-ci  par  7  9  diminuant  l'eipofant  d'une  unité  &  multi- 
pliant par  a ,  ce  qui  donne  yaxK 

Je  multiplie  celui-ci  par  \ ,  je  diminue  Fexpofant  de  x 
d'une  unité,  &  j'augmente  celui  de  a  d'une  unité,  &  j'ai 
ai****  pour  le  troisième  terme. 

Je  multiplie  ce  trotfième  par  \ ,  je  diminue  l'expofant 
de  x  d'une  unité ,  &  j'augmente  celui  de  a  d'une  unité  9 

Marine.  Algtbre%  h 
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ce  qui  me  donne  35  a'*4  pour  le  quatrième  terme  :  il  eft 

^aifé  d'achever. 

Si  au  lieu  de  x  +  a 9  on  avoit  x  —  a;  alors  les 
termes  auroient  alternativement  les  lignes  +  &  — , 
à  commencer  du  premier  ;  car  fi  dans  <z4,  par  exemple, 
on  fubftitue  —  a  au  lieu  de  +  a  ,  le  figne  ne  chan- 
gera point  (126);  mais  il  changeroit  fi  Ton  fubfti- 
tuoit  —  a  dans  une  puiflance  impaire  de  a. 

La  même  formule  que  nous  venons  de  donner 
peut  fervir  à  élever  à  une  puiflance  propofée ,  non- 
feulement  un  binôme  (impie  comme  x  +  a ,  mais 
encore  un  binôme  compofé  tel  que  x1  +  a1  ou 
xx  +  a  ou  x1  +  a1 ,  &c.  ;  &  même  à  élever  non- 
feulement  à  une  puiflance  dont  l'expofant  feroit  un 
nombre  entier  pofitif ,  mais1  encore  à  une  puiflance 
dont  Fexpofant  feroit  pofitif  ou  négatif ,  entier  ou 
fraâionnaire.  Mais  ces  ufages  exigent ,  pour  plus  de 
commodité ,  que  nous  lui  donnions  une  autre  forme. 

150.  Reprenons  donc  la  formule  (  x  +  a  )•  =  *• 

+  maxm    l  +  m.— - — arxm  *  +  m.  — — -  .  — -  • 

a  ■  a  3 

Suivant  ce  que  nous  avons  dit  (  141)  ,  on  peut, 
au  lieu  de  x*~l  ,  écrire  — ;  au  lieu  de  *""% 
écrire  ~  ;  au  lieu  de  x*** ,  écrire  -jpf  &  ainfi  de 
fuite.  Conformément  à  ce  principe ,  nous  pourrons 
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donc  dianger  notre  formule  en  cette  autre.  (#  +  a)*1 

-     .       max™      .  *  m  —  i       <ï*  jrm      t  m  —  i 

=  * *  +  —7-  +  w  •  —5— .  -y-  +  «  .  —7-  • 

Si  Ton  fait  attention  maintenant  que  tous  les  termes 
ont  pour  foôeur  commun  xM ,  on  pourra  donner  à 
la  formule ,  cette  autre  forme  :  (  x  +  a  )"/  =  xm 

(_     1     ma     1  -  —       m  —  1     a*      ,_       m—  1       m  —  i   «* 
1       *       '  '        2  **      '  23** 

+  &c. ,  )  dans  laquelle  xm  eft  cenfé  multiplier  tout 
ce  qui  eft  entre  deux  crochets.  De-là  nous  concluons 
la  règle  fuivante ,  pour  former,  d'une  manière  cora- 
tnode  la  fuite  ou  férié  des  termes  qui  doivent  com- 
poser la  puiflance  m  du  binôme  x  +  <u 

151.  Écrivez  fur  une  première  ligne ,  comme  il 
fuit,  les  quantités. 

1  •+•**  — +  **  •— 5—  y+  *»  •  — j—  .  — j—  -y  + 

I»  .  — —  •  — j—  •  — ^—  ,4  9    <*£. 

Et  ayant  écrit  l'unité  au-deflbus  &  à  une  place 
plus  avant  fur  la  gauche ,  formez  la  fuite  inférieure, 
par  cette  loi.  ..............  . 

Multipliez  cette  unité  par  le  premier  terme  de  la 

L  1 
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fuite  fupérieure  &  par  ~- ,  &  vous  aurez  le  fécond 
terme  de  la  férié  inférieure. 

Multipliez  ce  fécond  terme ,  par  le  fécond  terme 
de  la  fuite  fupérieure  &  encore  par  -~- ,  &  vous 
aurez  le  troifième  terme  de  la  férié  inférieure* 

Multipliez  ce  troifième  terme  ,  par  le  troifième 
de  la  fuite  fupérieure  &  encore  par  -£- ,  &  vous 

aurez  le  quatrième  terme  4e  k  férié  inférieure  ;  & 
ainû  de  fuite. 

Réunifiez  tous  ces  termes  de  la  férié  inférieure  f 
&  multipliez  la  totalité  par  xm ,  vous  aurez  la  valeur 
de  (  x  +  a  )-. 

151.  Si  au  lieu  de  x  +  a9  on  avoit  **  +  **,  ou 
x'  +  a*  ou ,  &c.  ;  au  lieu  de  multiplier  fucceffive- 

ment  par  -£• ,  on  multiplierait  par  ^r  dans  le  pre- 
mier cas  ,  par  -^-  dans  le  fécond ,  &  en  général  par 

le  fécond  terme  du  binôme  divifé  par  le  premier  : 
&  on  multiplierait  la  totalité ,  dans  le  premier  cas , 
par  x1  élevé  à  la  puiflance  m  ;  &  dans  le  fécond 
cas ,  par  x* ,  élevé  à  la  puiflance  m  ;  c'eft-à-dire  y 
en  général ,  par  le  premier  terme  du  binôme ,  élevé 
à  la  puiflance  propofêe. 

Enfin  fi  le  fécond  terme  du  binôme ,  au  lieu  d  avoir 
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le  figne  + ,  avoit  le  figne  — ,  au  lieu  de  multiplier 
fucceffivement  par  —  ,  lorfqu'on  a  x  +  a ,  ou  par 
~ ,  lorfqu'on  a  x%  +  a1 9  on  multiplierait  fuccef- 
fivement par  —  -j- ,  ou  par  —  ~ ,  &  ainfî  de 
fuite. 

Suppofons,  pour  donner  un  exemple ,  qu'on  demande  la 
fixiime  puiuance  de  *5  •+-  43  ;  je  procède  comme  ci-deflbus. 

v   »    t    4   s   T 

i  4.  if!  4.  Uff  u-  Î2fl  4-  i^I?  j.  If2   4.  l!l 

T    ,,     T     ^     1       y-  T      Mt%     T     ,is     T    ,.i 

Ceft-à-dire ,  qu'ayant  écrie  la  fuite  6  %  \  %  $  &c. ,  qui 
répondant,  -~Li  ^  i-=Ll  ^  JLrJ  ^  &c,  &  ayant 

tait,  au-deflbus,  l'unité,  pour  premier  terme  de  la  féconde 
fuite;  je  multiplie  ce  premier  terme,  par  le  premier  terme 

6  de  la  fuite  iùpérieure,  &  par  -^-,  ce  qui  me  donne 
-y  pour  le  fécond  terme.  Je  multiplie  — j-  par  le  fé- 
cond terme  \  de  la  fuite  fupérieure,  &  par  -^-  ,  &  j'ai 
■^■J-  pour  troifième  terme,  &  ainfi  de  fuite.  Enfin  je 

multiplie  la  totalité  des  termes  fermés  fuivant  cette  loi, 
pv  x*  élevé  à  la  puiflance  6,  c'eft-à-dire(  113) ,  parxl8f 

I  »  *    +       «i       +   -^ —  +   — ? —    + 

J— 1 — -  +  — ,-,  qui  fe  réduit  à  *'*  + 

+  <". 
155.  Si  an  lieu  d'un  binôme  on  avoit  un  trinôme  à  élever 
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à  une  pulflancc  propofée;  fi  Ton  avoh,  par  exemple, 
*  +  *  +  c  ^  élever  à  la  troifième  puiffance ,  en  feroit 
b  +  c  zz  m  ,  &  Ton  auroit  a  +  m  *  élever  à  la  troifième 
puiflance ,  qui  félon  les  régies  qu'on  vient  de  donner ,  feroit 
a*  4*  3**»  +  3 *ffi*  +  m*.  Remettant  maintenant,  au 
lieu  de  m  fa  valeur  b  +  c,  on  auroit  43  +  3  a*  (i+c)  + 
3<*  (£  +  c)*  +  (£  +  O3-  Or  les  puiffances  (J  +  e)9 
(*  +  O*  »(*•-••  O3  étant  toutes  des  puiflances  de  bi- 
nôme, fe  trouveront  également  par  les  règles  précédentes; 
il  ne  s'agira  plus  que  de  les  multiplier  refpeâivement  par 
34*,  3*  &  1.  En  achevant  le  calcul,  on  trouvera  a*  + 
34**  +  34*c  +  $ab*  +  6«4c  •+-  34c*  +  *J  +  î*a* 
+  3*ca  +  c\ 

154.  Mais  en  réfléehifiant  un  peu  fur  la  règle  de  l'élé- 
vation des  binômes >  on  verra  qu'on  peut  former  la  puif- 
fance d'un  polynôme  quelconque,  d'une  manière  plus  corn* 
mode  en  obfervant  la  règle  fuivante. 

Suppofons  qu'on  Veut  élever  le  trinôme  s  ■+•  b  +  c  * 
la  troifième  puiflance.  Faites  b  -f-  czzp  >  &  alors  il  s'agit 
d'élever  a  -\~  p  k  h  puiffance  3 ,  ce  qui  donnera.  •  .  •  • 

*3  +  1**P  +  3*P*  +  P3* 

J'écris  fous  chaque  terme  de  cette  quantité,  Texporant 
de  p;  je  multiplie  chaque  terme  par  le  nombre  qui  lui  ré- 
pond, &  je  change  un  p  en  b,  ce  qui  donne. • 

$a%b  +  6abp  -f*  Î^P** 


J'écris  fous  cette  quantité  la  moitié  de  chaque  expofant 
de  p ,  &  }e  multiplie  chaque  terme  par  lé  nombre  corres- 
pondant ,  changeant  encore  un  p  en  b  9  j'ai, 

jab*  4"  $b*p* 
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Pécris  fous  chaque  terme  de  celle-ci  le  tiers  de  l'expo- 
fant de  p  ;  je  multiplie  comme  ci-devant ,  &  je  change  un 
p  en  b  ;  j'ai .  .  . «••••£'• 

Enfin  je  réunis  tomes  ces  quatre  lignes  en  changeant  p 
en  c,  &  j'ai  *3  +  ^aac  -f  3<*c*  +  c3-4-  ^a*b  +  6abc  + 
j^c*  4-  3<i^*  -f-  ^b2c  -f-  P,  de  même  que  ci-deflus. 

Aiofi  bn  multipliera  chaque  terme  de  la  première  ligne  > 
par  l'expofant  de/?;  chaque  terme  de  la  féconde,  par  la 
moitié  de  l'expofant  de  p  dans  cette'  féconde  -9  chaque  tenn* 
de  la  troifiéme ,  par  le  tiers  de  l'expofant  de  p  dans  cette 
troifiéme,  &  ainfi  de  fuite,  obfervant  à  chaque  ligne,  k 
commencer  de  la  féconde ,  de  changer  un  p  en  b ,  &  à  la 
fin  on  changera  tous  les  p  reftans ,  en  c  Cette  régie  s'ap- 
plique de  même  aux  quadrinomes,  quintinomes ,  &c. 

De  l'Extraction  des  Racines  des  quantités 

complexes. 

155.  Lorsqu'une  foi?  on  eft  en  état  de  trouver 
tous  les  termes  dont  une  puiflànce  propofée  d'un 
binôme  doit  être  compofée,  il  efl  aifé  d'en  con- 
clure la  méthode  d'extraire  une  racine  d'un  degré 
propofé  ,  foit  que  la  quantité  dont  il  s'agit  foit 
littérale ,  foit  qu'elle  foit  numérique  :  ce  que  nous 
allons  dire  fur  la  racine  cinquième  fuffira  pour  faire 
comprendre  comment  on  doit  fe  conduire  dans  les 
autres  degrés.  . 

Selon  la  formule  des  puiflances  d'un  binôme ,  îa 

L4 
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cinquième  puiflance  de  a  +  b ,  eft  a '  +  ç  a4  b  + 
10  *3£2  +  iotf2£*  +  5  *£4-M5,  De  ces  fix  termes 
les  deux  premiers  fuffifent  pour  établir  la  règle  que 
nous  cherchons. 

Le  premier  eft  la  cinquième  puiflance  du  premier 
terme  du  binôme ,  &  le  fécond  eft  le  quintuple  de 
la  quatrième  puiflance  de  ce  même  premier  terme  , 
multipliée  par  le  fécond  terme  ;  donc  pour  avoir  le 
premier  terme  de  la  racine  ,  il  faut ,  après  avoir 
ordonné  tous  les  termes  de  la  puiflance  donnée , 
extraire  la  racine  cinquième ,  du  premier  terme  de 
cette  puiflance  ;  &  pour  avoir  le  fécond  terme  de 
la  racine,  il  faut  divifer  le  fécond  terme  de  la  quan- 
tité propofée ,  pat  le  quintuple  de  la  quatrième  puif- 
fance  de  la  racine  qu'on  vient  de  trouver  par  la 
première  opération.  En  effet ,  il  eft  évident  que  la 
racine  cinquième  de  a$  eft  a  ,  qui  eft  le  premier 
terme  du  binôme ,  dont  la  quantité  a5  +  5  *4*  +  &c. 
cft  la  cinquième  puiflance  ;  &  il  eft  également  évi- 
dent que  ^—  donne  b  qui  eft  le  fécond  terme  de 

ce  binôme.  Mais  comme  il  pourroit  fe  faire  que  la 
quantité  propofée  ne  fut  pas  une  puiflance  parfaite  du 
cinquième  degré  ;  après  avoir  aînfi  trouvé  le  fécond 
terme  de  la  racine ,  il  faudra  vérifier  cette  racine  en 
l'élevant  au  cinquième  degré  &  retranchant  le  réful- 
tat ,  de  la  quantité  propofée  ;  voici  un  exemple» 
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On  demandé  la  racine  cinquième  dé " • 


yufi  +  240*^+ 720^4-  io$oaaA3  4-  810^4- *43*5 


Refte.  4-  24oa*b + 720*^*4.  ioSo«a*'4-  810À*4  4. 143** 


Racine 
1*4.3* 


$0* 


Je  tire  la  racine  cinquième  de  31*'»  elle  eft  i*  que 
f  écris  à  la  racine» 

relève  la  à  la  cinquième  puiffance ,  Se  j'écris  le  produit 
324*  avec  un  figne  contraire,  fous  le  premier  terme  324* 
de  la  quantité  propofée ,  ce  qui  le  détruit* 

J'élève  la  racine  2  a  à  la  quatrième  puiffance  9  ce  qui 
me  donne  16 a4  que  je  quintuple,  &  j'ai  Soa4  que  j'écris 
ions  la  racine  %a;  je  m'en  fers  pour  divifer  le  premier 
terme  2,40 a4 b  du  refte;  la  divifion  faite ,  j'ai  pour  quo- 
tient 36  que  j'écris  à  la  racine;  enforte  que  j'ai  la  4-  3* 
pour  la  racine  cherchée  ;  mais  pour  m'en  afliirer  davan- 
tage ,  j'élève  2  *  4-  3  *  à  k  cinquième  puiffance  ;  je  re- 
trouve les  mêmes  termes  que  dans  la  quantité  propofée; 
fcifant  la  fouftraâion ,  il  ne  refte  rien  ;  d'où  je  conclus  que 
la  racine  eft  exaâement  %a  4-  3*. 

S'il  devoit  y  avoir  encore  un  autre  terme  à  la  racine  t 
«lors  il  y  auroit  un  refte ,  après  cette  première  opération  : 
je  regarderais  2*  4-  3 A  comme  une  feule  quantité,  avec 
laquelle  j'opérerois  pour  trouver  le  troiftème  terme ,  comme 
j'ai  opéré  avec  %a  pour  trouver  le  fécond. 

156.  A  regard  des  quantités  numériques,  la  règle  eft 
absolument  la  même  ;  la  feule  chofe  qu'il  faille  éclaircir, 
eft ,  à  quel  caraâère  on  reconnoîtra  ce  qui  répond  au 
premier  terme  a5  &  ce  qui  répond  au  terme  5  d*h  2 


ijo  C  o  tr  *  s 

Pour  fe  conduire  dans  cette  recherche ,  il  n'y  a 
qu'à  imaginer  que  dans  le  binôme  a  +  b ,  a  marque 
les  dixaines  &  b  les  unités  ;  alors  il  eft  évident  que 
a*  fera  des  centaines  de  mille»  parce  que  la  cin- 
quième puiffance  de  10  eft  iooooo;  donc  le  pre- 
mier terme  a5 ,  ou  la  quantité  dont .  il  faudra  tirer 
la  racine  5  e ,  pour  avoir  le  premier  chiffre  de  la 
racine ,  ne  peut  faire  partie  des  cinq  derniers  chiffres 
fur  la  droite  ;  on  féparera  donc  les  cinq  derniers 
chiffres ,  &  fuppofé  qu'il  en  refte  cinq  feulement  ou 
moins  de  cinq  fur  la  gauche ,  on  en  cherchera  la 
racine  5  e ,  qui  fera  facile  à  trouver ,  ne  pouvant 
avoir  qu'un  feul  chiffre. 

Quand  on  aura  trouvé  le  premier  chiffre  de  la 
racine  &  qu'on  aura  retranché  fa  cinquième  puif- 
fance ,  de  la  quantité  qui  a  fervi  à  trouver  cette 
racine ,  on  abaiffera ,  à  côté  du  refte ,  les  cinq  chiffres 
féparés  :  &  pour  avoir  la  partie  qu'il  faut  divifer  par 
5  a4 ,  c'eft-à-dire ,  par  le  quintuple  de  la  quatrième 
puiffance  des  dixaines  trouvées  ,  il  faudra  féparer 
quatre  chiffres  fur  la  droite ,  &  ne  divifer  que  la 
partie  reftante  à  gauche  :  car  5  d+b9  qui  eft  la  partie 
qu'on  doit  divifer  par  5  a4,  pour  avoir  b ,  ne  peut 
faire  partie  des  quatre  derniers  chiffres ,  puifqu'étant 
le  produit  de  5  *4  par  b ,  elle  doit  être  au  moins  des 
dixaines  de  mille ,  puifque  tf4  eft  des  dixaines  de  mille. 
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Ces  éclairdffemens  pofés ,  le  procédé  eft  le  même 
que  pour  l'extraôion  littérale;  voici  un  exemple* 


On  demande  la  racine  cinquième  de.  •,,,,..  #  ,  , 
3802.04032  {52 

6770.4031 
3125 

38020403a 
o 

Je  fépare  les  cinq  derniers  chiffres  0403s ,  &  je  chercha 
h  racine  cinquième  de  3802  qui  ayant  moins  de  5  chiffres, 
ne  peut  donner  qu'un  chiffre  pour  cette  racine;  elle  eft  5 
que  j'écris  à  côté. 

rélève  5  à  la  cinquième  puiflance ,  &  j'écris  le  produit 
fous  3802  pour  Fen  retrancher;  il  refte  677,  à  côté  du- 
quel j'abaifle  les  cinq  chiffres  féparés  d'abord;  du  total,  je 
fëpare  4  chiffres  fur  la  droite,  &  je  divife  la  partie  res- 
tante 6770,  par  le  quintuple  de  la  quatrième  puiflance  de 
la  racine  trouvée  5  ,  c'eft-à-dire,  par  5  fois  625  ,  ou  3125» 
Je  trouve  pour  quotient  2,  que  j'écris  à  côté  du  premier 
chiffre  trouvé  5.  Pour  vérifier  cette  racine  52,  je  l'élève 
a  la  cinquième  puiflance ,  &  je  trouve  le  nombre  même 
propoft,  d'où  je  conclus  que  52  eft  exactement  la  racine. 

SU  y  avoit  un  refte ,  &  qu'on  voulût  approcher  plus  prés 
de  la  racine,  on  mettroit  5  zéros,  &  on  continueroit  pour 
avoir  le  troifième  chiffre,  qui  feroit  une  décimale,  comme 
on  a  Eût  pour  avoir  le  fécond. 

En  général ,  pour  tirer  une  racine  de  degré  quel- 
conque m y  il  faut  féparer  en  allant  de  droite  à  gauche* 
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en  tranches  de  m  chiffres  chacune ,  dont  la  plus  i 
gauche  peut  en  avoir  moins*  Tirer  la  racine  du 
degré  m  de  cette  dernière  tranche  :  cette  racine 
s'aura  jamais  qu'un  feul  chiffre  :  à  côté  du  refte , 
defeendre  la  tranche  fuivante,  en  féparer  m  —  i 
chiffres  fur  la  droite ,  &  divifer  la  parue  reliante  1 
gauche ,  par  m  fois  la  racine  trouvée ,  &  élevée  à 
la  puiflance  m  —  i  ;  &  ainfi  de  fuite.  Cela  eft 
fondé  fur  ce  que  les  deux  premiers  termes  d'un 
binôme  a  +  b  élevé  à  la  puiflance  quelconque  m  , 
font  tf"  +  ma!*~l  b9  &  fur  ce  que  fi  a  marque  des 
dixaines  &  b  des  unités  ,  am  ne  peut  faire  partie 
des  m  derniers  chiffres  &  mam~%  b ,  ne  peut  faire 
partie  de  m  —  i  derniers. 

De  la  manière  d'approcher  de  la  racine  des 
puijfances  imparfaites  des  quantités  litté- 
rales. 

157.  Lorfque  la  quantité  complexe  propofée  n'eft 
point  une  puiflance  parfaite  du  degré  dont  on  de- 
mande la  racine  ,  alors  il  n'y  a  point  de  racine 
exafte  à  efpérer  :  il  faut  fe  borner  à  en  approchée 
auffî  près  que  peut  l'exiger  la  quefhon  pour  laquelle 
cette  extraûion  eft  nécëflaire.  On  pourrait  y  par- 
,  venir  en  fuivant  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
pofer  pour  les  puiflances  parfaites  :  elle  donnerait 
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une  fuite  de  termes  fractionnaires  dont  la  valeur 
décroiflant  continuellement ,  permet  de  fe  borner  à 
un  nombre  limité  de  termes  &  de  négliger  les  autres  : 
mais  l'opération  feroit  longue  &  pénible.  On  peut 
parvenir  au  même  réfultat  par  une  voie  beaucoup 
plus  courte,  en  employant  la  règle  que  nous  avons 
donnée  ci-deflus  (151)  pour  élever  un  binôme  à 
une  puiflance  propofée.  Pour  cet  effet,  il  faut  fe 
rappeler  (133)  que  toute  racine  peut  être  repré- 
fentée  par  une  puiflance  fraâionnaire.  Ainfi ,  deman- 
der la  racine  quarrée  de  a +b ,  ou  d'évaluer  V(a +b\ 
cfeft  demander  d'élever  a  +  b  à  la  puiflance  7 ,  puis- 
que (133)  (*  +  *)*  =  *(a  +  t}. 
Donc,  fuivant  k  régie  donnée  (151),  j'écris  k  fuite. 
*9  — : — 9  — : — 9  — t-*-*  — : — 9  ac 


Qui  fe  réduit  à.  .  .  *,  -  *f  -  ff  -  *,  -  £f  &c 

Et  pofant  1  pour  premier  terme  de  k  féconde  fuite,  je 
forme  cette  féconde .  .  .  . 

1  +   a     «  T  «*  *+"  16"  a  »         128  «♦   T  la8o  a%  5  ««■ 

En  multipliant  le  premier  terme  1,  par  le  premier  terme  £ 
de  k  première  fuite ,  &  par  — ,  c'eft-à-dire  par  le  fécond 

terme  du  binôme  *  +  4 ,  divifé  par  le  premier  ;  j'ai  i  — 
pour  le  fécond  terme. 

Je  forme  de  même  le  troifiéme  ,  en  multipliant  ce  fé- 
cond, par  le  fecond  terme  —  J  de  k  première  fuite,  & 
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par  —  ,  ce  qui  ne  donne  —  -J1^  P0111"  k  troHiètne  terme» 

Pour  le  quatrième ,  je  multiplie  ce  troifième  ,  par  le  troi- 
fième  terme  —  i  de  la  première  fuite  &  par  — »  &  j'ai 
+  rz  — r  P°ur  quatrième  terme,  &  ainfi  de  fuite* 

Enfin  je  multiplie  la  totalité  de  ces  termes ,  par  le  pre^ 
snier  terme  du  binôme ,  élevé  à  la  puiffance  \ ,  &  j'ai  pour 

la  valeur  de  {a  +  *)*  ou  de  ^(4  +  *)»  1*  quantité 
fiûvante  : 

«'V*  +  a     a  I     «•   +  16   i1         118  *♦  "^1180  tf*  * 

&c. J  qu'il  eft  facile  de  prolonger  autant  qu'on  le  jugera 
i  propos. 

158.  Nous  verrons,  par  la  fuite,  Pufage  de  ces  fortes 
d'approximations  ;  pour  le  préfent ,  nous  nous  contenterons 
de  faire  voir  par  un  exemple  en  nombres,  comment  on 
peut  les  employer  pour  approcher  des  racines  des  quantités 
numériques.  Suppofons  qu'on  veut  avoir  la  racine  quarrée 
de  10 1.  Je  partagerai  100  en  deux  parties,  dont  l'une  foit 
un  quarré,  le  plus  grand  qu'il  fera  poflible;  par  exemple, 
je  le  partage  en  ces  deux  parties,  100  &  1;  je  prends  la 
première  pour  4 ,  &  la  féconde  pour  £,  enforte  que  je  fup- 

pofe  a  =  ioo  &  b  =2  1  ;  par  conséquent  a1  ra  (100)  *  = 

y  100  =  io  ;  &  —  =  —  zz  0.01  ;  donc  la  férié  qui 

exprime  v(a  +  *),  c'e  A-a-dire  ici  i^ioi,  deviendra,  en 

mettant  pour  a*  &  — ,  leurs  valeurs, 

»i*  +  a  — r~  +  -a nr^+  «80  >*c-' 
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Suppofons  qu'on  veuille  avoir  cette  racine  jufqu'à  un  dix 
millième  prés  feulement  ;  alors  il  fuffira  de  prendre  les  trois 

premiers  termes;  car  le  quatrième  qui  eft   * °'°'  *  -  revient  a 

■0,0^°01  ,  c'eft-à-dire,  à  0,000000625  ;  &  quoiqu'il  doive 

être  multiplié  par  10  qui  doit  multiplier  tous  les  termes  de 
h  férié ,  il  ne  produira  que  0,0000006*5  qui  eft  bien  au- 
deflous  d'un  dix  millième.  Les  termes  fuivans  font,  à  plus 
forte  raifon,  beaucoup  au-deflbus,  puifqu'étant  continuelle- 
ment multipliés  par  0,01  qui  eft  une  fraAion,  ils  doivent 
diminuer  continuellement;  car  en  multipliant  par  une  frac- 
tion, on  ne  prend  (Arità.  iao)  qu'unç  partie  du  multi- 
plicande, 

La  valeur  de  \/ 101  fe  réduit  donc  a.  .  •  •  • 

,o  (  .    +   -2£L    -  j£fiL),   Ceft-à-diref  à 

10  (1  4-  0,005  —  0,0000125),  ou  10  X  1*0049875; 
ou  10,049875  ;  c'éft-à-dire,  10,0499  cn  *•  bornant  aux 
millièmes. 


Cette  méthode  peut  s'appliquer  à  toutes  fortes  de  racines 
&  à  toutes  fortes  de  quantités;  nous  en  donnerons  encore 

un  exemple  fur)/(«'  —  *')•  Je  change  donc  cette  quan- 
tité en  (*'  ~  *')'»  &. procédant  comme  ci-defliis,  j'écris 
f,  LJZ-I,  UZJl,  UZJ  ,  LHJ,  &c. 

OU   7,  — "y,   —  j9       m  TÔ  »   ~  âî  »   <**• 

Et  pofant  1 ,  pour  premier  terme  de  h  féconde  fuite,  je 
-forme  cette  féconde  , 

En  multipliant  le  premier  terme   1  *  par  le  premier 


4 
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terme  f  9  de  la  fuite  fupérieure,  &  par  —  -^-9  c*eft-4- 
dirc  par  le  fécond  terme  du  binôme,  divifé  par  le  premier; 
ce  qui  donne  —  7  —  Pour  f^0011'  terme  de  la  férié. 

Pour  avoir  le  troifiëme,  je  multiplie  celui-ci  par  le  fé- 
cond terme  —  f,  de  la  fuite  fupérieure,  &  par  —  -~ ,  ce 
qui  me  donne 


2J«t©     • 

En  calculant  de  même  les  fuivans  jufqu'au  fixiéme ,  & 
multipliant  le  tout  par  le  premier  terme  4'   du  binôme, 

élevé  à  la  puiflànce  \ ,  c*eft-à«-dire  (96)  par  a     ?  ou  par  *, 

j'ai  pour  valeur  approchée  de  )/(tfs  —  **  ) ,  la  quantité 

159.  Obfervons  à  regard  de  ces  fériés  &  de  toutes 
les  autres  qu  'on  peut  former  de  la  même  manière , 
qu'on  doit  toujours  prendre  pour  premier  terme  de 
la  quantité  propofée  ,  le  plus  grand  terme  ,  par 
exemple ,  dans  V^^a  +  t)  nous  avons  pris  ci-deflîis 
a  pour  premier  terme  ;  mais  fi  b  étoit  plus  grand 
que  a ,  il  auroit  fallu  prendre  b  pour  premier  terme. 
La  raifon  en  eft  que  lofque  b  eft  plus  grand  que  a, 

la  première  férié  *  *  (  1  +  —  -^ ï~  ir  *  ^c  ) 

eft  trompeufe  ;  car  —  étant  alors  plus  grand  que 
l'unité ,  les  termes  fuivans  qui  font  continuellement 
multipliés  par  -  vont  toujours  en  augmentant ,  en 

forte  qu'on  n'a  aucune  raifon  de  s'arrêter  après  un 

certain 
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certain  nombre  de  termes.  Mais  fi  dans  ce  même  cas 
on  forme  la  férié  en  prenant  b  pour  premier  terme, 

on  aura  *T  (  1  +  -7  -j- g-  -jr,  &c«  )   dans  la«> 

quelle  les  termes  vont  en  décroifiant. 

Les  fériés  dont  les  termes  vont  en  augmentant  de 
valeur  à  mefure  qu'ils  s'éloignent  de  l'origine,  s'ap- 
pellent foies  divergentes  ;  &  au  contraire  on  appelle 
fines  convergentes  celles  dont  les  termes  diminuent  de 
valeur  à  mefure  qu'ils  s'éloignent  de  l'origine. 

160.  Nous  avons  vu  (141)  que  toute  fraâion 
algébrique  pouvoit  être  mife  fous  la  forme  d'un 
entier ,  en  faifant  paffer  fon  dénominateur  au  numé- 
rateur avec  un  expofant  négatif.  Cette  observation 
nous  fournit  le  moyen  de  réduire  en  férié  toute 
fraâion  dont  le  dénominateur  feroit  complexe ,  ce 
qui  fera  utile  par  la  fuite. 

Par  exemple,  fi  j'avois  ^  x%  '*,  au  lieu  de  cette  quan- 
tité, j'écrirais  a*  X  («a  —  **)~"'t  &  alors  j'éleveroîs 
**  —  xa  à  la  puhTance  —  1  félon  la  règle  donnée  (128); 

c*eft-4-dire ,  que  je  poferoîs  d'abord  la  férié  —  1  y  "" — — —  ^ 
~~JLZl2-    ""-LUI-    &c.  ou  —  i,  —  1,  —  i,  —  1* 

Et  je  formerons  la  férié  fuivante  : 


Marine*  Alglbrt.  M 
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en  multipliant  le  premier  terme  1  de  cette  féconde ,  par  le 

premier  terme  —  1  de  ta  férié  fupérieure  &  par  —  —  * 

ce  qui  donneroit  -| —  ;  multipliant  celui-ci  par  le  fécond 

terme  —  1  de  la  férié  fupérieure ,  &  par  —  —,  &  ainû  de 

fuite.  Après  quoi  je  multiplierois  la  totalité»  par  le  premier 
terme  4*  élevé  à  la  puiflance  —  1 ,  c'eft-a-dire  (96)  par 

a  ou  a~  * ,  ce  qui  me  donneroit •  •  .  .  • 

*-4o  + £  +  ■$-  +  £ +  £•*«•> 

pour  râleur  de  (4*  —  «*)""'  ;  donc  pour  avoir  a*  (a*  —  x*)""J, 
il  ne  s'agit  plus  que  de  multiplier  par  a*;  or  a~~*  x  *% 
donnant  4*~"*f  ou  4*,  qui  fe  réduit  à  1  ;  on  aura  donc 

On  s*y  prendroît  de  même  pour  réduire  en  férié  >>%  , — ^ ; 
on  confi  Jéreroit  cette  quantité  comme  a*  (a*  -f-  x*  )~~3.  Pareil* 

lement  au  lieu  de  e  ,  on  écrirait  - — - — -7  ,  &  cn- 

fuite  4*  (4*  •+•  x*)""  » ,  &  ainfi  des  autres. 

161.  Nous  avons  fuppofé  (149)  que  la  même  formule 
qui  fervoit  pour  former  les  puuTances  parfaites  d'un  binôme, 
pouvoit  auffi  fervir  pour  en  former  les  puiflances  imparfaites. 
Comme  les  principes  fur  lefquels  cette  formule  eft  fondée, 
fuppofent  que  l'expofant  eft  un  nombre  entier  pofitif ,  on 
pourrait  douter  qu'on  pût  l'appliquer  légitimement  au  cas  où 
cet  expofant  eft  fractionnaire  pofitif  ou  négatif,  ou  entier  néga- 
tif. Voici  comment  on  peut  fe  convaincre  que  la  même  formule 

peut  fervir  dans  tous  ces  cas.  Soit  en  général  (a+b)  *  , 
—  étant  pofitif,  on  aura  (151) .  .  .  s .  .  ♦ 
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»  .  ..  T—  — /w  t    m  b   m  m    m         £*   .  m    m         m         è*  # 

*    "^  n  **  ~  »     a a%~  n*  n it        *  a3         # 

2  2       ,    3 

Faifons.  pour  abréger ,  la  Comme  de  tous  les  termes  de 
cette  fine ,  excepté  le  premier ,  égale  kp;  c'eft~à-dire ,  fàifons 

*         m        b  m       m  b*    ,     m       m  m  b* 

2  2  3 

m  m 

alors  nous  auront   (tf-f-J)  n  =  <t  "  ( f  +/0  >   élevons 
chaque  membre  à  la  puifiance  n ,  &  (113)  nous  aurons 


»  n  mn 


{d+b)  •  =j  «  (i+p)\c'e6r±dke9(a+b)mzzam(ki+p)"; 
or  nous  favons  que  (*-f-£)m  »  a  pour  valeur 

Si  donc  *"(  1  +  p  Y  revient  à  cette  quantité  ,  ce  fera  une 
preuve  ,  la  dernière  égalité  ayant  lieu ,  que  toutes  celles  dont 
elle  cft  déduite ,  ont  lieu  ;  8c  que  par  conféquent  la  valeur  dç 

m 

(  a  -f-  b  )  ■  doit  être  telle  que  la  donne  la  première  équation* 
Voyons  donc  fi  am  (i  +/>)"  revient  au  même  que  (  a + b  )*% 


Substituons ,  dans  ce  fécond  membre  ,  au  lieu  de  p  9 
h  valeur  ;  mais  pour  ne  pas  embrafler  trop  de  calcul  à  la 
fois,  ne  tenons  compte  dans  cette  fubftitution  que  des 
termes  qui  ne  pafleront  pas  le  cube;  nous  aurons  donc 

2  23 

J.m*    b*     ,     2  m*      m  *'     i    ©. 

a 

M  x 
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par  conféquent  i+np  +«.^-  p  *+  *•-;— »-r— F*  »  **• 
deviendra  i  +  m  -  +/»  -— i  "?-*"m#*""  l»n      •'**'* 

2 

,    m'  it-i  »-2   **    .  ft 

Or  m  #  —  —  i  +  —  .  —  ,  qui  cft  la  totalité  de  ce  quimul- 

i 

dpUe^.feréduitlmf   an    +  — ^  J  ,  ou  m .  -j^-, 

ou  enfin  a  m  .  — - — •» 

2 

Pareillement,!»^  -*.-  -*+  — .-"*—  +  ^«— «-y» 

23  2 

qui  eft  la  totalité  de  ce  qui   multiplie  -^- ,   fe  réduit  i 

(m  -n   m-»i«    ,    i»  m  -«  n-i    .     m*     («- 1  )   (a-a)A 
TT*    3*     "*"»•     n     •    2     "*"   »•   •       2       •       3     7 

((m-n)  .  (m-2 i»)  +3  » .  (m-«) .  (a-i)  +  »*  .  (»-i) .  (»*iA 
2»x3«  y 

ou  (  en  faifant  les  opérations  indiquées ,  &  les  réduétions  ) ,  i 
m  %  (*'*"*?)  ,  qui  eft  la  même  chofe  que  m.i^l.^; 

donc  la  quantité  i  +  nP  +  *•— —  J>  +*•-£— •-y/>  KCê 

revient  à  i  H — —  4-  *•— —  ^  +  '"•""T""*""}""  "7  +  °"* 

Et  fi  au  lieu  de  fe  borner  aux  termes  qui  ne  patient  pas  le 
cube  ,  on  pourfuivoit  plus  loin ,  on  trouveroit  de-même  que  les 

+  .  i  rL  •    r    ^         m-i     m -2    m  -  J   M 

termes  fuivans  de  cette  len*  font  m  m  — —  #  — — ,  — — p-> 


m- i     w- 2 

m. 


m  -  3     m-4  jP    & 


•     3      •     4  ï        * 
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rcvientà  *«  (i +  —  +  m.-^-  -  +*.—._.  -^-h&c.). 
Donc  l'équation  (*  +  *)•  s=*"(i  +p )n  eft  vraid ;  donc 

mm' 

auffi  l'équation  (4  +  ^"  =<*r  (1 +/>),  dont  celle-là  a  été 
déduite ,  eu  (ce  qui  revient  au  même),  Téquation.  .  .  . 

(■        1     1  \  "Z T"  /       ,    S  0     .    S  M  "    ,    ffl   W  flï  *    o       * 

«+*)«  =4»  (,+  --+-.-■-,-■  +  -.■■-.,.-- a.^fa.) 

2  2  5 

eft  Traie.  Donc  la  formule  qui  fert  à  élever  à  une  poifiance 
dont  l'expofant  eft  un  nombre  entier  pofitif ,  peut  fervir  auffi 
à  élever  à  une  puiûance  dont  Fexpofant  eft  un  nombre  fraction- 
naire pofitif. 

Pour  faire  voir  que  la  même  formule  peut  être  employée, 
lorfque  l'expofant  eft  négatif,  il  faut  remarquer  que  fi  nous 
repréfentons  par  T  h  totalité   des  termes  que  donnerait 

(*  -|-  b  )  •  en  le  développant  fuivant  la  même  règle  (  1 5 1  ) ,  on 

— w  m 

«"»(*  +  *)  ~  =  ^c'eft-à-dire,  r~Ç\  ""  =T  (141);  &  par 
conféquent  1  =  7X  (<*  +  b)  n ,  il  faut  donc  prouver  que  fi  Ton 

— m 

multiplie  la  fournie  T  des  termes  que  donnera  (<*  +  *)  " 
évalué  félon  la  régie  que  nous  avons  donnée  (151),  fi  on  la 

m 

multiplie ,  dis-je ,  par  la  valeur  de  (4  -t-  £  )  n ,  le  produit  fe 
réduira  à  l'unité.  Or  (<f  +  £)  n  donneroit  fuivant  cette  régie 

—  /         m  b    .    m     m    ,        b*       mm,  ».        b*  Qm 

*         n   a    '   n     n    ■       a*        an  •  n    ■        a' 


« 


*■ 


Mj 
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m 

Et  ( a  -|-  b)  ""  donnera 

*  *(l-4 . —  —  I,— -  H , —  — I. —  —  1#-t-«C5 


Multipliant  ces  deux   quantités  Tune  par  l'autre,  &  fe 
bornant  au  cube  de  —  ,  on  aura 

T~T/         m  b    t  m  m    .        b*       mm,        m    t       P    e    • 
*  *       n    *  *         A    A    '         »  g' 

2  2  3 

+  m  ^  »*  J»     ,      ib*     »    ,  V*  g* 

a  a  a*  a*     ■       »*      «    '  a* 

2 

,    m     »  b*        m*    m  b*  .  * 

2  2 

+  m      m  flf  9*    a. 


Or  fi  Ton  fe  donne  la  peine  d'en  faire  le  calcul,  on  vena 
que  la  fomme  des  quantités  qui  multiplient  — ,  de  celles 

qui  multiplient  —  ,  de  celles  qui  multiplient  -y ,  fe  réduit 
à  zéro  ;  &  il  en  fera  de  même  des  puiffances  fuivantes ,  fi 
Ton  pouffe  le  calcul  au-delà  de  —y-  ;  donc  ce  produit  fe 


m 


réduit  ï  a  n       n  X  i   ou  a0  X  i    ou  i  X   I  >  c'eft-à- 
dire ,  i.  Donc  la  formule  peut  fervir  dans  tous  les  cas. 

Des  Équations  a  deux  inconnues  ,  lorf qu'elles 
paffent  le  premier  degré. 

161.  Une  équation  à  une  feule  inconnue  eft  dite 
du  troisième ,  du  quatrième  »  du  cinquième ,  &c 
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degré ,  lorfque  la  plus  haute  puifiance  de  l'inconnue 
eft  la  troifième ,  la  quatrième ,  la  cinquième,  &c.  ; 
mais  outre  cette  puiffande ,  une  équation  peut  encore 
renfermer  toutes  les  puiffances  inférieures  ;  ainfi 
*'  a=a  8,x3  +  5**  =4,x3  +  6*a  —  9X  =  7, 
font  toutes  des  équations  du  troifième  degré. 

Une  équation  à  deux  ou  à  un  plus  grand  nombre 
d'inconnues  eft  dite  paffer  le  premier  degré  f  non- 
feulement  lorfque  Tune  de  ces  inconnues  paffe  le 
premier  degré ,  mais  encore  lorfque  quelques  -  unes 
de  ces  mêmes  inconnues  font  multipliées  entre  elles; 
&  en  général ,  le  degré  s'eftime  par  la  plus  forte 
fomme  que  puiflent  faire  les  expofans  dans  un  même 
terme  :  l'équation  x*  +  y  *  =  a 2  b  eft  du  troifième 
degré  ;  1  équation  bx1  +  x2y  +  ayz  =3  a  b1  eft  auffi 
du  troifième  degré ,  parce  que  les  expofans  de  x  & 
de  y  dans  le  terme  x1  y  font  3  ;  dans  les  autres 
termes ,  les  expofans  font  moindres, 

163.  Pour  réfoudre  les  queftions  qui  conduifent 
à  des  équations  à  plufieurs  inconnues ,  &  au-delà 
du  premier  degré ,  il  faut ,  comme  pour  celles  du 
premier  degré ,  réduire  ces  équations  à  une  feule  * 
qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue» 

Si  Ton  a  deux  équations  &  deux  inconnues ,  &  que , 
dans  Tune  de  ces  équations  >  l'une  des  inconnues  ne 

M  4 


i&l  Cours 

paffe  pas  le  premier  degré ,  prene[  la  valeur  de  cette 
inconnue ,  comme  /i  tout  le  refit  étoit  connu  ;  fubfBme^ 
cette  valeur  dans  Vautre  équation ,  &  vous  aure[  une  nou- 
velle équation  qui  ne  renfermera  plus  quune  inconnue. 

Par  exemple ,  fi  Ton  me  propofoit  cette  queftion , 
trouver  deux  nombres  dont  la  fomme  foit  n,  & 
dont  le  produit  foit  35.  En  repréfentant  ces  deux 
nombres  par  x  &  y  >  j'aurois  x  +  y  ==»  11 ,  & 

*y  =  35- 

De  la  première  je  tire  x  =  1 1  —  y  ;  fubftituant 
dans  la  féconde  équation  ,  cette  valeur  de  x9  j'aurai 

(  11  — y)y=*  35  ou  **y  —  y  y  =  35»  éW 

tion  du  fécond  degré  qui  étant  réfoîue  fuivant  les 
règles  données  (  99  &fuiv.  )  ,  donnera^  =  6  db  1 , 
c'eft-à-dire  ,y  =  7  ou  y  =  5  ;  &  puifque  x  =  11 

—  y  9  on  aura  x  =  5  ou  x  =  7  ;  c'eft-à-dire ,  que 
les  deux  nombres  cherchés  font  5  &  7  ou  7  &  ç. 

Pareillement  ,  fi  j'avois  les  équations  x  +  ^y  = 
é  &  x1  +  y*  =  11 ,  de  la  première ,  je  tirerois  x  = 
6  —  5  y  i  fubftituant  dans  la  féconde  ,  j'aurois 
(6  —  3  y  Y  +  y1  =  11;  feifant  l'opération  indi- 
quée, j*ai  36  —  *$6y  +  9^*  H-^2  =  11  ;  ou  en 
paffant  tout  d'un  même  côté,  &  réduifant  \oy% 

—  3*\y  +  14  =  o;  équation  du  fécond  degré, 
qu'on  peut  réfoudre  par  les  règles  données  (  99  6* 
fuiv.  ) 
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Prenons  pour  troifième  exemple ,  les  deux  équa- 
tions xy  +y*  =  5  &  xl  +  xzy  =y%  +  7.  La  pre- 
mière donne x  =  5~,y  :  fubftituant  dans  la  féconde, 

on  a  (^y  +  (±f£y  y  =  y*  +  7  ou 
ii^l  +  (i-^)V  =  .yl  +  7.  Pour  chaffer  les 

fraâions  ,  il  fuffit  ici  de  multiplier  le  fécond  terme 
par  y  &  le  fécond  membre  par  y3  9  ce  qui  donne 

(  5  —  y  y  +  (  5  -  y2  y  y1  =y + 7^j-  Fai^t 

les  opérations  indiquées  ,  on  a ,   125  —  75^*  4- 

mj'4—  y* +*wz  — io^4  +y  =*y  +  7^J  ; 

paflant  tout  dans  le  premier  membre  &  réduifant  , 
on  a ,  après  avoir  changé  les  lignes ,  ys  —  jy+  + 
jy*  +  }oyz  —  115  =0,  équation  qui  ne  ren- 
ferme plus  que  y ,  niais  qui  eft  du  cinquième  degré. 

164.  A  l'occafion  de  cet  exemple  ,  nous  ferons 
remarquer  que  lorfque  quelques-uns  des  dénomina- 
teurs de  féquation  ont  quelques  faâeurs  communs 
entre  eux ,  on  peut  faire  difparoitre  ces  dénomina- 
teurs plus  Amplement  que  par  la  règle  générale ,  en 
examinant  par  quelle  quantité  il  faudrait  multiplier 
ces  dénominateurs  pour  qu'ils  devinffent  égaux.  Cette 
remarque  eft  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite 
(48)  au  fujet  des  fraâions.  Par  exemple,  fi  j'avois 

l'équation  -jy  +  ~  =*  e  ,  je  la  changerais  en 
— *J^  ■  *  aa^  en  multipliant  les  deux  termes  de 


k 
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la  première  fra&on  par  c,  &  les  deux  termes  de 
la  deuxième ,  par  b  ;  alors  chaflant  le  dénominateur , 
faurois  czx  -+•  bdx  =  abc  t. 

165.  Si  dans  tune  des  équations  ,  Vunt  du  deux 
inconnues  ne  pajfe  pas  le  fécond  degré  :  prenez  dans 
celle  -ci  la  valeur  du  quarré  de  t inconnue  la  moins 
élevée  ,  &  fubfiitue^  -  la  dans  Poutre  >  a  la  place  du 
quarré  de  une  mime  inconnue  &  de  fes  puiffances  ;  & 
continuel  de  fui  fi  tuer  jufquà  ce  que  cette  inconnue  ne 
fe  trouve  plus  qu'au  premier  degré*  Alors  tire[  de  cette 
dernière  équation  la  valeur  de  cette  même  inconnue  ,  & 
fubfiitueç-la  dans  la  première. 

Par  exemple  ,  fi  j'avois  x1  +  ^y%  e=s  6x  & 
%  x3  —  ly7,  =3  8 ,  je  prendrois,  dans  la  première , 
la  valeur  de  x2  qui  eft  x2  =2  6x  —  3 y2  ;  la  fubt 
tit uant  dans  la  féconde ,  j'aurois  (  en  faifant  atten- 
tion que  xl  eft  xz  x  x) ,  1  (6* — 3.X1)* —  ly* 
es  8  f  qui  fe  réduit  à  nxa  —  6  xy2  —  ^y*  =2  8  ; 
comme  il  y  a  encore  x2  dans  celle-ci ,  j'y  fubftitue 
de  nouveau ,  la  même  valeur  de  x2  que  ci-deflus, 
&  j'ai  72  x  —  36.y2  —  6xy2  —  $y2  =  8  ,  équa- 
tion dans  laquelle  x  n'eft  plus  qu'au  premier  degré. 

Ten  tire  la  valeur  de  x ,  &  j'ai  x  =  *^^-  ; 
je  fubftitue  cette  valeur  dans  la  première  équation 
m%  +  iy2«=6x:  il  me  vient  (-g£|£)a  +  & 
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—  *  ( to£±±\  ou  Ul2l±Il  +  x y*  =  yi£±* 
ou  Q164;  (?a __*/)»  +  3^   ="  (7*-*ya)*  * 

ou  enfin  ,  en  chaflant  le  dénominateur  commun, 

(  39J*  +  8)2  +  W%  (7*  —  W  =  (  »34J* 
+  48  )  (  7X  ~~  ^  )  »  équation  dans  laquelle  il 
n'y  a  plus  à  faire  que  des  multiplications  &  les 
rédu&ons  ordinaires. 

166.  Lorfque  les  équations  font  de  degrés  plus  élevés, 
on  peut,  en  fuîvant  une  méthode  analogue  à  celle  que 
nous  venons  dTexpofer  ,  arriver  auffi  à  l'équation  qui  ne 
reiiferme  plus  qu'une  inconnue  ;  mais  il  eft  difficile  d'éviter 
un  inconvénient  qui  accompagne  alors  cette  méthode  :  cet 
inconvénient  eft  de  faire  monter  l'équation  à  un  degré  plus 
élevé  qu'elle  ne  doit  être.  Nous  allons  expofer  une  méthode 
qui  n'eft  pas  fujette  à  cette  difficulté. 

167.  Toute  équation  à  deux  inconnues  peut  être  toujours 

inife  fous  cette  forme.  .  .Axm  +  Bx*~x  +  Cx  ••• 
~j-  T  =  o;  m  marquant  le  degré  auquel  x  eft  élevé.  En 
effet,  on  peut  toujours  faire  une  totalité  des  différens  termes 
compofés  de  y  &  des  quantités  connues  qui  multiplient 
chaque  puuTance  de  x ,  8c  repréfenter  cette  totalité  par  une 
feule  lettre  ;  par  exemple ,  dans  l'équation  ax*  -+-  bxy  -f- 
cy*  +  d x  -+•  ty  +  /  =  o ,  qui  peut  généralement  re- 
préfenter toutes  les  équations  du  fécond  degré  à  deux  in- 
connues [car  il  ne  peut  s'y  trouver  d'autres  puiftances  de 
ces  inconnues]  ;  on  peut  raflembler  les  termes  en  cette  ma- 
nière ax*  +  {d  +  by)  x  +  cy%  +  ty  +  /  =  o,  & 
pour  abréger,  récrire  ainfi;  Ax%  +  Bx  +  Ç  =  o,  fauf 
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à  remettre,  au  lieu  de  A,  B  9  C,  ce  que  ces  lettres  reprfc 
fentent,  après  qu'on  aura  fiait,  de  l'équation  Ax%  +  &x 
4-  £  =  o,  Pufage  pour  lequel  on  lui  donne  cette  forme. 
Cela  pofé  foient  donc • 

Axm  +  Bx*~*  +  Cxm~*  +  Dxm~*  +..,J  =  o 

&  A'xm  +  B'xm~l  +  Cxm~*  +  zy*m~5+...r=o 

Les  deux  équations  propofëes ,  dont  il  s'agit  de  châtier 
ou  éliminer  x.  Je  les  fuppofe  d'abord  du  même  degré  ;  nous 
perrons  enfuite  ce  qu'il  faut  faire  quand  elles  font  de  dif- 
férens  degrés. 

On  multipliera  la  première  par  A1  y  la  féconde  par  A, 
&  Ton  retranchera  le  fécond  produit  du  premier,  ce  qui 
donnera  une  équation  du  degré  m  —  i. 

On  multipliera  la  première  par  Ax  -+-  V  9  la  féconde 
par  Ax  -+-  B,  &  l'on  retranchera  le  fécond  produit  du 
premier,  ce  qui  donnera  une  féconde  équation  du  degré 
m  —  i. 

On  multipliera  la  première  par  A'x*  +  B'x  +  C,  la 
féconde  par  Ax*  -f*  Bx  +  C9  on  retranchera  le  fécond 
produit  du  premier ,  ce  qui  donnera  une  troifiéme  équation 
du  degré  m  —  i. 

« 

On  continuera  de  même  jufqu'à  ce  que  le  multiplicateur 
foit  devenu  du  degré  m  —  i. 

Cela  pofé ,  on  aura  m  équations ,  chacune  du  degré  m  — •  1. 
On   confidérera   dans  chacune,    les  différentes  puiflances 

x*  ~  ' ,  *"  ~  *  ,  *"  ~  ,  &c.  comme  fi  elles  ètoient  autant 
d'inconnues  au  premier  degré.  Par  le  moyen  des  m  —  i 
premières  équations,  ou  en  général  par  le  moyen  d'un 
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nombre  m  —  1  de  ces  équations,  on  déterminera  (85) 
les  valeurs  de  ces  inconnues  que  Ton  fubftituera  dans  la 
dernière.  Cette  opération  donnera  une  équation  (ans  x9 
dans  laquelle  mettant  pour  A,  B9  &  C9  A'9  B'  9  C  9  &c* 
les  quantités  que  ces  lettres  repréfentent ,  &  qui  peuvent 
<f ailleurs  renfermer  telles  puiflances  de  y  qu'on  voudra,  on 
aura  Féquation  en  y. 

Par  exemple ,  fi  j'avois  les  deux  équations 

Ax*  +  Bx  +  C  =  o 
Ax%  +  ffx  +  C  =  o 

Qui  peuvent  repréfenter  toutes  les  équations  a  deux  in* 
connues ,  dans  lefquelles  Tune  feulement  des  deux  inconnues 
ne  paffe  pas  le  fécond  degré;  en  multipliant  la  première 
par  A' ,  la  féconde  par  A ,  retranchant  le  fécond  produit 
du  premier  &  réduifant,  j'aurois  (A'B  —  ABf  )x  4-  ÀC 

—  ACzso. 

Multipliant  la  première  équation  par  A  x  -f-  B\  la  fé- 
conde par  Ax  -+-  By  retranchant  le  fécond  produit  du 
premier,  &  réduifant ,  j'aurois  (A'C  —  AC)x  +  B*C 

—  BU  =  o. 

Prenant  donc,  dans  la  première,  la  valeur  de  x  qui  eft 

A  O  —  A'  C 

x  =z        -  „.  A  m  »  &  la  fubftituant  dans  la   deuxième  , 

fanrai  {AC-AC)  X  ^gZH  +  **-"**  =  * 
Ou  [à  caufe  que  AC1  —  A'C  eu  la  même  chofe  que 

—  (AC  -  AC)],  j'aurai  ~{^bZaST  +  B'C  " 
BC  =  0,0a  enfin-  (AC-AC)*j-  (ÂB-AÏÏ) 
(B'C  —  BC')  =  o. 


I^O  C  O  V  *   S 

S  l'on  avoit  les  deux  équations,  ......»•»•••• 

Ax*  +  Bxx  +  Cx  •+-  D  =  o 
Jta?  +  B'x*+  Cx  +  &=  o. 

Multipliant  la  première  par  Af  9  la  féconde  par  A,  re^ 
tranchant  &  réduifant,  on  auroit  {A'B—AB*)  x*  +  (A'C 

—  AC')x  +  (A'D  —  Jf/y)  =  o. 

Multipliant  la  première  par  Arx  +  Br  ,  la  féconde  par 
>f^c  -+-  Bf  retranchant  &  réduifant;  on  auroit  QA'C  — - 
^O**  +  (A'D  —  -rf/y  +  B'C  —  BC)  x  +  B/D 

—  BZV  =  o. 

Enfin  multipliant  la  première  par  Ax*  4-  B'x  +  C\ 
h  féconde  par  Ax*  +  ^*  +  £*  retranchant  &  réduifant , 
on  auroit  (^'Z>  —  A&)  x*  +  (B'2>  —  B&)  x  + 
CD—  C&  =z  o. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant,  en  €Qfj£dérant  x*  Six  commo- 
des inconnues  au  premier  degré,  que  de  déterminer  leurs 
valeurs  à  l'aide  de  deux  quelconques  de  ces  trots  équations 
du  fécond  degré,  &  de  fubftituer  ces  valeurs  dans  la  troi- 

fième. 

168.  S  les  deux  équations  propofées  n'étoient  pas  au  mime 
degré  pour  x  ;  alors  on  opérera  comme  il  fuit. 

Soient  m  &  n  les  deux  expofans,  &  m  le  plus  grand  On 

multipliera  l'équation  du  degré  n,  par  *  ,  ce  qui  les 
mettra  toutes  deux  au  même  degré.  Alors  on  opérera  comme 
dans  le  cas  précédent,  en  continuant  les  multiplications  juA 
ouHi  ce  que  le  multiplicateur  foit  devenu  du  degré  n  —  1  f 
ce  qui  donnera  n  équations ,  chacune  du  degré  m  —  1. 
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0n  fubftituera  dans  chacune  &  dans  toutes  les  puiflànces 

fupérieures  à  *  ,  la  valeur  de  x  tirée  de  l'équation  du 
degré  n%  &  on  continuera  de  fubftitucr,  juiqu'à  ce  que  la 

plus  haute  puiffance  reliante  foit  x  *  ,  ce  qui  fera  toujours 
poffible  ;  alors  on  aura  n  équations  chacune  du  degré 
n  —  1.  En  employant  n  —  1  de  ces  équations,  on  déter- 
minera les  valeurs  de  x  ,  x"  >x  »  &c  confédé- 
rées comme  autant  d'inconnues  au  premier  degré  9  &  on  les 
fubftituera  dans  la  dernière. 

Cette  méthode  eft  générale.  Elle  peut  être  amplifiée  dans 
beaucoup  de  cas  que  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  détailler* 
Nous  nous  contenterons  de  remarquer  que  dans  les  multi- 
plications fucceffives  par  A  &  Ay  A1  x  +  tt  &  A  M 
+  2?,  &c.  on  peut  fe  difpenfer  de  multiplier  le  premier , 
les  deux  premiers,  &c.  termes  des  deux  équations  propo- 
fécs,  &  en  général  autant  de  premiers  termes  qu'il  entre 
de  termes  dans  le  multiplicateur ,  parce  que  le  produit  qu'ils 
donneront ,  s'anéantira  par  la  fouftraâion. 

• 

169.  Si  Ton  détermine  les  valeurs  des  différentes  puîflances 
de  x  d'après  la  règle  que  nous  avons  donnée  pour  les  équa- 
tions du  premier  degré  à  plufieurs  inconnues,  l'équation  finale 
en  y  ne  montera  jamais  à  un  degré  plus  haut  que  m  n ,  en  fup& 
pofant  que  le  plus  haut  expofant  de  * ,  ainfi  que  celui  de  y , 
(oit  m  dans  Tune  des  équations  &  n  dans  l'autre»  Mais  fi  les 
expofans  de  *  Se  de  y  font  inégaux  dans  chaque  équation  , 
enforte  que  ceux  de  x  dans  la  première  &  dans  la  féconde  étant 
toujours  m  &  n  ,  ceux  de  y  foientm-{-/>  8cn  +  q9  l'équation 
finale  en  y  ne  paflera  jamais  le  degré  mn  -\-mq-{-np.  Voyez 
pour  la  démonfiration  les  Mim.  dtVAcad.  du  Semas  9  année 
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1764.  Voyez  anffi  les  Mém.  de  l'Acad.  de  Berlin ,  année  1748 , 
&  TAnalyfe  des  lignes  courbes  de  Cramer, 

Des  équations  a  plus  de  deux  inconnues  9  lorfqu  elles 

pajjint  le  premier  degré. 

170.  Lorfqu'on  a  plus  de  deux  équations  &  plus  de  deux 
inconnues ,  trois,  par  exemple ,  on  peut  s'y  prendre  de  la  même 
manière ,  en  éliminant  d'abord  une  des  inconnues  par  le  moyen 
de  la  première  &  de  la  féconde  équation,  traitées  félon  la 
méthode  précédente  ;  &  en  éliminant  encore  la  même  incon- 
nue par  le  moyen  de  la  première  &  de  la  troifième  ou  de  1a 
féconde  &  de  la  troifième.  On  aura  par  ce  moyen  deux  équa- 
tions qui  ne  renfermeront  plus  que  deux  inconnues  que  Yoa 
traitera  encore  félon  la  méthode  précédente. 

Mais  nous  ne  devons  pas  diflimuler  que  cette  méthode  qui 
conduit  sûrement ,  lorfqu'on  n'a  que  deux  équations  &  deux 
inconnues,  tombe  néanmoins  dans  l'inconvénient  de  conduire 
à  des  équations  plus  élevées  qu'il  ne  faut,  lorfque  le  nombre  des 
équations  propofées  efl  plus  grand  que  i. 

Le  moyen  d'éviter  cet  inconvénient ,  eft  d'éliminer  eu 
combinant  les  équations ,  non  pas  deux  à  deux  ,  mais  trois  à 
trois ,  lorfqull  y  en  a  trois  ;  quatre  à  quatre ,  lorfqu'il  y  en  a 
quatre ,  &c.  Mais  cette  manière  de  les  combiner  exige  encore 
un  choix  particulier.,  dont  le  détail  nous  méneroit  trop  loin. 
On  le  trouvera  dans  les  Mém.  de  VAcad*  des  Sciences  pour  tannée 
1764.  On  y  trouvera  auflî  plufieurs  recherches  fur  le  degré  où 
doit  monter  l'équation  finale  réfultante  de  l'élimination  de 
plufieurs  inconnues.  Au  refte,  quoique  ces  méthodes  auxquelles 
nous  renvoyons ,  abaiflent  confidérablement  le  degré  auquel 
conduiroient  celles  qu'on  a  eues  jufqu'ici,  &  autant  qu'il  eft 

poflible 
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poflîble  en  n'éliminant  qu'une  inconnue  à  la  fois ,  il  y  a  Keu  de 
croire  cependant,  qu'il  peut  être  encore  diminué;  mais  proba- 
blement on  n'y  parviendra  que  quand  on  aura  trouvé  une 
méthode  pour  éliminer  à  la  fois  toutes  les  inconnues  hors  une , 
ce  que  je  ne  fâche  pas  qu'on  puifle  encore  pratiquer  générale- 
ment fur  d'autres  équations  que  fur  celles  du  premier  degré. 

Des  Équations  a  deux  termes. 

171.  On  appelle  Équations  à  deux  termes,  celles 
dans  lefquelles  il  n'entre  qu'une  feule  puiffance  de 
fincoanue ,  parce  qu'elles  peuvent  toujours  être  ré* 
duites  à  deux  termes.  Par  exemple  ,  l'équation  a  xs  + 
bxs  =  *4  bz  —  a1  b*  eft  une  équation  à  deux  termes , 
parce  qu'en  la  mettant  fous  cette  forme  (  a  +  b  )  xs 
c=sa+b2  —  a*  b* ,  on  voit  que  a  &  b  étant  des  quan- 
tités connues  ,  on  pourra  toujours  réduire  a  +  b  à 
une  feule  quantité,  &  <£bx  —  a*bl  pareillement  à 
une  feule  quantité ,  enforte  que  cette  équation  peut 
être  repréfentée  par  cette  autre  px*  =  q.  Ces  équa- 
tions font  très-faciles  à  réfoudre  ;  car  il  eft  évident 
qu'après  avoir  dégagé  la  puiffance  de  l'inconnue , 
par  les  mêmes  règles  que  dans  les  autres  équations , 
il  ne  refte  plus  qu'à  tirer  la  racine  du  degré  marqué 
par  f  expofant  de  l'inconnue.  Par  exemple ,  l'équa- 
tion pxs  =a  q  ,  deviendroit  xs  =  -J-,  &  tirant  la 
racine  cinquième  x  =  V  y  • 

:.  Jigibre.  N 
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172.  Lorfque  Texpofant  eft  impair ,  il  n'y  a  jamais 
qu'une  feule  valeur  réelle.  Par  exemple ,  fi  Ton 
avoit  cette  équation  xs  =  1024,  on  auroit  x  =3 

V  1024  =5  4  ;  Or  il  eft  évident  qu'il  n'y  a  qu'un 
feul  nombre  réel  qui ,  élevé  à  la  cinquième  puif- 
fance,  puiffe  produire  1014. 

Si  le  fécond  membre  de  l'équation  avoit  le  figne  — , 
la  valeur  de  x  auroit  le  figne  —  ;  parce  que  — 
combiné  par  multiplication ,  avec  — ,  un  nombre 
impair  de  fois ,  donne  —  ;  mais  lorfque  Fexpofànt 
eft  pair ,  l'inconnue  a  deux  valeurs ,  l'une  pofitive , 
Vautre  négative ,  &  qui  peuvent  être  ou  toutes  deux 
réelles,  ou  toutes  deux  imaginaires.  Ce  dernier  cas 
aura  lieu  fi  le  fécond  membre  a  le  figne  — .  Si  Ton 
avoit  l'équation  x4  =  615  ,  on  en  conduroit  x  = 

*/  615  =a  5  ;  mais  puifque  —  multiplié  par  — , 
un  nombre  pair  de  fois ,  donne  la  même  chofe  que + 
multiplié  par  +  f  —  5    peut  fatisfaire  aufli  bien 

que  +  5  ;  aitifi  il  faut  écrire  x  =  dt  \^6i  5  =  ±  5 
comme  dans  les  équations  du  fécond  degré.  Si ,  au 
contraire ,  on  avoit  eu  x*  =  —  625  ;  on  auroit 

conclu  x  =  ±  V —  625  ;  mais  ces  deux  valeurs 
font  imaginaires  ,  parce  qu'il  n'y  a  aucun  nombre 
pofitif  ou  négatif  qui  multiplié  par  lui  -  même  un 
«ombre  pair  de  fois ,  puiffe  produire  une  quantité 
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négative.  Appliquons  ces  équations  à  une  queftion. 
Suppofons  qu'on  demande  de  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  5  &  615.  En  nommant  x  8c  y 
ces  inconnues ,  on  aura  -ff.  5  :  x  :  y  ;  615  ,  qui 
donne  ces  deux  proportions     5  :  x  ::  x  ;  y 

&    x  :  y  ::  y  :  625. 

D'où  Ton  déduit  ces  deux  équations ,  en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens ,  5  ,y  =  *z ,  &  61 5  x  =yz. 

La  première  donne  y  =  -~-  ;  fubftituant  dans  la 
féconde ,  on  a  61 5  x  =  — ■  ;  di vifant  par  x  &  mul- 
tipliant par  25  ,  on  a  xJ  =  15615  ,  &  enfin  x  =a 
•^  156x5  =15  ;doncjf==-^== --*-==  125. 

Des  Équations  qui  peuvent  fe  réfoudre  h  la 
manière  de  celles  du  fécond  degré. 

173.  Ces  équations  ne  doivent  renfermer  que 
deux  puiffances  différentes  de  x ,  mais  dont  Tune 
ait  un  expofant  double  de  celui  de  l'autre.  Par 
exemple  ,  *4  +  5  x1  =  8 ,  x6  +  5  x1  =  8  ,  font 
dans  ce  cas.  Ces  équations  fe  réfolvent  comme  celles 
du  fécond  degré  :  après  avoir  rendu  la  plus  haute 
puiffance  pofif  ive  ,  fi  elle  ne  l'eft  pas  ,  &  après  avoir 
dégagé  cette  mêmfe  puiffance ,  des  quantités  qui  la 
multiplient  ou  la  divifent ,  on  prend  la  moitié  de  ce 
qui  multiplie  la  puiffance  inférieure  de  l'inconnue, 
&  on  ajoute  à  chaque  membre  le  quarré  de  cette 

N  1 
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moitié  ,  ce  qui  rend  le  premier  membre  un  quarré 
parfait.  Alors  on  tire  la  racine  quarrée  de  chaque 
membre ,  en  donnant  à  celle  du  fécond ,  le  double 
figne  db  L'équation  eft  réduite  à  une  équation  à 
deux  termes. 

Par  exemple  ,  fi  Ton  demandoit  de  trouve?  deux 
nombres  dont  la  fomme  des  cubes  fut  35,6*  dont  le 
produit  fut  6  :  on  auroit  ces  deux  équations  x*  -f-  y* 

33  3  5  &  xy  s=  6.  Cette  dernière  donnerait  y  =3  —  $ 

valeur  qui  fubftituée   dans  la   première  ,   donne 

x%  +  ^r  —  3  5  J  chaflant  le  dénominateur ,  &  tranf- 

pofant,  ona*6  —  35*'  =  —  1 16.  Je  prends  donc 
la  moitié  de  3  5  qui  eft  -^  ;  j'en  ajoute  le  quarré  à 
chaque  membre,  &  j'ai  x6  —  35  x*  +  (^-)z  = 
(  V-)1  —  2,16  ;  tirant  la  racine  quarrée ,  x9  —  -^ 
—  ±/[(^)2  —  n6];tranfpofantf  x>=2±±: 
V\  (V-)2  —  116  ]  &  enfin  tirant  la  racine  cubique, 

*  =  $  [n  ±  /[  C-£y  -  xi6  ]  ]  ;  or  (^)l 

donc  /[ (^)*  —  116 ]  =  /(^)  =  ^.  Donc 
x  =  |/  (  -^-  ±  -^  )  qui  donne  ces  deux  valeurs 

x  =  ^(ii±ii)  =,  ^^  ^17=t  3,  &x 

«=  î^(li^l)  =  |^=^8  =  a;&  puifqu'on 
a  trouvé  y  =  — ,  on  aura  y  =3  1  &  j<  =  3» 
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Lorfque  le  plus  haut  expofant  eft  4  ou  un  mul- 
tiple de  4  9  il  peut  y  avoir  jufqu'à  quatre  racines 
réelles. 

De  la  Compofition  des  Équations. 

174.  Nous  venons  de  voir  que  les  Équations  à  deux  termes 
ne  donnoient,  pour  l'inconnue,  qu'une  feule  valeur  réelle 
lorfqu elles  font  de  degré  impair,  &  deux  lorfqu'elles  font 
de  degré  pair  :  elles  en  donnent ,  outre  cela ,  pluiieurs  autres 
qui  font  imaginaires,  mais  qui  ne  font  pas  moins  utiles, 
arafi  que  nous  le  verrons  lors  de  la  réfolution  des  équations  , 
&  ailleurs.  En  général  une  équation  quelconque  donne  toujours 
autant  de  valeurs  pour  l'inconnue  ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
plus  haut  expofant  de  cette  équation.  De  ces  valeurs ,  qu'on 
nomme  auffi  racines  de  l'équation,  les  unes  peuvent  être 
pofitives,  les  autres  négatives;  les  unes  réelles,  les  autres 
imaginaires. 

175.  Pour  rendre  toutes  ces  vérités  fenfibles,  il  faut  ob- 
fcrvcr  que  lorfque  dans  une  équation  on  a  fait  paflèr  tous 
les  termes  dans  un  feul  membre,  &  que  l'on  a  ordonné 
toutes  les  puiffances  de  x  ou  de  l'inconnue ,  on  peut  tou- 
jovrs  confidérer  ce  membre  comme  le  réfultat  de  la  multi- 
plication de  pluiieurs  faâeurs  binômes  fimples  qui  auroient 
tous  pour  terme  commun  x* 

y 

Par  exemple ,  lorfque  l'équation  x*  +  7*  =  8**  +  9 
a  été  mife  fous  la  forme  fuivante ,  par  la  tranfpofition  de 
fes  termes  x3  —  8**  +  7*  —  9  zn  o,  on  conçoit  que 
**  —  8**  +  7*  —  9,  peut  très-bien  réfulter  de  la  multi- 
plication de  trois  faâeurs  binômes  fimples  *— a,  x — J  t  *  —  c. 

Ni 
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En  effet,  fi  Ton  multiplie  ces  trois  fadeurs,  on  aura..* 
#5  —  ax%  +  abx  —  abc  =:  O 

—  bx*  +  tfc* 

—  cx%  •+-  Je* 

Or  pour  que  ces  deux  équations  (oient  les  mêmes ,  il  ne 
s'agit  que  de  trouver  pour  a ,  b9  c9  des  valeurs  telles  que 

a  4-  b  +  c  =  8 ,  ab  +  ac  +  be  =  7 ,  &  abc  =  9. 

Pour  trouver  chacune  de  ces  quantités,  a,  par  exemple, 
il  faut,  après  avoir  multiplié  la  première  équation  par  a*t 
&  la  féconde  par  a,  ce  qui  donnera  aï  -f"  a*b  +  a*c  = 
8<za,  a1*  4-  **c  +  *Jc  = 174,  &  **c  =  9,  il  faut, 
dis- je,  retrancher  la  féconde  de  la  première,  &  y  ajouter 
la  troifième;  ce  qui  donne  a*  =8 a1  —  7*  +  9»  ou» 
en  tranfpofant  *3  —  Sa*  +  7a  —  9  =  o. 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  que  l'équation  qui 
donneroit  b9  eft  &  —  84a  +  7^  —  9  =  0,  &  que  celle 
qui  donneroit  c ,  eft  c3  —  8c*  +  7c  —  9  =  o.  Ce  qui 
nous  fournit  les  propofitions  fuivantes. 

176.  i°.  Puifque  l'équation  qui  doit  donner  a9  eft  la  même 
que  celle  qui  doit  donner  b ,  &  la  même  que  celle  qui  doit 
donner  c  ;  &  que  d'ailleurs  il  eft  facile  de  voir  que  les  va- 
leurs de  a ,  b ,  c  ne  peuvent  être  égales ,  il  faut  donc ,  que 
Tune  quelconque  de  ces  trois  équations  ,  puiiTe  donner 
les  valeurs  de  a ,  de  b  &  de  c  ;  donc  chacune  de  ces 
équations  doit  avoir  trois  racines ,  dont  Tune  fera  la  valeur 
de  a  ;  la  féconde ,  la  valeur  de  b  ;  &  la  troifième ,  la  valeur 
de  c. 

a0.  Chacune  de  ces  équations  eft  la  même  que  l'équa- 
tion même  propofée  <*3  —  8**  +  7*  —  9  «  o,  à  la 
feule  différence  près,  que  a%  ou  b ,  ou  c,  eft  changé  en  x. 
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Donc  celle-ci  doit  avoir  trois  racines,  &  ces  trois  ratifie» 
doivent  être  les  trois  valeurs  de  a ,  b,  c. 

Donc  les  quantités  qu'il  faut  mettre  pour  af  b9  c  dan» 
*  —  a,*—  £,*  —  c9  pour  produire  l'équation  *3  — 
8*a+7«  —  9  =  0,  par  la  multiplication  de  ces  fac- 
teurs fimples ,  font  les  racines  mêmes  de  cette  équation. 

177.  Si  les  coëmViens  des  différentes  puiflances  de  x9  au 
lieu  d'être  8,7,  &c.  étofent  cf  autres  nombres  ;  &  fi  l'équz- 
tion ,  au  lieu  d'être  du  troifiéme  degré ,  étoit  du  quatrième  y 
du  cinquième ,  &c. ,  les  conféquences  que  nous  venons  de 
tirer,  /croient  encore  de  même  nature.  Ainfi,  fi  Ton  avoit 
en  général  x4  —  px*  +  qx%  —  r#  +  *  =  o  ,  p,  ?»  r>  * 
étant  des  nombres  connus  ;  on  pourroit ,  de  même ,  conf  *- 
dérer  cette  équation ,  comme  formée  du  produit  de  quatre 
fadeurs  fimples  x  —  a9  x  —  b t  x  —  c,  x  <—  d.  En  effet 

ces  quatre  fadeurs  étant  multipliés,  donneroienr. * 

x4  —  a  X*  -f"  abx*  —  abcx  +  abcd  =  o» 

—  bx*  +  acx*  —  abdx 

—  ex2  -f-  adx*  —  acdx 

—  dx*  •+-  bcx*  —  bcdx 

+  bdx* 

+  cdx% 
Or  pour  que  cette  quantité  fort  la  même  que  x4  —  pxJ  -f 
qx*  —  rx  +  s  z=.  o,  il  faut  que  a%  bf  c9  d  foient  tel» 
que  l'on  ait  a  +  b  +  c  +  d  =  p ,  a  b  +  *c  «+-  a  d  + 
Je  +  JJ  +  ci  =  f,  abc  +  *£</  +  *c</  +  bcd  =  r> 
ébcd  =  j» 

Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  a*  »  la 
féconde  par  a* 9  la  troifiéme  par  a,  &  qu'on  retranche  la 
féconde  &  la  quatrième ,  de  la  première  &  de  la  troifiéme 

N4 
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réunies,  on  aura  a4  =  pa*  —  qa%  -f-  ra  —  s,  ou  d4  — 
pj1  -+-  ^4*  -  r4.+  i  =  o,  on  trouveroit  de  même  que 
l'équation  en  b,  eft  b4  —  pb*  -f-  f£a  —  rb  +  *  =r  o; 
que  l'équation  en  c  ell  c4  -  />cJ  +  q c%  —  rc  -+-  s  =;  o  ; 
&  que  l'équation  en  d  eft  d4  —  pd*  -j"  £<**  —  r</ -f-  *  =  o. 
Ainfi  Téquation  qui  donnera  a9  doit  donc  aufli  donner  b% 
c  fk  d;  elle  doit  donc  avoir  quatre  racines  qui  feront  les 
valeurs  des  quatre  quantités  a ,  b ,  c  ,  d.  Et  comme  chacune 
de  ces  équations  eft  la  même  que  Téquation  *4  —  px*  + 
<f*a  — ■  r*  -f-  j  =  o,  les  quantités  a9  b9  c,  d  qu'il  faut 
prendre  pour  produire  cette  dernière  par  la  multiplication 
de  quatre  faâeurs  Amples  *  —  a,  x  —  b9  x  —  c  9  x  ~-  d9 
font  donc  les  racines  mêmes  de  cette  équation. 

178*  Donc  en  général,  l°.  une  équation  de  degré  quelconque 
peut  toujours  être  conjidéré*  comme  formez  du  produit  fautant 
de  fatfeurs  binômes  fimplts ,  qui  ont  tous  pour  terme  commun  la 
lettre  qui  reprèftnte  l'inconnue  9  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus 
haut  expofant  de  l'inconnue.  a°.  Les  féconds  termes  de  ces  binômes, 
font  les  racines  de  cette  équation  9  chacune  étant  pri/e  avec  un 
Jigne  contraire. 

179.  Si  l'équation ,  au  lieu  d'avoir  fes  termes  alternati- 
vement pofitifs  &  négatifs  comme  nous  l'avons  fuppofè  d- 
defliis,  dans  Téquation  je4  —  px*  -}-  ^  **  —  r*  |  j  =  o, 
avoit  toute  autre  fucceffion  de  lignes,  par  exemple,  fi  elle 
étoit  x4  +  px*  —  qx*  —  rx  +  s  =  o,  on  n'en  démon- 
trèrent pas  moins,  &  de  la  même  manière,  qu'elle  peut 
toujours  être  repréfentée  par  (x  —  a)  X  (*  —  *)  X 
{x  —  c)  X  (*  —  d);  a%  b9  c9  d  étant  les  racines  de 
cette  dernière  équation, 

180.  Puifque  a,b9c9d9  Sec.  font  les  racines  de  Téquation, 
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il  fuît  des  équations  a  +  £  +  £  +  </  =  p9  ab  +  ac 
-\-  ad  -\-  bc  -{-  bd  -jr  cd  —  q9  abc  +  abd  +  acd 
+  £c</  =  r,  *£c</  =  *,  i°.  que  dans  l'équation  x4  — 
fxl  +  tf**  —  rx  +  *=o;&  en  général  dans  toute 
équation ,  le  coefficient  —  p  <&  fécond  terme ,  /w  jvec  juz  ySgae 
contraire,  c*efl-à~dirc ,  +  p>  «/?  ^^  i  /*  /ôm/ne  ic  /ojtfa  2a 
racines. 

2*.  Que  /«  coefficient  q  <&<  troifieme  terme  effl  égal  à  lafommt 
des  produits  de  ces  racines  multipliées  deux  à  deux. 

30.  Que  celui  du  quatrième ,  pris  avec  un  figne  contraire  ,  efi 
égal  à  la  fomme  des  racines  multipliées  trois  à  trois  »  &  ainfi  de 
fuite ,  &  qu'enfin  le  dernier  terme ,  efi  le  produit  de  toutes  lu 
racines. 

Cela  efl  général ,  quels  que  (oient  les  différer»  lignes  des 
termes  de  l'équation,  prenant  toujours  avec  un  figne  con- 
traire, le  coefficient  da  chaque  terme  de  numéro  pair. 

181.  D'où  il  fuit,  que  dans  une  équation  qui  n*a  pas  de 
fécond  terme  y  il  y  a  fûrement  des  racines  po/idves  &  des  racines 
négatives ,  &  la  fomme  des  unes  efi  égale  à  la  fomme  des  autres. 

Àinfi  dans  l'équation  x3  -f"  ***  —  23*  —  60  =  ot 
la  fomme  des  trois  racines  eft  —  2  ;  la  fomme  de  leurs 
produits ,  multipliés  deux  à  deux,  eft  —  23  ;  la  fomme  de 
leurs  produits  trois  à  trois,  ou  le  produit  des  trois  racines 
eft  +  6o*  En  effet  les  trois  racines  font  +5,-4,-3* 
ainfi  qu'on  peut  le  voir  en  menant  chacun  de  ces  nombres  , 
au  Heu  de  x ,  dans  l'équation  ;  car  chacun  réduit  le  premier 
membre  à  zéro.  Or  il  eft  évident  que  la  fomme  de  ces  trois 

nombres  ,  c*eft-à-dire ,  +  5  -  4  -7  )  e"  —  2>  V*  '* 
fomme  de   leurs  produit j  deux  à  deux,  ou  —  20  —  ij 
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-+-  12,  eft  —  23 ;  &  que  le  produit  des  trois,  cil  JX-* 
4  X  —  3  ,  c'eft-à-dire ,  +  6o. 

Pareillement  dans  l'équation  x*  —  19*  +  30  =  of 
comme  le  fécond  terme  manque,  je  conclus  qu'il  y  a  des 
racines  pofitives  &  des  racines  négatives ,  &  que  la  fomme 
des  unes  eft  égale  à  la  fomme  des  antres;  en  effet  les  trois 
racines  font  +  2,4-3,  &  —  5- 

En  confidérant  une  équation ,  comme  formée  du  produit 
de  plufk'urs  fadeurs  binômes  fimples ,  on  fe  rend  aifément 
raifon ,  comment  il  peut  fe  faire  qu'il  y  ait  pluileurs  nombres 
différens  qui  fètisfaffent  à  une  équation.  Par  exemple ,  fi  l'oit 
propofoit  cette  queftion  :  Trouver  un  nombre  tel  que  fi  on  en 
retranche  5,6»  qu'a  ce  même  nombre  on  ajoute  fuccejfiveintnt  les 
nombres  4  &  3 ,  ks  deux  fommes  multipliées  entre  elles ,  &  par 
U  refle,  fajfent  {éro  :  on  aura,  en  nommant  x  ce  nombre, 
*  —  ï  pour  le  refle ,  &  x  +  4 ,  *  +  3  pour  les  deux 
fommes;  il  faut  donc  que  (*  +  4)  X  (*+ 3)  X  (*  — 
$  )  =  o ,  c'eA-à-dire,  que  *3  +  2*1  —  23  *  —  60  =0; 
or  on  voit  évidemment  que  ce  produit  ou  fon  égal  (*  +  4)  X 
(*4*3)X(*  —  5)  peut  devenir  zéro  dans  trois  cas 
différens;  fa  voir ,  fi  *  =  —  4,  fi  *  =:  —  3 ,  &  fi  *  =  5  : 
en  effet,  dans  le  premier  cas,  il  devient  o  X  ( —  4  +  3  )  X 
( —  4  —  5)  ou  o;  dans  le  fécond ,  il  devient  ( —  3  +  4)  X 
(  o)  X  ( —  3  —  5)ouo;&  dans  le  troifième,  (  5  +  4  )  X 
(j  _|_3)X(o)  ou  o.  Or  quand  on  propofe  une  équa- 
tion telle  que  x3  +  ***  —  23*  —  60  =  o,  rien  ne  dé- 
'  termine  à  prendre  —  4  plutôt  que  —  3 ,  ou  plutôt  que  +  y , 
puifque  chacun  réduifant  également  le  premier  membre,  à 
zéro,  fatisfàit  également  à  l'équation. 

182.  -Nous  placerons  encore  ici  une  autre  remarque  qn» 
peut  avoir  fon  utilité.  Les  équations  «  +  HC+  <*— P> 
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ûb  -f"  «  +  tfi  +  ^+^+c<fi:^  aéc  +  abd  -f» 
acd  -|-  £cJ  =  r,  abcd  =  j,  nous  ont,  toutes,  conduit 
à  la  même  équation ,  foit  pour  avoir  a  ,  foit  pour  avoir  b , 
foit,  &c.  La  raifon  en  eft  que  *,  by  c,  </,  étant  toutes 
difpofées  de  la  même  manière  dans  chaque  équation  »  il  n'y 
a  pas  de  raifon  pour  que  Tune  foit  déterminée  par  aucune 
opération  différente  de  celles  qui  détermineroient  l'autre; 
donc  en  général ,  fi  dans  la  recherche  de  plufieurs  quantités 
inconnues ,  on  eft  obligé  d'employer  pour  chacune ,  les 
mêmes  raifonnemens ,  les  mêmes  opérations ,  &  les  mêmes 
quantités  connues ,  toutes  ces  quantités  feront  néceffairement 
racines  d'une  même  équation  ;  &  par  conféquent  cette  ques- 
tion conduira  à  une  équation  compofée. 

183*  Puifqu'on  peut  confidérer  une  équation  comme  for- 
mée du  produit  de  plufieurs  fadeurs  fimples,  on  peut  auflï 
la  confidérer  comme  formée  du  produit  de  plufieurs  fadeurs 
compofés  ;  ainfi  une  équation  du  troifiéme  degré  peut  être 
confidérée  comme  formée  du  produit  d'un  fadeur  du  fécond 
degré,  tel  que  x1  +  ax  -f-  b ,  par  un  fadeur  du  premier 9 
tel  que  x  +  je  :  en  effet,  x1  +  ax  +  ^  Peut  toujours  re- 
préfenter  le  produit  des  deux  autres  fadeurs  Amples. 

De  même,  une  équation  du  cinquième  degré  peut  être 
confidérée  comme  formée,  ou  du  produit  de  cinq  fadeurs 
fimples ,  ou  de  deux  fadeurs  du  fécond  degré  &  d'un  fadeur 
du  premier ,  ou  d'un  fadeur  du  troifiéme  &  d'un  fadeur 
du  fécond ,  ou  enfin  d'un  fadeur  du  quatrième  &  d'un  fac- 
teur du  premier. 

184.  Nous  avons  vu  qu'une  équation  du  fécond  degré 
pou  voit  avoir  des  racines  imaginaires  ;  puis  don*  qu'une 
équation  de  degré  quelconque  peut  avoir  été  formée  par  le 
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concours  d*un  ou  de  plufieurs  faâeurs  du  fécond  degré,  elfe 
peut  auffi  avoir  des  racines  imaginaires.  Mais  il  peut  y 
en  avoir  de  formes  bien  différentes  de  celles  du  fécond 
degré. 

185.  Quand  on  confidère  une  équation  comme  formée 
du  produit  de  plufieurs  faâeurs  Amples ,  on  voit  qu'elle  ne 
peut  avoir  que  m  divifeurs  du  premier  degré ,  m  marquant 
le  degré. 

186.  En  confidérant  une  équation  comme  formée  du  pro- 
duit de  faâeurs  du  fécond  degré ,  le  nombre  des  divifeurs 

du  fécond  degré  qu'elle  peut  avoir ,  eu  exprimé  par  m*m>~x , 

m  marquant  le  degré  de  cette  équation.  En  effet  chaque  fac- 
teur du  fécond  degré  étant  le  produit  de  deux  faâeurs  fimples, 
dont  chacun  peut  divifer  l'équation ,  doit  auffi  pouvoir  divifer 

Téquaiion.  Or  nous  avons  vil  (148)  qu'il  y  a  m  •  -2-^ 

manières  différentes  de  multiplier ,  deux  à  deux ,  un  nombre  m 

de  quantités,  il  y  aura  donc  m  .  — ^-  différens  divifeurs  du 
fécond  degré. 

Par  exemple  ,  l'équation 

x4  —  ax*  -f"  a^x%  -—  abcx  -f"  *bcd  =  O 

—  bx*  -f"  acx%  —  *bdx 

—  c*3  -|-  adx*  —  acdx 

—  i*3  +  bcx%  ~-  bcdx 

+  bdx% 
+  cdx* 

formée  du  produit  de  (x  —  a)X(x  —  *)X(*  —  c)X 
(  *  — -  d*) ,  peut  être  confédérée  comme  formée  du  produit 
de  deux  faâeurs  du  fécond  degré ,  en  ces  fix  manières  . .  •  • 


m  —  1 
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en  multipliant  (*  —  a)X  (* —  J)par(*  —  c)  X  (* —  d) 

\x—a)x\*  —  c).  .(*  —  b)X(x  —  d) 
{x-a)X(x-d)..{x-b)X(x-c) 
ix-b)X(x-c).  .(x  —  a)X(x  —  d) 
(x—b)X(x—d).  .(*  —  ,)x(*  —  c) 
(*  —  c)X(*—  *)•  •(*  —  *)*(*  —  *) 

Ainfi  une  équation  du  quatrième  degré  peut  avoir  fix 
différens  divifeurs  du  fécond ,  &  en  général  une  équation  du 

degré  m9  peut  avoir  m  .  — ^—  différons  divifeurs  du  fécond 
degré. 

Concluons  donc  de-la ,  que  fi  Ton  demande  quelles  de* 
vroient  être  les  valeurs  de  g  &  de  h ,  pour  que  x*  4"  gx 
+  h  fût  divifeur  d'une  équation  propofée  du  degré  m ,  on 
peut  être  affuré  que  g  &  h  ne  peuvent  être  déterminés  cha- 
cun que  par  une  équation  du  degré  m .  — — — .  Car  x*  -|- 

g  x  \  h  eft  auffi  propre  à  repréfenter  Pun  des  divifeurs  du 
fécond  degré  que  tout  autre  ;  donc  h  doit  être  fufceptible 

de  m .  m  """  '   valeurs  ;  il  en  eft  de  même  de  g  qui  eft  la 

fomme  de  deux  des  racines  de  l'équation.  Chacune  de  ces 
quantités  doit  donc  être  donnée  par  une  équation  du  degré 


On  prouvera  de  même  qu'en  confidérant  une  équation 
comme  formée  du  produit  de  fadeurs  du  troifième  degré , 

chaque  faâeur  du  troifième  degré  eft  fufceptible  de  m  .  — ^- 9 


valeurs  différentes  ;  enforte  que  fi  x3  +  g**  ■+■  **  +  * 
repréfente  l'un  de  ces  fadeurs ,  k  ne  pourra  être  déterminé 
que  par  une  équation  du  degré  m  .  ?  *""    #  — j— •  On  voit 
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affez  les  conféquences  analogues  qu'il  y  a  à  tirer  pour  le* 
fadeurs  du  quatrième ,  cinquième,  &c.  degré. 

187.  Concluons  de  tout  ce  qui  précède  que  lorfqu'on  a 
trouvé  une  racine  dune  équation ,  on  peut ,  pour  avoir  les 
autres ,  divifer  l'équation  par  *  —  cette  racine,  c'eft-à-dire, 
par  x  — •  a  en  repréfentant  cette  racine  par  a  ;  la  divifion  fe 
fera  exactement ,  &  donnera  pour  quotient  une  quantité  où 
x  fera  moins  élevé  d'un  degré  ;  cette  quantité  étant  égalée 
à  zéro  fera  l'équation  qu'il  faut  réfoudre  pour  avoir  les  autres 
racines.  On  voit  de  même  que  fi  Ton  connoît  deux  racines  , 
que  je  repréfente  par  a  &  b ,  il  n'y  a  qu'à  divifer  l'équation 
par  (  *  —  a)  X  (  *  —  *  )  &  ainfi  de  fuite. 

Des  Transformations  qu'on  peut faire  fubir  aux  Équations. 

188.  On  peut  faire  fubir  aux  équations  différentes  tranf* 
formations  dont  il  eft  à  propos  que  nous  parlions  avant  de 
paffer  à  la  réfolution  de  ces  mêmes  équations. 

189»  Si  l'on  change  dans  une  équation  les  fignes  des  termes 
qui  renferment  des  puiffances  impaires  >  lis  racines  pofitives  de 
cette  équation  feront  changées  en  négatives  &  les  négatives  en  pofi- 
tives :  en  effet ,  pour  changer  les  fignes  des  racines  de  l'équa- 
tion ,  il  fuffit  de  mettre  —  x  au  lieu  de  +  *  »  or  cette  fubfti- 
tution  ne  change  point  les  fignes  des  termes  qui  renferment 
des  puiffances  paires  de  x,  &  change  au  contraire»  les 
fignes  de  ceux  qui  renferment  des  puiffances  impaires. 

199.  Pour  changer  une  équation  dans  laquelle  il  y  a  des  déno- 
minateurs ,  en  une  autre  dans  laquelle  il  n'y  en  ait  plus  ,  & 
cela  fans  donner  un  coefficient  au  premier  terme ,  il  faut  fubftituer 
au  lieu  de  l'inconnue ,  une  nouvelle  inconnue  divifée  par 
le  produit  de  tous  les  dénominateurs  ;  &  multiplier  enfuitc 
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toute  l'équation  par  le  dénominateur  qu'aura  alors  le  premier 
terme. 

Par  exemple,  fi  j'ai  x>  +  -f£-  +  if.  +  ±  -  0>  je 
*»«  *  =  ■£-  ;  &  fubftituant   dans  l'équation  ,  j'aurai 

y  a  v*  c  v  A. 

mu*pi  +  m3/,va  +  "^7  +  7" =  ° ;  mu,riPliant  P*r 

r    *'      J       '  m*n*p*  *        mn*p      *    ■ ^       " 

=  o;  &  fàifant  les  divifions  indiquées,  yl  -f-  anpy*  -f. 
m*np%  cy  +  m1  /i'j>2  d  =  o. 

191.  Si  n»  ,  n  &  />  étoient  égaux  ,  il  fuffiroit  de  faire 

*  =  -^-.  D'où  il  fuit  que  pour  changer  une  équation  dont 

tous  les  coëfficiens  font  des  nombres  entiers ,  mais  dont  le 
premier  terme  a  un  coefficient ,  en  une  autre  dans  laquelle 
celui-ci  n'en  ait  plus ,  &  où  les  autres  aient  néanmoins  des 

entiers  pour  coëfficiens ,  il  faut  faire  *  =  -£- ,  m  marquant 

ce  coefficient  du  premier  terme.  En  effet ,  fi  j'ai  l'équation 
«*3  +  ax*  -f-  bx  +  c  =  o  ;  en  divifant  par  m  ,  j'aurai 

*3  +  -£-  **  +  —  *  +  "^T  =  °  t  °ù  tous  les  déno- 

m  mm  * 

ninateurs  font  égaux. 


192.  Pour  faire  difparoùre  le  fécond  terme  d'une  équation  , 
11  faut  fubftituer ,  au  lieu  de  l'inconnue ,  une  nouvelle  in- 
connue augmentée  du  coefficient  du  fécond  terme  de  l'équa- 
tion ,  pris  avec  un  figne  contraire ,  &  divifé  par  l'expofant 
■du  premier. 

En  effet ,  repréfentons  ,  en  général ,  cette  équation  par 
**  +  Ax         +  bx         +  .  .  .  k  =  0.  Si  on  fuppofe 
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x  =  y  +  s9  on  aura  deux  équations  &  trois  inconnues  ; 
on  fera  donc  maître  de  déterminer  l'une  d'entre  elles,  par 
telle  condition  que  l'on  voudra. 

Or  fi  Ton  fubftîtue ,  dans  chaque  terme ,  au  lieu  de  la 
puiflance  de  x  qu'il  renferme ,  une  puiflance  fembiable  de 
y  +  s  %  on  aura  (149)  une  fuite  de  termes  telle  que  celle-ci...^. 

&c... -f-A  =  o. 


y  + 

msy 

-  I 

m  — 

1 

1    ,  » 

-.s*y 

""& 

+ 

m  — 

ay 

'+(«. 

-1). 

m  — 

asy    . 

a8cc 

-h 

h" 

*&c 

S  donc  nous  regardons  y  comme  l'inconnue ,  il  eft  évi- 
dent que  cette  équation  fera  fans  fécond'  terme ,  fi  x  eft 
telle  que  Ton  ait  m  s  +  a  =  o,  c'eft-à-dire ,  fi  l'on  prend 

s  =  ^-î  ,  qui  eft  la  valeur  que  cette  équation  donne  pour  s. 

Or  nous  venons  de  voir  que  nous  pouvions  prendre  pour 
Tune  des  trois  inconnues ,  &  par  conféquent ,  pour  s ,  telle 

valeur  que  nous  jugerions  à  propos  ;  puis  donc  que        *■ 

eft  la  valeur  qu'il  faut  lui  donner  pour  que  Péquation  en  y 
foit  fans  fécond  terme ,  il  s'enfuit  que  pour  changer  l'équa- 
tion propofée  xm  •+•  ax         +,  &c.  en  une  autre  qui  n'ait 

point  de  fécond  terme ,  il  fuit  (aire  *  =  y  —  — ,  ce  qui 
démontre  la  règle  que  nous  venons  de  donner. 

Par  exemple,  pour  faire  difparoitre  le  fécond  terme  de 
Péquation  x1  +  6**  —  3  *  +  4  =  °*  je  fais  x  =y  •—  $  t 

c*cft-à-dire ,  x  ==  y  —  a.  En  fubftituant  j'aurai 

y*  —  6y%  +  "y  —    8  =  0 
-J-  6y*  —  24y  +  24 

—    3r  +    « 

+    4       .    . 

qui 
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qui  fe  réduit  à  y3  —  15  y  +  %6  =  o ,  équation  qui  n'a  point 
le  fécond  terme  y\ 

De  la  Rifolunon  des  Équations  compojees. 

193.  Nous  fuppoferons  ,  dans  tout  ce  que  nous  allons 
dire,  qu'on  "ait  fait  paflèr  dans  un  feul  membre,  tous  les 
termes  de  l'équation. 

Nous  avons  déjà  dit  (  54)  ce  qu'on  doit  entendre  par  ces 
mots  réfoudre  une  équation  ;  mais  il  faut  ici  fixer  plus  parti- 
culièrement ce  que  Pon  entend  par  réfohuion  générait  tune 
équation. 

Réfoudre  généralement  une  équation  d'un  degré  quel- 
conque ,  telle  que  xm  +  p x  +  qx  -{-•••  .A  =0; 
c*eft  trouver  pour  l'inconnue  autant  de  valeurs  qu'il  y  a 
dWités  dans  le  plus  haut  expofant  de  cette  inconnue  ,  fie 
dont  chacune  foit  exprimée  par  les  lettres  p  ,  q ,  &c.  k 
combinées  entre  elles  de  quelque  manière  que  ce  foit ,  telle 
cependant  que  chacune  de  ces  valeurs  fubftiruée  au  lieu  de  x 
dans  l'équation ,  réduife  le  premier  membre  à  zéro ,  indé- 
pendamment de  toute  valeur  particulière  de  p ,  q9  &c. 

Par  exemple ,  la  régie  que  nous  ayons  donnée  (100)  pour 
les  équations  du  fécond  degré ,  réfout  généralement  ces  équa- 
tions. En  effet ,  *a  +/>  *  +  f  ==  °  >  peut  repréfenter  toute 
équation  du  fécond  degré ,  parce  que  par  p  &  q  on  peut 
entendre  toutes  fortes  de  nombres ,  pofitife  ou  négatifs;  or 
cette  équation  réfolne  fuivant  cette  même  régie,  donne  ces 
deux  valeurs  de  *,  *  =  — \p  ±  •  (?p%  —  q  )•  Que  l'on 
fubftitue  maintenant  l'une  de  ces  deux  valeurs ,  celle-ci ,  par 
exemple,  —  ?p  +  V  (  \p*  —  q  ) ,  au  lieu  de  *  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  **  +  px  +  q  =  o  ;  on  aura 
Manne.  Algèbre.  O 
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qui  revient  à  ±p*-p  s{ip*  -  q)  +±p*  -  q  -  ^  + 

P  ^ (  i  P*  —  fl)  +  ?  »  «P1*  »  toute  réduâion  faite ,  fe  réduit  à 
aéro.  11  en  ferait  de  même  ,  fi  l'on  fubftituoit  —  £  p  — 

Cette  expreffion  générale  des  différentes  valeurs  de  x  dans 
une  équation ,  eft  d'autant  plus  difficile  i  trouver  ,  que  le 
degré  de  l'équation  eft  plus  élevé ,  &  il  eft  aifé  de  fentir 
que  cela  doit  être,  fi  Ton  fait  les  réflexions  fuivantes. 

Quelle  que  puïfle  être  la  forme  des  valeurs  de  l'inconnue 
dans  une  équation  de  degré  quelconque ,  il  eft  certain  que 
la  réfolution  générale  d'une  équation  d'un  degré  déterminé 
doit  renfermer  la  réfolution  des  équations  générales  de  tous 
les  degrés  inférieurs. 

En  effet ,  la  réfolution  générale  (Pane  équation  du  cinquième 

degré9par  exemple,  telle  que*M-/>x4+f*3+r**+**-T-':=0» 
doit  donner  pour  x  cinq  valeurs ,  dont  chacune  doit  néceflâire- 
<ment  renfermer  toutes  les  lettres  p  pq9r,  s ,  lOt  lorfque  t  eft 
«éro ,  cette  équation  fe  réduit  à  *'  +p x4+^*,+rxt-r-xx— o, 
qui  étant  le  produit  deces  deux  fadeurs  x*+p x* -|- £**-{- r*  4- *, 
&  *,  donne  i°.  *  =  o;  a°,  x*-t-px*  +  qx*+rx  +  *  =o. 
Donc  des  cinq  valeurs  de  x  que  donnera  la  réfolution  géné- 
rale ,  l'une  doit  alors  fe  réduire  à  zéro  ,  &  les  quatre  autres 
doivent  être  les  racines  de  l'équation  x4-\-px* -f-  q **-*•  rx+sz:  o. 
Or  celle-ci  n'étant  que  du  quatrième  degré ,  fes  racines  ne 
peuvent  avoir  que  la  forme  de  celle  du  quatrième  degré; 
donc  puifqu'elles  font  en  même  temps  comprifes  dans  celles 
du  cinquième  degré ,  il  faut  que  la  réfolution  de  celle-ci 
comprenne  la  réfolution  du  quatrième.  On  prouvera  de  même 
que  la  réfolution  du  quatrième  doit  comprendre  celle  du 
troifieme,  &  ainfide  fuite.  Donc  la  réfolution  d'une  équation 


i 


i 


i 
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de  degré  quelconque ,  doit  comprendre  la  réfolutioo  de  tous 
les  degrés  inférieurs. 

De-la  on  peut  conclure  que  l'expreffion  de  l'une  quel-' 
conque  des  racines  ,  doit  renfermer  toutes  les  efpéces  de 
radicaux  depuis  fon  degré  jufqu'au  premier  (  *  ).  En  effet , 
il  eft  facile  de  voir  que  dans  quelque  degré  que  ce  fait ,  il 
doit  y  avoir  des  radicaux  de  ce  degré  ,  puifque ,  dans  le 
cas  particulier  où  tous  les  termes,  excepté  le  premier  &  le 
dernier ,  manqueraient ,  l'expreffion  des  valeurs  de  x  ren- 
fermeroit  un  pareil  radical  ;  car  l'équation  étant  alors  xm  +  kf 

on  auroit  x  =  y  —  k  ;  donc  puifque  la  forme  générale  des 
racines  doit  comprendre  la  ferme  de  celles  de  tous  les  degrés 
inférieurs,  elle  doit  renfermer  tous  les  radicaux ,  depuis  fon 
degré,  jufqu'au  premier. 

194.  Après  ces  réflexions  fur  la  forme  des  racines ,  voyons 
la  méthode  qu'on  peut  employer  pour  les  trouver. 

Celle  que  nous  allons  expofer  ,  confifte  à  confidérer  l'équa- 
tion qu'il  s'agit  de  réfoudre  ,  comme  le  réfultat  de  deux 
équations  a  deux  inconnues.  Nous  avons  vu  ci-deflus  (167)  , 
comment  on  parvenoit  à  réduire  ces  deux-ci  a  une  feule , 
qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue.  Il  s'agit  donc  de  les 
eboifir  telles  que  l'élimination  produife  une  équation  que  l'on 


(  »  )  Lorfque  l'expofant  de  l'é- 
quation eft  un  nombre  compofé 
do  produit  de  deux  ou  pluûeurs 
antres  ,  il  peut  arriver ,  félon  la 
méthode  qu'on  emploiera  pour 
refondre  ,  que  Texpreûlon  géné- 
rale des  racines  ne  renferme  pas 
explicitement  les  radicaux  de  et 


degré;  mais  il  n'y  font  pas  moins 
implicitement.  Par  exemple,  dans 
le  quatrième  degré  ;  au  lieu  des  |/j 
on  trouve  ,  par  certaines  mé- 
thodes ,  des  quantités  telles  que* 
/(«4"  V^ ) ,  mais  on  voit  que 
celles-ci  comprennent  les  pre- 
mières. 

o  % 
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pniflc  fuppofer  h  même  que  l'équation  propofëe.  Noos  allons 
voir  quelles  elles  doivent  être  pour  cet  effet 

Quoique  cette  méthode  n'exige  pas  qu'on  hffè  difparottre 
le  fécond  terme  de  l'équation  propofee  ,  cependant  les  calculs 
étant  pins  (impies ,  lorfqull  n'y  a  pas  le  fécond  terme ,  nous 
■nppoferons  qu'on  a  fait  évanouir  celui-ci,  par  la  méthode 
donnée  (192). 

Ainfi  nous  fnppofaroos  que  *"+p  *■-* + q  *■-* + r*—*+ 
&& , -+-  A;  =0,  efl  en  général  l'équation  qu'il  s'agit  de  ré* 
foudre. 

On  prendra  les  deux  équations ....  y"  —  1  =  a 

&*y--'+*y--*  +  cy--*+^y--*  +  &c..+*=ot 
s9b9e ,  &c  étant  des  quantités  inconnues  que  Ton  détermi- 
nera comme  il  va  être  dit. 

Par  le  moyen  de  ces  deux  dernières  on  éliminera  y  9  ce  qui 
conduira  à  une  équation  en  xê  qui  fera  du  degré  »,  &  n'aura 
point  de  f<  cond  terme. 

Les coëfficiens  (*)  des  différentes puiflânees  de  x>  feront 
compofés  de  *,.£>  c,  &  leurs  puiflances. 

On  égalera  chaque  coefficient ,  au  coefficient  de  pareille 
puiflance  de  x  dans  l'équation  propofée  x"  -\-p  xm  -  *  -f-  &c.  ; 
ce  qui  donnera  autant  d'équations  pour  déterminer  a,  b9  c>  &c. 
qu'il  y  a  de  ces  quantités.  Lorfque  a ,  b  %  c9  &c.  auront  été 
déterminés,  on  aura  toutes  les  racines  ou  valeurs  de  x9  en  fubfti- 
tuant  dans  l'équation  a  y"  -  « + Jy"  ~  *  -f  cy""",  +  <(y"  "  4  + 
&&  #..  +  x=o,  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  &c.  &  mettant 


(  *  )  Le  mot  coefficient  eft  pris 
ici  dans  un  fens  plus  étendu  que 
par  le  paiTé.  Il  fignifie  en  général 
la  totalité  des  quantités  frit  nu- 


mériques, foit  littérales,  qui  mul- 
tiplient Tune  quelconque  des  puif- 
faaces  de  s.  Ainfi  dans pxm~* y 
p  eu  le  coefficient  de  *M  ~~  *• 
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fncceffivement  pour  y,  chacune  des  ratifies  de  l'équation 
y  —  i  =ro  qui  font  faciles  à  déterminer,  comme  nous  le 
▼errons  par  h  fuite. 

Application  au  troijâme  dtgri. 

195.  Soit  donc  **-|- />*-+•$  =  0,  Féqnation  <pTû  s'agir 
de  réfoudre. 

Je  prends  y3—  1  =  0, &  *y*  +  fy  +  xï=:o.  Pour  châtier 
y  t  je  multiplie  cette  dernière  par  y  ,  &  menant  pour  y9 ,  fa  va- 
leur 1  tirée  de  l'équation  y3  —  i=o,j'ai£y*+*y-|-tf:=ro# 
Je  multiplie ,  de  même,  celle-ci  par  y  »  &  mettant  encore  pour 
y }  *  (a  valeur  I ,  j'ai  *y*  +  <fy  + J  =  Or 

Àinfi ,  j'ai  les  trois  équations  ay%  +  by  -f-  %  rr  a 

*ys-+-*y-+-*  =  * 
xy%  +  ay  +  b  zz  ù 

ha?  le  moyen  des  deux  premières ,  je  prends  k  valeur  dey1  & 
celle  dey ,  félon  la  méthode  des  équations  du  premier  degré,  à 

deux  inconnues  ;  j'ai  y*=  „-;;  &y  =  n^Ti* 
fc  fubfikue  ces  valeurs  dans  la  troifième  équation.  •  .  •  • 

_-    1  .    »        _    .,  .  xf—  ahx  +  a?-ahx    .    , 

*J*+«J+'  =  ojjVi yfZTaU M=°,  m» 

Ékaflant  k  dénominateur  &  réduifent r*3  —  j  abx  +  *5  =so. 

Comparant  cette  équation  avec  ** +  px  + $  s  o  ;  il 
tut  (  *  )  pour  qu'elles  (oient  les  mêmes  ,  que  —  j  a  b  z=p  t 


(  *  )  Os  pourrait  peut-être  de- 
tder  s'il  eft  néVeflaire  ^  poar 
fie  Usdem  équations  deviennent 


terme;  0c  Vif  ne  faffireh  pas  e**- 

étire*'  +  px+  qZZ**  —  $  ah* 
+  i*  -f  iJ  ?  Voïci  la  réponfe. 


*•*  ttemfj.de  les  égaler  tenue  à  l     Rtft   mdiipenfaHe   d'égaler 
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&  a>  +  J5  =3  q  ;  ce  font  là  les  deux  équations  qui  don- 
neront a.lk  h. 

La  première  donne  b  =:  —  -£-  ;  fubftituant  dans  la  féconde, 
on  a  *3  —  — ^-,  =  ?  »  ou  en  multipliant  par  a'  ;  &  tranfpo- 
fant ,  <j6  —  f  43  =  -£— ,  équation  qu'on  peut  (  173  )  réfoudre 
comme  une  équation  du  fécond  degré ,  &  qui  par  conféquent 
deviendra  a*  —  qa>  +  \f  —  if  +  tîP*  ♦puis**  —  \q 

&  enfin  -  =  C){/[i,+  ^(if-+^)l. 

Pour  avoir  b,  je  mets  dans  l'équation  *'  +  #  =  q , 
la   valeur   de  «3    que    nous  venons  de  trouver  ,   &  j'ai 

iq  +  i/Çlq^+àp^  +  b^qt&pKCOnfèquemP^q 

-^(^a+^');clonc^=:^[l?-^(i^  +  ^)]. 

Or  l'équation  a  y*  -f-  by  +  *  =  o ,  donne  *  s: 
«_   tf  y*  — *  ^y  ^  on   a  donc  *  =  "*  /  /  [  î  î  + 

qui  renferme  les  trois  racines. 


terme  à  terme;  parce  que  pour 
que  les  deux  .équations  foient  les 
mêmes  il  faut  que  les  trois  racines 
foient  les  mêmes  dans  chacune  ; 
•r  cette  condition  exige  que  la 
fomme  des  racines  foit  la  même; 
ce  qui  a  lieu.  2*.  Que  la  fomme 
—  $ab  des  produits  de  ces  racines 
deux  à  deux ,  dans  l'une ,  foit  la 
même  que  la  fomme  p  des  mêmes 


produits  dans  l'antre.  30.  Que  le 

produit  43  ■+•  £3  des  trois  racines 
de  l'une ,  foit  le  même  que  le  pro- 
duit q  des  trois  racines  de  l'autre. 
(  *  }  Je  ne  donne  ici  qu'un  fcul 
figne  au  fécond  radical ,  parce  que 
je  n'ai  befoin  que  d'une  valeur  de 
a }  il  importe  peu  laquelle  :  cha- 
cune fatisfait  également  comme 
nous  le  verrons  ci-après. 
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B  ne  s'agit  donc  plus  que  de  connoître  les  valeurs 
de  y.  Or  l'équation  y3  —  i  =  o,  donne  y3  =3  i  ,  & 
par  conféquent  ,  en  tirant  la  racine  cubique ,  y  =  i. 
Pour  avoir  les  deux  autres  racines  ,  je  divife  (151) 
y5  -  1  par  y  -  1 ,  &  j'ai  y*  +  y  +  1 ,  qui  étant 
égale  à  zéro  ,  donne  l'équation  qui  renferme  les  deux 
autres  racines.  Cette  équation  y*  +  y  +  1  =  o 
étant  rêfolue ,   donne  y  =  -'^(-3)  >   fes   trois 

valeurs  de  y  font  donc  y  s  1 ,  y  =  =I-^ — : —    * 

v  =    —  '  —  ^  (  —  3  ?      Subftituant  fucceffivement  ces 

- 

valeurs,  dans  *  =  -  y1  v'D*  +  V  {if  +  iîP%)\  > 
-y  ^[i,-i/(i^  +  £/>'  )  ]  ,  &  fidfant  attention 

fe  réduifent ,  le  premier  à   -  '  -^  ~  *    ,  &  le  fécond 
4    -  »  +•  (  — S  )       on   a  ces  trois  valeurs  de   * , 

-  i^[  ** -•(*«'  + Af'>  ]• 

Si  l'on  fuppofe, dans  l'équation*3  +/>  *4-f=o,  que*  =  0; 
l'éqparioafe  rédoit  alors  à*3  +px  =.0 ,  ou  (*M-/0  X  *  =  o  ; 

O4 
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donc  Tune  des  racine*  cftx  =  o ,  &  les  deux  antres  fe  tratveaé 
en  résolvant  l'équation  x*  -\-p  zno%  qui  donne  *s=-|-i/— /># 
&  x  =  —  |/—  f  ;  c*cft  anffi  ce  que  donne  la  formule  générale 

des  racines  ;  car  la  première  devient  alors  x  =  —  V^ttP 
-  l^^^,cVft-à-dire,  x=  -  yV^7  +  \^h?—  o  \ 
la  ^devientx=i^l  tfw  +  lZj£ïj£^? 

~y/—'iV''hp*—V—ii/\p  =  v'—p.  On  Terra  de 
même  que  la  troisième  eft  —  1/  — p# 


196.  Comme  l'équation  a6  —qa*  zz-~p*  9  d'où  nous  avons 
déduit  h  valeur  a9  a  fix  racines,  on  pourroit  peut-étf* 
demander  fi  chacune  peut  être  également  employée  ;  &  fi  dans 
le  cas  oil  elles  feroient  toutes  également  admiffibles ,  il  n'en 
réfulteroit  pas  18  valeurs  différentes  pour  x ,  pirifque  cha- 
cune en  donneroit  trois. 

Chacune  des  fix  valeurs  de  a  eft  également  bonne  ;  mais 
l'une  quelconque ,  donne  pour  x  les  mêmes  valeurs  que  toute 
autre.  En  voici  la  preuve  i 

Faifbns ,  pour  Amplifier  le  calcul «»••«•*• 

^[7*+  (•£*»+£;')]:=:*,  & 

&V*4  —  ('iq'+ÙP*)]-*;  alorsl'équation^=:^ 
tt(i/^  +  Tf/^)  trcirvéeci-dcflus ,  fe  changera  en  ces  deux 
autres  d>  =z  m* ,  &  *3  ss  »3  ;  la  première  donne  a  =  m ,  &  en 
divifant  a*  —  m1  par  a  —  m ,  on1  aura  a*  *f-  m  4  +  m*  qui  étant 
égalé  à  zéro,  donnera  les  deux  autres  valeurs  de  a ,  que  Ton 

trouvera  être  a  ss - £f  ou  a ss m  [ — 2  J  » 
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tîim  les  trois  valeurs  de  a  font  m%  m.    ■  ■  ^         *  & 

n ,  ..,„    , ,  r 2%  On  trouvera  de  même  que  l'équation 

s*  zz  n*  donne  ces  trois  autres  a  =2  n ,  0  =  n  •  T1  ■" — ^?  - 

*  =  A .  ^LL^_1Î#  Or  puifqu'on  a  **  +  6*  =:  f ,  ou 
aura  m*  -f"  P  ^=  j  &  r?  4-  P  =  q9  &  en  mettant  pour 

*3  &  «>  leurs  valeurs,  P  =  £f  —  •  (***  + tf/>3)& 
^  =  ^  +  i/(i^  +  JU^)1cteft.à.dire,^=/i'&^=wî/ 
donc  les  valeurs  de  b  font  telles  que  abzzîmn,  enforte que  les 
valeurs  de  a  &  b9  qui  doivent  aller  Tune  avec  l'autre,  font 
telles  qu'il  fuît  : 

s  =z  m ,£r=ft 

Subffituez  maintenant  Fufle  quelconque  de  ces  fix  combl- 
ntifeas  dans  x  rs  -*  *y*  —  by9  en  mettant  fucceffivement 
par  y  fes  trois  valeurs ,  6e  vous  aurez  toujours  ces  trois 

lacmes  * s=  —  «  —  n  *r=  — -2- *-    m 4 ■■  *■ 

.»**  = ^ ^.«-l -^ -.» 

2  a 

197.  En  confidérant  les  trois  valeurs  de  x  que  nous  avons 
trouvées  ci-deflus,  on  voit  que  tant  que  p  fera  pofîtif,  la 
quantité  £j*  -f-  £/>*  fera  toujours  pofitive,  parce  que  \q% 
qui  eft  le  quarré  de  \q  fera  toujours  pofirif  y  quand  même 
f  ferott  négatif.  Cette  même  quantité  fera  encore  pofitive  , 
tant  qœ  ^  fora  plus  grand  que  ^/>3 ,  p  étant  fléjanfc  Dans 
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ces  deux  cas ,  les  deux  dernières  valeurs  de  x  font  imagi- 
naires. Car  les  deux  radicaux  cubes  étant  alors  des  quantités 
réelles  &  inégales ,  leur  produit  par  les  quantités  vf  —  3 
&  — -  1/  —  3  de  fignes  contraires,  ne  fe  détruiront  pas 
mutuellement;  ainfi  il  reliera  de  l'imaginaire  dans  chacune 
de  ceux  valeurs  de  x.  Il  n'y  a  donc  alors  que  la  première 
valeur  de  * ,  qui  foit  réelle. 

198.  Mais  fi  p  étant  négatif,  ~/>3  fe  trouvoit  plus  grand 
que  £9*,  alors  ?q*  —  —•/?'  feroît  une  quantité  négative, 
&  la  quantité  i^(  Jtf*  —  irP*  )  feroit  imaginaire  :  néanmoins 
les  trois  valeurs  de  x  font  alors  réelles* 

Pour   s'en   convaincre  ,    il  faut  d'abord  obferver    que 

^(ï  ?  -  h?y  )  «P'00  a  a,ors  au  U?u  de.  vKhf  +  liP*  )  » 
«fi  la  même  chofe  que  1/  [(rff3  —  i  tfa)  X  —  1  ] ,  ou  que 

^[(âV^  —  if*)  X  •  —  1]  ;  ainfi  ,  pour  abréger  ,  je 
fuppofe  7  q  =  m  &  •  (^p5  —  i?a)  =  »  ,  la  quantité 

^[ï*  +  (»'i*m  — ÂP1)]  deviendra  fam  +  n\/—  1); 
or  ces  quantités  étant  la  même  chofe  (133)  que  (m  + 

n  1/  —  1?  )  8c(w  —  «  •  —  1  J  ),  fi  on  les  réduit  en 
férié ,  par  la  méthode  donnée  (151),  on  aura  pour  la  pre- 
mière  

3«^         r9iBa     81  m'            243  «4      3645  «5  r  ' 

&  pour  la  féconde.  * •  .  • 

v      $m  ^9«»~8in»5  243  m4    3645  m5  " 

or  ces  trois  valeurs  de  x  fe  changent  alors  en 

*  =  —  v/(m  +  /ii/  —  1)  —  l/(«  —  ai/—  1) 

Subftituant ,  au  lieu  des  deux  radicaux  cubes ,  les  fériés  qui 
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tn  font  les  râleurs ,  on  aura ,  après  avoir  fait  les  multiplica- 
tions par  '"*"""*  &  1""^"'î  ,  qui  fe  rencontrent  dans  les 

deux  dernières  valeurs  de  * ,  &  après  les  réductions  ordinaires  , 
aytnt  d'ailleurs  égard  à  ce  que  &/—  3  X ■/—  1  donne — 1/  3  (  *  )f 
&que  touteft  multiplié  par  m*,  on  aura,  dis  -  je.  .  •  .  • 

*— — mi  (2+ _-  ,  Se.) 

9  m*        243  m4  ' 

Quantités  dans  lefquelles  il  n'y  a  plus  d'imaginaires.  On  n'a 
pu  trouver  ,  jufqu'a  préfent ,  que  cette  manière  de  donner, 
dans  ce  cas,  une  valeur  algébrique  réelle  aux  trois  racines; 
ainfi  on  ne  peut  les  avoir  alors  fous  une  forme  réelle ,  que  par 
approximation.  Ce  cas  fingulier  a  fort  exercé  les  Àlgébriftes, 
&  on  lui  a  donné  le  nom  de  cas  uriduSïibU* 

Donnons  maintenant  quelques  exemples. 

Suppofons  qu'on  demande  les  racines  de  l'équation.  # . . 
y3  +  6  y* — 3y-r-4=o;  je  commence  par  faire  difpa- 
roître  (  19a  )  fon  fécond  terme ,  en  faifant  y  zzx  —  a  ;  cela 
réduit  l'équation  à  *3  —  1 5  x  -|-  26  :=  o  ;  or  nous  avons  repré- 
fenté  toute  équation  du  troifième  degré,  fans  fécond  terme  , 
?*r  x*  -\-  p  x  +  q  =0  ;  nous  avons  donc/?  rz  — 15,^  =  26; 
donc4^  =  i3,^a=5i69;^=:— 5,&^p3  =  — 125; 
donc^(i^+-Lp3)  =l/(i69— 125)  =1/44;  les 
trois  valeurs  de  x  feront  donc . •  . 

*=—  ^(13  +  1/44)  —  1^(13  —  ^44) 

*=IZL^  |^(i,  +  |/44)+ï±Ç=»  1^(13-^44). 
(  *  )  Veyez  la  note  de  la  page  137. 
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CenVadire,  que  h  première  eft  négative,  &  les  deux 
Antres  imaginaires. 

Prenons  pour  fécond  exemple,  l'équation  x*  —  9*  — 
xo  =  o.  Dans  ce  cas ,  on  a  />  =:  —  9 ,  f  s=  —  10  ;  par 
conféquent  f/>  =s  —  3,  T7/>*  =  —  27,  ^  =  —  5  & 
±$>  =  25;  donc  £?*  +  ^=315  —  27=  —  2;  cet» 
équation  cft  donc  dans  le  cas  irréduâibie.  Ainfi,  fi  l'on 
veut  avoir  les  valeurs  de  * ,  il  faut  faire  ufage  des  férié» 
d-dediis.  Pour  cet  effet,  on  remarquera  qu'on  a  fuppofé 
m  zziq,  &»  =  i/(^L?3—  1^*);  donc  m  =  —  5  & 
«  =  1/  2.  Pour  faire  les  fubffitutions,  on  commencera  par 

évaluer  1/  %   qu'on   trouvera    être   1,4142  ;   donc  —  s 

»  *  '     =  ~"*  0,2828  ;  on  évaluera  auffi  m  » ,  qui  n'eft  autre 

que  l/m  ou  >/—  j  ou  —  y'j ,  &  Ton  aura  iwî  =  -• 
1,7099;  alors  il  n'y  a  plus  qu'à  fubftituer  :  nous  nous  bor- 
nerons à  fubftituer  dans  la  première  qui  deviendra  x  =  -*» 

1,7099  t»  +  f  (0,2828)*  -  ^  (0,2828)* &c.}  quan- 
tité dans  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que  de  faire  les  multi- 
plications indiquées*  Mais  il  efl  bon  d'obferver  en  fisiflànt, 
que  ces  fériés  ne  font  d'un  nfsge  utile,  qu'autant  que  m 
eft  plus  grand  que  n;  s'il  étoh  plus  petit,  on  en  formerait 
df analogues  pour  ce  cas,  en  obfervant  ce  qui  a  été  dit  (1 59), 
Au  refle ,  lorfque  m  8c  n  diffèrent  peu ,  on  eft  dans  la  né~ 
ceffité  de  calculer  un  grand  nombre  de  termes.  Nous  ver- 
rons  par  la  fuite  comment  on  peut  approcher  autrement  de» 
valeurs  de  *. 

199.  Concluons  de  ce  qui  précède ,  que  toute  équation? 
de  cette  forme  y'"  -+-  py*tt  +  qy*  +r£oefl  réfo- 
loblc  $  puifqu'en  fai&nt  y*  =2  *,  on  a  x3  -+-  px*  -f-  q% 
+  r  =  o  -,  c'eft-à-dire ,  une  éqpation  du  uoàûème  degré. 
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Application  au  quatrième  degré. 

100.  Repréfcntons  toute  équation  du  quatrième  degré 
{ans  fécond  terme,  par  x4  +  px%  +  qx  -+-  r  5=  o. 

Selon  la  règle  donnée  ci-deflus,  je  prends  les  deux  équa- 
tions y4  —  1  =  o 
Et  *y*  +  by*  4-  cy  +  x  =  o. 

Pour  éliminer  y,  je  multiplie  celle-ci  trois  fois  de  fuite 
par  y,  &  je  fubftitue  à  mefure,  au  lieu  de  y4,  &.  valeur 
1  tirée  de  l'équation  y4  —  1  5=  o  ;  ce  procédé  me  donne 
(  en  comprenant  la  féconde  équation  ) ,  les  quatre  équations 
Suivantes  : 

ay*  -f-  by*  4-  ey  +  x  =1  o 

£y*  4-  cy*  +  *y  +  *  =  o 

*y5  +  *y*  +  *y  +  h  =  ° 
*y3  •+•  *y*  +  *y  +  tf  =:  ° 

Si,  à  l'aide  des  trois  premières,  on  tire  les  valeurs  de  y5, 
y*  Ot  y,  on  aura  y'  =  — -r-!- — r -. — rj-i — ? r —  • 

t  _         cac*  —   tabx  <\>   a*  —    ac*  +   &»c  «  __ 

— ry  +  ^TC?aT^  +  ft4iL  i  fubftituant  dans  la  der- 

nière,  on  aura,  après  avoir  chaffé  le  dénominateur,  fait 
les  réduâions  ordinaires,  &  changé  les  lignes, 

xi4  —  4&cx%  +  4*%bx  —  a4  =  o  i 

—  4ab*c 
pour  que  cette  équation  foit  la  même  que  x4  +  /**■+•**■+■ 
i^=o,il  raut  donc  que— 44c  — ai'i=/?,4d1i'+4i'c2=^t 


an  Cours 

—  a4 —  c*  +  b*  +  ia*c*  —  4ab*c=:r;  ce  font  ces  trois 
équations  qui  doivent  Élire  connoitre  *,  b  8c  c. 

Pour  avoir  l'équation  qui  donnera  b>  je  prends  dans  la 
féconde  la  valeur  de  a*  -f-c* ,  en  divifant  par  4b ;  &  j'ai 

a*  +  £*—  -y  ;  je  quatre  cette  équation ,  ce  qui  me  donne 
*4  +  a**c*-|-c4  =  "4fr*  &  parconféquent*4  +  *4=-|4- 

—  2  a*  c*  ;  je  fubftitue  cette  valeur  de  a4  +  c4  dans  la  troifième 
équation,  Bcj'ai  —  ^  +  4**'*+*4  —  4****  =  '•  De  h 
première  équation  —  40c—  i£*=p,je  tirela  valeur  de  ac,  qui  eft 
**—  ~P~*     ;  fubflituant  dans  l'équation  —  -l^  +  4  **  c*»  &c. 

N-  À + 4  C^)"  +*-»•• ■(=*?*)  ='• 

97       t    4/>ft  +  '6j>*a--*6*<     .     la    i    4P**  +  *b*  _ 

00  ~  76  *•  H Î6 h  *  +  "4         —  r  » 

on  enfin,  chaflânt  les  fraâions,  tranfpofant9  réduifant,  & 
ordonnant  par  rapport  à  b 

64b*  -J-  $%pb*  +  4p*b*  —  qqZZLO 

—  i6rt* 

Équation  du  fixième  degré ,  mais  qui  n'a  que  la  difficulté 
de  celles  du  troifième ,  en  regardant  b*  comme  l'inconnue: 
on  appelle  cette  équation  la  réduit* ,  parce  que  c'eft  à  fa  réso- 
lution que  fe  réduit  celle  des  équations  du  quatrième  degré* 

20i.  Si  Ton  fait  attention  que  le  dernier  terme  q*  de  cette 
équation  a  le  figne  — ,  on  verra  que  b%  doit  avoir  au  moins 
«ne  valeur  pofitîve  ;  car  dans  ce  cas  l'équation  ne  peut  avoir 
été  produite  que  par  la  multiplication  de  trois  fadeurs  tek  que 
(  b%  —  /  )  (  b%  —  m  )  (  b*  —  n  ) ,  ou  de  trois  faâeurs  tels  que 
(**  +  0  (**  +  m)  (** — n);  il  n'y  a  que  ces  deux  com- 
binaisons qui  puiffent  donner  le  figne  —  au  dernier  terme  ; 
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il  y aura  donc  au  moins  un  faâeur  de  cette  forme  b*  —  n; 
donc  (178)  b*zzn9  c'eft-à  dire,  que  b*  aura  au  moins  une 
valeur  pofitive.  Donc  puifque  cette  équation  donne  b  =  ±  Vn% 
b  aura  donc  au  moins  deux  valeurs  réelles» 

102.  Déterminons  maintenant  a  8c  c.  Les  deux  équations 
—  4*c  —  ***  =  />,&  4***  +  4^c*  =  f  trouvées ci-deffus, 

donnent  2  a  c  =  —  \p  —  b*  &  a%  +  c*  =  -i-#  Ajoutant  la 

première  à  la  féconde  9  &  la  retranchant  auffi  de  la  féconde* 
on  aura  les  deux  équations  fuivantes  : 

^+a*c  +  c»-^ -.{,*_*» 


S-tac  +  ç'^Jf  +  lp  +  f 


4* 

tirant  h  racine  quarrée  de  chacune ,  on  aura # 

Les  deux  fignes  de  chaque  équation  pouvant  être  pris  dans 
tel  ordre  que  l'on  voudra. 

De-là  il  eft  aifé  de  déduire  a  &  c  ;  mais  nous  allons  voir 
qu'on  n'a  befoin  que  de  a  *+*  c  &  de  a  —  c.  Développons 
auparavant  les  quatre  valeurs  de  «, 


lation  ay*  +  by*  +  cy  +  *  =  o *  donne  #  =  — . 
4^3  _  1, y*  —  cy  ;  il  s'agit  donc  d'avoir  les  quatre  valeurs 
de  y  que  peut  donner  l'équation  y4-—  1  r=  o ,  ou  y4  =:  i9 

Or  en  tirant  la  racine  quatrième ,  on  a  y =db  yA  =  ±  1 , 
c'efi-à-dire  ,y=i&y  =  —  1.  Ayant  trouvé  ces  deux  valeurs 
de  y  9  il  faut  (187)  pour  avoir  les  deux  autres ,  divifçr  y4  —  1 
par  le  produit  y*  —  1  des  deux  feûeurs  y  —  x  &  y  +  1 , 
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et  qui  donne  yf  +  i  pour  quotient  ;  égalant  ce  quotient 
à  zéro  (187)  on  aura  yx  +  1  =  o,  {>our  l'équation  qui 
doit  donner  les  deux  autres  racines ,  que  Ton  trouvera  être 
y  =  +•—  1  &y=— •—  1. 

Les  quatre  valeurs  de  *  feront  donc 

*— — 4  —  *  —  c  oux  =  -*-J  —  (*+c) 

*:=*  —  £  +  c  ou*  =  -—  ^  +  (tf+c) 

*r=;tf^-r  ï  +*  —  cj/—  1  ou*=s-h^+  (tf  —  c)^—  1 
X=  — tf ^/— i+A  +  cl/ — 1  oux  =  +  ^ — (*— 0  ^— "I 

Subftituant ,  au  lieu  de*4-<:&tf  —  c,  leurs  valeurs  trouvées 
CKieflus,&  fàifant  attention  que  ±^Qj +£/>+**)  X  ^—  1. 

=  ±j/(—  J  —  lp -t1),  on  aura 

Equations  dans  lefquelles  il  eft  facile  de  voir  que  des  deux 
lignes  +  &  — ,  foit  qu'on  prenne  le  ligne  fupérieur ,  foit 
qu'on  prenne  le  figne  inférieur,  on  aura  toujours  les  quatre 
mêmes  valeurs  de  x ,  Tune  quelconque  d'entre  elles  ne  fàtfant 
alors  que  fe  changer  en  Tune  des  autres.  Ainfi ,  pour  une  même 
valeur  de  £,on  n'aura  jamais  que  quatre  valeurs  de  x;  fa  voir: 

*  =  +*  +  /(- J-^-^),x=+*-^/(-J,-I^). 

203.  Puifque  l'équation  du  fixième  degré  qui  doit  donner  B9 
donne  trois  valeurs  de  b% ,  on  aura  donc  trois  valeurs  de  b , 
qui  auront  le  figne  + ,  &  trois  qui  auront  le  figne  —  ;  or 
il  eft  facile  de  voir  que  foit  qu'on  mette  +  b ,  foit  qu'on 

mette 
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nette  —  b  dans  les  quatre  dernières  valeurs  de  x ,  il  en  réfulte 
toujours  les  quatre  mêmes  valeurs.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que 
de  (aire  voir ,  que  chacune  des  trois  valeurs  de  b  qui  auront 
le  figne  -f- ,  ne  donnera  jamais  auffi  que  les  mêmes  quatre 
valeurs  de  x. 

Pour  le  démontrer,  reprenons  les  équations  — •  4  a  c  —  1  b* 
=  />,  4a%b  +  4bc%=:qf  &  -  a4  —  c4  +  b*  +  ia*c*  — 
4ab*c  —  r.  Qiiarrons  la  deuxième  de  ces  équations  ;  nous 
aurons  i6£a  (  a%  -|-  c%  )a  =  qq  ;  mettons  ,  au  lieu  de  b1 ,  fa 

valeur  ~P~*ac  tirée  de  la  première  ;  il  viendra  —  8(f+4*c) 

(**  -J-  c*  )*  =:  qq.  Subftituons  de  même  ,  au  lieu  de  b%  f  fa 
valeur  dans  la  troifième  équation  ,  &  nous  aurons  ,  après  les 

réductions  faites  ,  —  a4  —  c4  +  ££  -f"  4pac  +  14a*  c*  =:  r. 

Reprenons  maintenant  l'équation  du  furième  degré 

64^  +  ^ipbfi  +  4ppb%  —  qq  =:  o. 

—  \6rb% 

Et  fubftituons-y  pour  qq  &  pour  r  leurs  valeurs  que  nous 
venons  de  calculer.  Nous  aurons  après  les  réductions  faites  ,. 

&  après  avoir  divifé  par  8 ,  l'équation  fuivante • 

M-\-  4pb*  +  id*b*  +  (p  +  4ac)  (a%  +  c*)*z=:Q 
+  ac4*1 

—  Spacb* 

—  i$a*c*b* 

Or  puifqu'on  a  trouvé  %b%  =  —  p  —  4&C  ,  il  s'enfuit  (187) 
que  1  b*  +p  -j-  4a c  doit  divifer  l'équation  8  b6  +  4f  *%  &c.  ; 
ce  qui  a  lieu  en  effet.  Si  l'on  fait  la  cbviûon  ,  6k  qu'on  égale 
enfuite  à  zéro  f  le  quotient ,  pour  avoir  les  deux  autres  valeurs 
de  b* ,  on  aura    4*4  —  9acb%  -\-a**+c*  +  ia*c*  =zo. 

Cette  équation  étant  réfolue  comme  une  équation  du  fécond 
Marine.  Algèbre.  P 
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degré, donne  i£*=  %ac±{a  +  c)(a  —  Or/-—  i  , ou,eti 
doublant,  4b*  =z4«c±2(a  +c)  (a  —  c)  1/  —  1.  Or  le 
dernier  membre  eft  (•*  )  lequarréde  (a  -|-c)  ±  (  a  —  c)  1/—1; 
donc4i*  =  [(tf-+-c)±(tf — c)i/ — i]*,&  par  conséquent 

=  (*  -1-  c)±  (<i — tf)  |/— 1;  ainfi ,  puifqu'on  a  trouvé  ci-defius, 
**  =3  ~P~4ac  f  les  trois  valeurs  pofitives  de  b ,  font  donc  • .  • 

*  =  J (*  +  tf)  —  {(a  —  c)  1/  —  1.  Repréfentons  la  féconde 
de  ces  valeurs ,  par  V  9  &  la  troifième  par  6"  ;  alors  en  ajou- 
tant &  retranchant,  on  au*a  4  -J-  c  =  ^4-  *"  &  (a  —  c)  1/ — 1 
=  *'  —  *". 

Si  Ton  fubffitue  les  valeurs  de  a  -f-  c  &  (a  —  c)  */ —  1  dans 
les  quatre  premières  valeurs  de  x  trouvées  ci-deflus ,  elles  fe 
réduiront  à  x  =  —  b  -  b'  —  W9  x  =  —  b  +  b'  +  b"  9 
x  =  +  b+V  —  b",x  =  +  *—*  +  *»,  qu'on  peut 
encore  mettre  fous  cette  ferme  ,#=•—*  —  b'  —  b"  9 
x  =  +b  +  b*  +  b»~*bf  x=z  +  b  +  V  +  bir—%b"t 
x  =s  b  +  b'  +  */;  —  **'•  Où  Ton  voit  clairement  qu'il  ne 
peut  y  avoir  que  quatre  valeurs  de  x;  car  fi  l'on  change» 
par  exemple,  b  en  V %  il  faut  changer  en  même  temps  V 
en  b9  puifqu'on  voit  que  les  trois  racines £,  V  9  Centrent 
toutes  à  la  fois  dans  chacune  de  ces  valeurs  de  x.  Or  ce  chan- 
gement donne  les  quatre  mêmes  valeurs  pour  x* 


(*)  Il  ne  faut  autre  chofe ,  pour 
s'en  aflurer ,  que  quarrer  la  quan- 
tité (*+c):i:(*-0  |/-i.  Mais 
£  l'on  demande  comment  on  a 
trouvé  cela  »  on  le  verra  dans  la 
fuite. 


(  **  )  Nous  ne  prenons  ici  que 
le  figne  -f-  pour  la  racine  du 
fécond  membre ,  parce  que  nous 
avons  vu ,  ci-deflus ,  que  la  Ta» 
leur  négative  de  b ,  méneroit  aux 
mêmes  concluions. 
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204.  Revenons  maintenant  à  la  première  expreffion  des  va- 
,  leurs  de  x ,  c'eft-à-dire ,  aux  valeurs  x  =  —b  —  £— (a -f-c) 

*=-*  +  (a  +  c),*  =  +  *  +  ('-O  •  —  i, 
*=-{-*—  («  —  c)  1/—  x.  Elles  nous  offrent  trois  cas: 
ou<» +  c&(a  — c)  j/  —  1  font  toutes  deux  réelles,  ou  elles 
font  toutes  deux  imaginaires ,  ou  enfin  l'une  des  deux  eft 
réelle  ,  &  l'autre  imaginaire.  Or  j'obferve  d'abord  que  lorf- 
qu'elles  font  imaginaires ,  elles  peuvent  toujours  être  réduites 
a  des  imaginaires  de  cette  forme,  f'-m,  ou  1/  m .  1/- 1 ,  m  éunt 

une  quantité  réelle  ;  car  puifqu'on  a  a  +  c  =  i/f  \~h?  -**  } 
&  (a  —  c)  >/—  x  =1/  (-—k—iP  —  **)  >  *  ayant  tou«- 

jours  (  201  )  au  moins  une  valeur  réelle  que  Ton  peut  toujours 
employer ,  elles  ne  peuvent  devenir  imaginaires  que  lorfque 
la  quantité  qui  eft  fous  le  radical  aâuel ,  fera  négative  (  *  ). 

205.  Celapofé,  fitf-f-  c  &  (*  —  c)  1/  —  x  font  toutes  deux 
réelles  ,  auquel  cas,  les  quatre  valeurs  de  x  feront  réelles ,  puif- 
que  b  a  toujours  une  valeur  réelle,  il  eft  évident  que  les  deux 
antres  valeurs  de  4  **,  favoir  :  [ {a  +  c)±  ( a  —  c)  i/—  1  ]*. 
feront  réelles  &  pofitives» 

206.  Si  au  contraire  a+c8c(a  —  c  )  1/  —  x  font  toutes 
deux  imaginaires ,  auquel  cas  les  quatre  valeurs  de  x  feront 
imaginaires,  alors  fi  on  repréfente  a +  c  par  A:  1/—  x  & 
(a  — c)»/—  1  par  /*/—  1',  k  &  /  feront  des  quantités 
réelles,  félon  ce  qui  vient  d'être  dit  (  204  )  ;  on  aura  donc 

4b*  =  [(k±l)S  —  i]*  =  -(*±/y;c'eft-à-dire,que 
les  deux  autres  valeurs  de  b%  feront  réelles ,  mais  négatives. 


(  *  )  Il  n'en  feroit  pas  de  même, 
fi  h  n'avait  aucune  valeur  réelle. 
Car  b  étant  une  imaginaire  de 
cette  ferme  y—k,a+<& 


(<i  —  tf)|/— 1  pourraient  être 
des  imaginaires  de  cette  forme 

V(-7=n-0- 

p  » 


n8  Cours 

207.  Enfin ,  fi  des  deux  quantités  *  +  c  8L(d  —  c)  1/—  1 , 
Tune  feulement  eft  réelle ,  il  eft  évident  que ,  des  quatre  valeurs 
de  x ,  deux  feront  réelles ,  &  deux  imaginaires  ;  or  dans  ce  cas 
on  voit  auffi  clairement ,  que  les  deux  valeurs  de  46*  expri- 
mées par  [  (4  -f  c)  ±  (a  —  c)  y/—  1  ]*  feront  imaginaires. 

208.  Donc  fi  la  réduite ,  confidérée  comme  équation  do 
troifième  degré  ,  a  fes  trois  racines  réelles  &  pofitives ,  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  aura  fes  quatre  racines  réelles. 

Si  la  réduite ,  ayant  fes  trois  racines  réelles,  n'en  a  qu'une 
pofitive ,  l'équation  du  quatrième  degré  aura  fes  quatre  racines 
imaginaires. 

Enfin ,  de  ces  quatre  racines,  deux  feront  réelles  &  deux 
feront  imaginaires ,  fi  la  réduite  n'a  qu'une  racine  réelle* 

209.  Puifque  la  formule  des  racines  d'une  équation  du 
troifième  degré ,  ne  donne  ces  racines  fous  une  forme  réelle, 
que  lorfqull  n'y  a  qu'une  racine  réelle  (  197  ) ,  il  faut  con- 
clure qu'on  n'aura  les  racines  du  quatrième  degré  fous  une 
forme  réelle,  que  lorfqu'il  n'y  aura  que  deux  de  ces  racines 
qui  fôient  réelles. 

• 

210.  Voyons  quelques  exemples.  Suppofons  qu'on  demande 

les  racines  de  l'équation  *4+3«* —  52  *  -|-  48=  o.  Nous 
avons  ici/7=3,  q =— 52 ,  r= 48,  &  par  conféquent  94=2704. 
La  réduite  fera  donc  64  b*>  -f-  96  b4  —  73  2  b*  —  2704  =  0  ,ou 
(  en  faifant ,  pour  Amplifier ,  4  b%  =:«),«'  -f-  6  «a  — 183  tf — 
2704  2  o.  Pour  faire  difparoître  le  fécond  terme ,  je  fais 
»={—  2,  ce  qui  me  donne  ç3  —  195  c  —  2322=:  a 

Selon  ce  qui  a  été  dit  (  197  )  fur  Les  équations  du  troifième 
degré,  on  trouvera  que  {  n'a  qu'une  valeur  réelle  qui  eft 


1 


1 


1 
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t=— V\  —  1161  +  (1/ 1073296)]  —  v^t  — 1161  — 

K(  1073296)  ]  ,  or  ^1073296  cft  1036  ;  on  a  donc 

{  =  —  k( — 1161  +  1036)  —  |/(—  1161  —  1036)  ; 

c'efl-à-dire,{= —  |/— 1*5—  l/ — 2197,  ouç=  1/125  -f- 

I/2197,  ou  {==  5  +  13  =:  18.  Donc  puifque  h=3{ —  2, 
on  a  u  =  18  — -  2  =z  16  ;  par  conféquent  4  £a  =  it  z=  16  ; 
donc  £* = 4  &  *  =r  2.  Subftituant  cène  valeur  de  b ,  &  celles  de 
f ,  9  &  r ,  dan$  les  valeurs  de  a  -f"  *  &  de  (tf — c)  1/—  1  trouvées 
ci-deflus,  on  aura^ +  c  =  i/(— «^ — f —  4)  =  */—  12  ;& 
(*  —  c)  1/—  i=i/(^  — |  —  4  )  =  i/izzi. Donc  les  quatre 
valeurs  de  *  feront  x  =  —  2  —  ^ — 12,  x  =  —  2  +  1/— 12  , 
«  =  4~  *  +  1  &  x=4-2  —  *•  Ainfi  les  deux  valeurs  réelles 
foatx=  3  ,&*=:  i# 

Dans  cet  exemple ,  les  nombres  fe  (ont  trouvés  tels ,  qu'il  a 
ét&  poffible  d'évaluer  exaâement  chaque  radical.  Mats  ces  cas 
font  fort  rares.  Le  plus  fouvent,  lorfqu'on  ViUt  avoir  la  \aleur 
numérique  dégagée  de  radicaux ,  il  faut  évaluer  chaque  radical 
par  approximation. 

Prenons  pour  fécond  exemple ,  l'équation  y4  +  4  y3  -f-  9  ya 
"f"  iay  "h  3  =  o.  Je  commence  par  faire  difparoîrre  le  fécond 
terme  en  faifant  (  192 )y  =  x  —  1  :  j'ai  pour  nouve!^  équa- 
tion x4  -+-  3  x1  -f-  2  *  —  3=0.  On  a  donc  ici ,  p  =:  3 ,  q  ~-  z  , 
r  =  —  3  ;  ainfi  la  réduite  devient  64  b6  -f*  96  b4  -|-  84  £a  —  4 
=  o  ;  ou ,  en  faifant  4  b*  =:  u ,  «'  -f-  6  «*  +  21  «  —  4  =  o.  Je 
fais  difparoître  le  fécond  terme ,  en  pofant  u  =z  1  —  2 ,  ce  qui 
donne {3  +  9{-- 30  =  0,  équation  qui  (  197 )  n'a  qu'une 
racine  réelle ,  &  qui  annonce  ,  par  conféquent  (  208  ) ,  que 
l'équation  du  quatrième  degré  n'en  aura  que  deux  réelles» 
Appliquant  donc  les  formules  données  (195)»  on  trou- 
vera t=- ^(- 15  +  1/252)— ft— 15  -  ^252)  , 

*3 
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ouç=2  1/(15  —  •  252)  +  k(  15  +  1/ 251);  donc  «an 
î— 2  =  — 2  +^(15  -1/252)  +  1^(15+^^51); 
donc  puifque  4  4*  :=  u ,  &  par  conféquent  £  =  j/-:=£i/*, 

ona*  =îi/[—  2+^(15  —  k/25a)  +  V/(15+^52)]. 
Subftituant  cette  valeur  de  * ,  &  celle  de  p  &  de  qé  dans  les 
formules  des  quatre  valeurs  générales  de  x ,  on  trouvera  que 
les  deux  valeurs  réelles  font  comprifes  dans  cette  équation. . .  ; 

*  =  -Ji/[—  2  +  ^(15  —  1/252)+  1^(15+^251)] 

*t/  ,  -,  = 

—  1   —  i^(  M  -  ■'M*)  —  iv'C  M  +  ^  aîO- 

Réflexions  fur  la  Méthode  précédente ,  &  fur  fin  application 
aux  Équations  des  degrés  fupérieurs  au  quatrième. 

2ii.  L'équation  qui  nous  a  donné  la  valeur  de  b  pour 
le  quatrième  degré ,  n'a  monté  qu'au  fixième  degré  ;  mais 
fi  nous  avions  cherché  directement  l'équation  qui  doit  don- 
ner a,  ou  celle  qui  doit  donner  c ,  nous  ferions  parvenus 
à  une  équation  du  vingt-quatrième  degré  ,  ainfi  qu'on  peut 
s'en  convaincre  de  la  manière  fuivante.  Nous  avons  trouvé 
ci-defliis  (203)9  cn  tranformant  la  réduite,  —  8  (p  +  4*c) 

X{*k+c*y=qq98c—d*—<*+L£+4pac  +  î4a*c*  =  r. 

Si  l'on  multiplie  cette  dernière  équation ,  par  8  (p+4rf)» 
&  que  du  produit  on  retranche  la  première  ,  on  aura,. après 
les  réductions  faites , 

511  *V  +  i%6pa%c*  •+■  40ppac  +  2f>3  3?  o 

•—     $%rac—~ipr 
+  *f 
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Équation  qui  étant  combinée  avec  l'équation — a4 — c4  +  &c. 
s=  r ,  pour  éliminer  e ,  donnera  (169)  une  équation  du  vingt- 
quatrième  degré. 

Mais  fans  fe  donner  la  pfeine  de  faire  ce  calcul  >.  on  peu* 
s'en  affurer  encore  de  cette  autre  manière. 

L*équarion  — 8(p  +  4«r)(tf*+ca)*=^donne(tfa-fc1)* 

ss—  Q/  ** — r,  &  par  conféquent  a*  4-  c4  =  —  Q,    ^ — * 

—  la1  c*.  Or  ft  l'on  réfout  l'équation  5 12  a3  <?  +  &c.  qui , 
en  considérant  a  c  comme  l'inconnue ,  eft  du  troifième  degré  , 
on  aura  une  valeur  de  a  c  ,  qui  étant  fubftituée  dans  le  feoontf 
membre  de  l'équation  a4  -\-  c4  =:  &c.  en  fera  une  quantité 
toute  connue  que  j'appelle  A  ;  fi  l'on  repréfente  maintenant 

•a 

par  B,  cette  valeur  de  a  c9  on  aura  c  =  — ;  donc  l'équa- 

tien  a4  +  c4  =  A  ,  deviendra  4*  —  A  a4  =n—  B4 ,  qui  ayant 
huit  racines ,  donnera  huit  valeurs  de  a.  Or  ac  a  trois  valeurs  £ 
on  aura  donc  trois  équations  du  huitième  degré  «  &  par  con- 
féquent 24  valeurs  pour  a  ;  donc  l'équation  ea  a  fera  dis 
vingt-quatrième  degré» 

212.  Mais  on  voit  en  même  temps  que  les  expofans  de 
toutes  les  puhTances  de  a  >  que  cette  équation  renfermera  > 
feront  des  multiples  de  4,  puîfque  (183)  elle  fera  le  pro- 
duit dfe  trois  quantités  de  la  forme  de*8  —  A  a4  +  B4 ,  devant 
renfermer  les  24  racines  que  ces  trois-ci  fournirent.  Donc 
fi  l'on  y  fait  a4  z=zu9  on  aura  en  u,  une  équation  du  fixièmer 
degré.  Or  je  dis  que  cette  équation  ne  peut  renfermer  que  de» 
radicaux  quarrés  &  des  radicaux  cubes  ,  ce  qui  eft  évident  en 
réfolvant  l'équation  a*  —  A  a4  = — B4  comme  une  équation  duv 
fécond  degré  j  car  alors  on  aura  44=~  A  ±1/  (JAA-  B4)* 
quantité  dans  laquelle  A  &  B  ne  peuvent  être  compofés  que 

P4 
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de  radicaux  quirrés  &  de  radicaux  cubes ,  puifqu'ils  ne  dé- 
pendent que  d'une  équation  du  troifième  degré. 

213.  Si  Ton  fe  rappelle  maintenant  ce  que  nous  ayons 
vu  fur  le  troifième  degré,  où  la  réduite  étoit  a6—qa}=z-±p*i 
il  eft  clair  que  a>  ne  peut  renfermer  que  des  radicaux  quarrés. 
Enfin  il  eft  évident  que  dans  l'équation  du  fécond  degré 
fans  fécond  terme ,  x1  +/>  =  o  en  fatfant  comme  ci-defliis 
y*  — 1  =  0  &  ay  -f-  *  =2 o ,  la  réduite  fera  ax  +  p  =  0, 
qui  ne  donne  qu'une  valeur  pour  à1  ;  ainfi  la  réduite  du 
fécond  degré  ne  donne  pour  a7,  qu'un  radical  du  premier 
degré ,  c'eft-  à-dire  ,  une  quantité  fans  radical. 

Donc  en  remontant ,  on  conclura  par  analogie  ,  que  fi  la 
léduite  du  cinquième  degré  ne  renferme  d'autres  puuTances 
de  a ,  que  celles  qui  font  des  multiples  de  5  ,  la  valeur 
de  a>  ne  renfermera  que  des  radicaux  quatrièmes ,  des  radi- 
caux cubes  &  des  radicaux  quarrés;  donc  fi  l'on  démontre 
que  par  la  méthode  aâuelle  ,  cette  réduite  ne  peut  renfermer 
que  des  puifTances  de  a ,  dont  les  expofans  foient  des  mul- 
tiples de  5  f  il  s'enfuivra  que  cette  même  méthode  réduit 
la  difficulté  des  équations  du  cinquième  degré ,  à  celle  des 
degrés  inférieurs.  Or  voici  comment  on  peut  s'affiner  que 
la  réduite  n'aura  pas  d'autres  puifTances  de  a. 


214.  Suppofant  que  *5  +  px*  +  qx*  +  rx  -f-  s  r=  <^ 
repréfente  généralement  toute  équation  du  cinquième  degré. 
Et  prenant ,  félon  la  méthode ,  les  deux  équations  y5  — 1=0, 
&  *y*  +  ^y3  +  cy*  +  dy  4-  x  =s  o ,  on  aura ,  après  avoir 
chatte  y  de  la  même  manière  qu'on  l'a  pratiqué  dans  le  troi- 
fième &  le  quatrième  degré ,  on  aura ,  dis-  je  ......  • 
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x*  —  5«<**3  +  5  bd*x*  —  5  ci3*      +  a*  =  O 
—  5***'  +  5*****  —  5*3£*     +  M 
-f.  5<r*i**  —  î&dx     +  c' 
+  54****  —  5*c3*     +  <f 

+  5  **</**  —  ç^ri/ 
4-  5**c**  —  5*#c 
—  fabcdx  —  ^abd* 
—  ibcU 
+  î***c% 
+  ïa*b*d 
+  ^b*cd* 

Ayant  donc  égalé  le  coefficient  de  *3 ,  à  />  ;  celui  de  *% 
à  y  ;  celui  de  * ,  à  r  ;  &  enfin  la  totalité  des  termes  fans  x  , 
àj;  on  aura  quatre  équations  dans  lefquelles  fi  Ton  fait 
b  —  ga*  9  c  =.  ha* ,  d  =  ko*  ,  ce  qui  eft  très-permis  , 
ces  quatre  équations  fe  changeront  en  quatre  autres  qui  ren- 
fermeront g,  h9k8c  a  ;  mais  il  n'y  aura  d'autres  puuTances 
de  a  que  ** ,  al°9  &c.  ;  donc  fi  Ton  conçoit  qu'on  ait  éli- 
miné g$  h  8ckt  l'équation  finale  ne  renfermera  pas  d'autres 
puiffaoces  de  a  ,  que  celles  dont  les  expofans  feront  des 
multiples  de  5. 

215.  On  voit  donc,  d'après  tout  ce  qui  précède,  qu'à 
Tégard  de  ay  c'eft-  à-dire ,  à  l'égard  du  premier  coefficient 
dans  Téquation  a  y"-1  -+-  bym~%-\- .  &c.  +  x  =  o ,  la  réduite 
eft  du  fécond  degré  ou  du  degré  1.2,  pour  le  fécond  degré. 
Dans  le  troifième,  elle  eft  du  fixiéme  degré,  ou  du  degré 
1.2.3.  D*ns  le  quatrième,  elle  eft  du  vingt- quatrième , 
ou  du  degré  1.2.3.4.  Il  y  a  donc  bien  lieu  de  croire 
\  que ,  dans  le  cinquième ,  elle  fera  du  degré  1.2.3.4,5, 
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c'eft-à-dire ,  du  1 20*.  ;  Se  du  720e  dans  le  fixième  degré  ; 
&  ainfi  de  fuite. 

Et  quoique ,  dans  le  quatrième  degré ,  on  trouve  une  réduite 
qui  n'eft  que  du  fixième  degré ,  c'eft  une  Amplification  acci- 
dentelle ,  qui  probablement  aura  lieu  d'une  manière  analogue 
dans  les  équations  dont  l'expofant  eft  un  nombre  compofé  , 
mais  non  dans  celles  dont  l'expofant  eft  un  nombre  premier.  Ezt 
effet ,  il  eft  facile  de  voir  pour  le  4e.  degré ,  que  cette  Amplifi- 
cation eft  due  à  ce  que  b ,  dans  chacune  des  équations  où  il 
entre ,  a  des  relations  femblables  à  l'égard  de  a  &  à  l'égard  de  c; 
au  lieu  que  a  n'eft  pas  difpofé  de  la  même  manière  à  l'égard 
de  b  qu'à  l'égard  de  c.  Mais  dans  le  cinquième  degré ,  il  n'y  a 
aucune  des  quantités  a9b,c9d  dont  on  puifie  dire  ce  que  nous 
venons  de  dire  de  b,  dans  le  quatrième  ;  ce  qui  eft  facile  à  voir 
par  les  coèfficiens  de  l'équation  *'  —  5  {a  d  -\-  bc)  #3  +  &c s 
z=.  o ,  rapportée  ci-deffus. 

21 6.  Quoi  qu'il  en  foit,  puiique  la  réduite  du  cinquième 
degré  ne  peut  renfermer  d'autres  puiftances  de  a  que  celles 
dont  les  expofans  font  des  multiples  de  j ,  il  paraît  donc  qu'en 
y  faifant  as  —u,  l'équation  du  24e.  degré  qu'on  anra  alors,  ne 

peut  plus  renfermer  que  des  \/9  des  \/8c  des  \/ ,  puifqutf 

l'équation  4*  =  u 9  donnant  a  =  \fu ,  met  en  évidence  les 
radicaux  cinquièmes  que  doit  renfermer  l'équation  propofée. 

On  voit  par-là  ce  qu'il  y  a  à  dire  fur  les  degrés  plus  élevés. 
Ceux  quidefireront  plus  de  détails  fur  cette  matière,  peuvent 
çonfulter  les  Mém.  de  VAcad.  des  Sciences ,  années  1762  &  1765  , 
où  l'on  trouvera,  en  même  temp9  plufieurs  clafles  d'équations 
qui  admettent  une  réfolution  algébrique  facile  ,  ainfi  qu'une 
autre  méthode  déduite  de  celle  que  nous  venons  d'expofer  y  ÔC 
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qui  Amplifie  le  travail  dans  les  équations  dont  l'expofant  n'cft 
pas  un  nombre  premier. 

217.  Notre  méthode  fuppofe,  comme  on  le  voit,  qu'on 
puifle  toujours  avoir  toutes  les  racines  de  l'équation  à  deux 
termes ,  y*  —  i  =  o.  Or  c'eft  ce  qui  ne  fouffre  aucune  diffi- 
culté ,  puifqu'en  ayant  toujours  au  moins  une,  par  une  fimple 
extraâion  de  la  racine  du  degré  »,  c'eft-à-dire ,  ayant  toujours 
y=.i,  lorfque  n  eft  impair ,  &  y  =2  i ,  y  =s  —  i  lorfque  n  eft 
pair ,  la  difficulté  d'avoir  les  autres ,  eft  tout  au  plus  de  réfoudre 
une  équation  du  degré  /i—  1 ,  ce  qu'on  eft  cenfé  favoir  déjà, 
lorfqu'on  pafle  à  la  réfolution  d'une  équation  générale  du 
degré  «•  Mais  la  difficulté  n'eft  pas  même  de  ce  degré  ;  elle  n'eft , 

en  général ,  que  du  degré  -^— ,  lorfque  n  eft  impair,  &  du  degré 

lorfque  n  eft  pair ,  parce  qu'après  avoir  divifé  l'équation 

y"—  1  par  (a  racine  y  —  1  lorfque  n  eft  impair ,  ou  par  (y  —  i) 
X  (y  +  1),  c'eft-à  dire,  par  y*—  1  lorfque  n  eft  pair,  le 
quotient,  ou  l'équation  qui  doit  donner  les  autres  racines ,  fera 

toujours  de  cette  forme  y  +y       -J-y       -f-y       +  &c-» 
1  =o>  k  étant  un  nombre  pair.  Or  cette  équation  eft 

e  en  un  nombre  —  de  faâeurs  du  fécond  degré  r 
tels  que  y*  +  h  y  +  1  ;  &  l'équation  qui  donnera  h  ,  ne  mon- 
tera jamais  qu'au  degré  — .  Je  ne  m'arrête  pas  à  démontrer 

en  détail  cette  dernière  propofition  ;  on  s'en  aflurera  en  prenant, 
par  exemple ,  pouryM-yï+yH-yf+y^-f-y'+y^y-f- 1  » 
une  quantité  telle  que  y6+ *?'"+■  *y4+  *y3+  dy*-\-*y  -+- 1 , 
la  multipliant  par  ya  +  hy  +  1 s  &  égalant  le  produit,  terme 
à  terme,  ày*  +y7  +  &c*>  on  aura  des  équations  dont  il  fera 
facile  de  tirer  a ,  b >  c9  </,  <;  &  l'équation  en  h$  fera  du 


î.$6  Cours 

quatrième  degré.  Voyez,  pour  la  démonftratîon  générale , 
h  tome  FI  des  Mira,  de  Pâersbourg. 

Des  Divifeurs  commenfurabks  des  Équations. 

218.  On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  que  l'expreffion  générale 
des  racines  des  équations  étant  un  compofé  de  radicaux  de 
diffërens  degrés  &  différemment  mêlés  entre  eux ,  il  peut  très* 
bien  arriver  que  quoique  la  valeur  d'une  ou  de  plufieurs  racines 
foit  un  nombre  commenfurable  ,  néanmoins ,  elle  fe  préfente 
fous  une  forme  încommenfurabie  ;  &  c'eft  ce  qui  arrive  en  effet 
dans  le  troifième  &  le  quatrième  degré ,  &  qui  arrivera  ,  plus 
que  probablement ,  dans  les  autres  degrés.  Il  eft  donc  utile 
d'avoir  une  méthode  pour  trouver  ces  divifeurs  commenfu- 
tables,  lorfqull  y  en  a. 

Comme  le  dernier  terme  d'une  équation  eft  le  produit  de 
toutes  les  racines  (  180  ),  aucun  nombre  ne  peut  donc  être  la 
valeur  commenfurable  de  x  dans  une  équation ,  qu'autant  qu'il 
fera  divifeur  exaâ  du  dernier  rerme.  On  pourroit  donc  prendre 
fucceffivement  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme ,  &  les  fubfti- 
tuer  fucceflivement  tant  en  ■+-  qu'en  — ,  (  car  *  peut  avoir 
auffi  bien  des  valeurs  négatives  comme  des  pofitives) ,  au  Heu 
de  x  dans  l'équation  :  alors  le  divifeur  qui ,  fubftitué  ainfi  , 
réduiroit  toute  l'équation  à  zéro ,  feroit  là  valeur,  de  x*  Bien 
entendu ,  que  nous  fuppofons  ici ,  qu'on  a  (ait  paâer  tous  les 
termes  de  l'équation  dans  un  feul  membre. 

Mais  cette  opération  feroit  fouvent  très-longue  ;  nous  allons 
faire  voir  à  quel  caradère  on  diftingue  ceux  qu'on  doit  admettre 
&  ceux  qu'on  doit  rejetter  ;  mais  auparavant ,  il  faut  expofer 
comment  on  trouve  tous  les  divifeurs  d'un  nombre. 

aijj.  Pour  trouver  tous  les  divifeur*  d'un  nombre ,  il  faut  le 
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divifer  fucceffivemenc  par  les  nombres  premiers  par  lefquels  il 
pourra  être  divifé ,  en  commençant  par  les  plus  fimples  ,  8c 
continuer  de  divifer  par  le  même  nombre  tant  que  cela  fe 
pourra.  Alors  on  écrit  à  part  &  fur  une  même  ligne  tous  ces 
nombres  premiers  ,  &  chacun  autant  de  fois  qu'il  a  pu  divifer. 
On  les  multiplie  énfuite  ,  deux  à  deux ,  trois  à  trois ,  quatre 
a  quatre ,  &c.  ;  ces  produits  &  les  nombres  premiers  qu'on 
a  trouvés ,  &  l'unité ,  forment  tous  les  divifeurs  cherchés. 

Par  exemple ,  veut-on  avoir  tous  les  divifeurs  de  60  ?  Je 
divife  60  par  2 ,  ce  qui  me  donne  30;  je  divife  30  par  2 ,  ce 
qui  me  donne  1  j  ;  je  divife  15  par  3 ,  ce  qui  me  donne  ç  ; 
enfin  je  divife  5  par  5  ,  ce  qui  me  donne  1.  Ainfi  les  divifeurs 
premiers  font  2  ,  2 ,  3,  5  ;  je  les  multiplie  deux  à  deux,  ce  qui 
ne  donne  4, 6, 10,6, 10 ,  15. 

Je  les  multiplie  trois  à  trois  »  &  j'ai,  12,  20,  30  f  30;  enfin 
les  multipliant  quatre  à  quatre ,  j'ai  60. 

Raflemblant  tous  ces  divifeurs,  en  rejettant  cependant  ceux 
qui  fe  trouvent  répétés,  j'ai ,  en  y  comprenant  l'unité  qui  eft 

divifeur  de  tout  nombre , ♦  . . 

1,  2,3,4,  5,6, 10, 12, 15,20,30,60. 

223.  Suppofons  maintenant  qu'on  veut  avoir  les  divifeurs 
commenfurables  d'une  équation ,  lorfqu'elle  en  a.  Par  exemple, 
d'une  équation  du  quatrième  degré ,  repréfentée  généralement 
pzr  x*-\-pxz  +  qx*-{-rx  +  s=zo.  Repréfentons  ce  divifeur 
par  x  -f-  a  ;  alors  l'équation  propofée  peut  donc  (  183  )  être 
confidérée  comme  ayant  été  formée  de  la  multiplication  de 
x  +  a  par  un  fâôeur  du  3e.  degré,  tel  que  *3+ A  **-+-!»*•+- «; 
multiplions  donc  ces  deux  raâeurs  l'un  par  l'autre  ;  nous  aurons 

j^+Jfcx'-f- «***  +  **  -(-4/1  =  0 
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qui  devant  être  la  même  chofe  que  x4-^  px*+ qx* -f-  rx-|-  1=0, 
donne  les  équations  fui  vantes  k-\~a  —p9  m+akzzq,  n-\-am  =  r, 

*  r— »     ,         a—m  P  —  h 

an  =  s$  ou«  =  T  ,m=— -,A:  =  I— -  ,  i  =  £— -# 

•  »  M  0 

Suppofons  donc  maintenant  qu'ayant  pris  pour  a  un  des 
divifcurs  du  dernier  terme,  je  veux  favoir  s'il  peut  être 

admis;   les  équations  n  zz  — ,  m  =r    r  """  n    &c,   me 

difent  ;  divifez  le  dernier  termç  de  l'équation  par  ce  divi- 
feur;  retranchez  le  quotient  du  coefficient  de  x,  &  divifez 
le  refte  par  ce  même  divifeur  ;  retranchez  ce  fécond  quo- 
tient ,  du  coefficient  de  ** ,  &  divifez  le  refte ,  encore ,  par 
le  même  divifeur  ;  &  continuez  toujours  de  même  jufqu'à 
ce  que  vous  foyiez  arrivé  au  coefficient  du  fécond  terme 
de  l'équation»  pour  lequel  vous  devez  trouver  i  pour  quo- 
tient. Si  le  divifeur  que  vous  avez  pris,  fatisfait  à  toutes 
ces  divifions,  il  peut  Jurement  être  pris  pour  a;  mais  fi 
Fune  feulement  de  ces  divifions  ne  peut  être  faite  exacte- 
ment, le  nombre  que  vous  avez  choifi  doit  être  rejette. 

Comme  l'unité  eft  toujours  divifeur  de  tout  nombre»  3 
eft  vifible  qu'il  faudra  auffi  tenter  l'unité,  tant  en  -+-  qu'en 

—  ;  mais  on  aura  plntôt  fait  pour  celle-ci  de  l'examiner 
en  fubftituant  fucceflivement  ~{-  ï  &  —  *  au  lieu  de  x 
dans  l'équation;  fubftitution  qui  eft  très-radle ,  puifque  toute 
puiflance  de  +  I  eft  +  I ,  &  que  toute  puiflance  paire  de 

—  i  eft  +  1 ,  &  toute  puiflance  impaire,  —  i.  Si  ni  Tune 
ni  l'autre  de  ces  deux  fubftitutions  ne  donne  o  pour  réful- 
tat,  alors  a  ne  peut  être  ni  +  i ,  ni  —  i. 

Cela  pofé,  voici  comment  on  procédera  a  l'examen  de 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme ,  autres  que  l'unité. 
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.  Suppofons  qu'on  demande  fi  l'équation  x4  —  o,*3  -+■ 
23**  —  20*  «+•  15=20, à  quelque  divifeur  commenfu- 
rable ,  je  cherche  les  divifeurs  du  dernier  terme  1 5 ,  autres 
que  l'unité;  les  ayant  trouvés ,  je  les  écris  par  ordre  de 
grandeur  (en  les  prenant  tant  en  +  qu'en  — <)  comme  on 
le  voit  ici  à  la  première  ligne  des  nombres • 

x4  —  9*3  +  23**  —  20*  -f-  15  =  o 

Divifeurs  de  ij-w  + 15,+    j,+   3,—   3,—   5,—  ij 

+   «»H-   3>  +    ï>—    5f—   3»—    « 
■  —  21 ,  —  23,  —  25,  —  1  j,  —  17,  — 19 

+  5 
+  18 

—  6 

—  3 
+   1 

Je  divife  le  dernier  terme.  +  *5  Par  chacun  des  nombre* 
de  la  première  ligne ,  &  j'écris  les  quotiens ,  pour  féconde 
ligne. 

Je  retranche  chaque  terme  de  la  féconde  ligne,  du  coef- 
ficient de  x ,  c'efl-à-dire ,  de  —  20,  &  j'écris  les  refies  pour 
la  troifièmc  ligne. 

Je  divife  chaque  terme  de  celle-ci  par  le  terme  corref- 
pondant  de  la  première  ligne,  &  à  mefure  que  je  trouve 
un  quotient  exaâ ,  je  l'écris.  Ici  je  n'en  trouve  qu'un ,  fa- 
voir  +  5  ;  aipfi  je  fuis  fur  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
divifeur  commenfurable.  Mais  foit  qu'il  n'y  ait  qu'un  quo- 
tient exaâ ,  foit  qu'il  y  en  ait  plufieurs ,  on  continuera  en 
cette  manière* 

Je  retranche  chaque  quotient ,  du  coefficient  23  de  x%9 
&  j'écris  les  refies  pour  cinquième  ligne;  c'eft  ici  z8# 
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Je  divife,  de  même  que  ci-devant,  chacun  de  ces  reflet 
par  le  tenue  correspondant  de  la  première  ligne ,  &  j'écris 
chaque  quotient  au-deffous  ;  c'eft  ici  —  6. 

Je  retranche  chacun  de  ces  nouveaux  quotiens,  du  coef- 
ficient —  9  de  #3  ;  j'écris  les  reftes  au-deflbus  ;  c'eft  ici  —  3. 

Enfin  je  divife  ceux-ci,  encore  par  le  terme  correspon- 
dant de  la  première  fuite.  Je  trouve  pour  quotient  +  1  ; 
d'où  je  conclus  que  le  terme  correspondant  —  3 ,  de  la  pre- 
mière ligne,  eft  a  ;  &  que  par  conféquent  le  divifeur  x  +  a  9 
eft  %  —  3  ;  c'eft- à- dire ,  que  *  —  3  divife  l'équation  : 
donc  x  s=  3  eft  la  valeur  commenfurable  de  x  dans  l'équa- 
tion propofée. 

Non- feulement,  par  cette  méthode,  on  trouve  le  divifeur 
de  Féquation  ;  mais  on  trouve  encore  le  quotient.  Il  n'y  a 
qu'à  prendre  dans  la  colonne  qui  a  fatisfait,  les  nombres 
qui  fe  trouvent  fur  les  lignes  de  numéro  pair  à  compter  de 
la  première  ;  ces  nombres  formeront  le  dernier  terme  »  &  les 
coèrHciens  fucceffifs  de  x ,  x\  x* ,  &c. ,  dans  le  fécond  faâeur 
de  l'équation.  Ici ,  par  exemple ,  on  trouve  —  5  *  +  5 , 
—  6  +  1  ;  j'en  conclus  que  le  fécond  faâeur  eft  1  x*  — 
6**  +5*-"î>ou*î"*6*a-f-  5*  —  j  ;  enforte  que 
l'équation   propofée,  eft  le  produit  de  *  — -  3  par  x*  — 

Nous  prendrons  pour  fécond  exemple ,  l'équation  Suivante. 

*'  -+-  îx*  —  33*  +  14  =  o 

Divifeurs  de  14....  +  14,  +   7,  +    2 ,  —    2 ,  —   7,-14 

+    1,+  2,+   7,—  7,—   a,—   r 
—  34»  —  3Ï»  ~  4°*  —  26,  —  31,-32 

+  7,  +  aa,  —  il, 
+    i,+.n, 

En 
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la  opérant  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  ne  trouve 
que  les  divifeurs  7  &  2 ,  qui  foutiennent  l'épreuve  jufqu'à 
la  dernière  ligne  ;  mais  le  fécond ,  c'eft-à-dire  2 ,  ne  peut 
fatisfaire ,  parce  que  le  dernier  quotient  qu'il  donne ,  eft  1 1 , 
au  lieu  qu'il  doit  être  1.  Ainû  il  n'y  a  qu'un  divifeur  com- 
menfurable ,  &  c'eft  x  +  7. 

lai.  Cette  méthode  s'applique  également  aux  équations 
littérales  ;  fi  elles  ont  le  même  nombre  de  dimenfions  dans 
chaque  terme ,  alors  on  n'écrira  en  première  ligne ,  que 
ceux  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  l'équation  ,  qui  ne 
font  que  d'une  dimenfion.  Si  le  nombre  des  dimenfions  de 
chaque  terme  n'eft  pas  le  même ,  on  le  rendra  tel ,  en  in- 
troduifant  une  lettre  dont  les  puuTances  complettent  ce  nombre 
de  dimenfions. 

Quand  le  nombre  des  dimenfions  eft  le  même  dans  chaque 
terme  d'une  équation,  on  dit  alors  que  l'équation  efi  ho- 
mogène. 

222.  Nous  avons  fuppofé  que  le  premier  terme  n'avoic 
aucun  coefficient;  s'il  en  avoit  un,  le  divifeur,  au  lieu 
d'être  amplement  x  -\~  a9  feroit  en  général  mx  -+-  a;  & 
m  feroit  quelqu'un  des  fadeurs  du  coefficient  du  premier 
terme.  Alors  fi  l'on  vouloit  faire  ufage  de  la  méthode  pré- 
'cédente,  il  faudrait  pour  chaque  fadeur,  au  lieu  de  la 
féconde  ligne,  employer  cette  féconde  ligne  multipliée  par 
m  ;  au  lieu  de  la  quatrième ,  employer  cette  quatrième  multi- 
pliée par  m ,  &  aùifi  de  fuite  ;  &  n'admettre  pour  a ,  que 
les  termes  de  la  première ,  qui  auroient  pour  correfpondans 
dans  la  dernière  ,  le  fécond  fadeur  du  premier  terme  de 
l'équation  propofée  ;  mais  il  fuffira  de  prendre  en  ~{-  *es 
nombres  que  l'on  eflaiera  pour  m.  Au  rcfte ,  on  peut  ramener 
Marin*.  Algèbre.  Q 
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ce  cas  an  précédent ,  en  faifant  évanouir  ce  coefficient ,  pà> 
la  méthode  donnée  (191). 

223,  Lorfqu'une  équation  n'a  pas  de  divifeur  commea- 
fiirable  du  premier  degré,  elle  peut  néanmoins  en  avoir 
du  fécond.  On  peut  trouver  ceux-ci  par  une  méthode  ana- 
logue à  celle  que  nous  venons  d'expofer  ;  mais  les  calculs 
deviennent  très-longs.  On  aura  auffi-tôt  fait  en  cette  ma- 
nière. Repréfentez  ce  ra&eur  par  x*  +  mx  +  n*  multi- 
pliez-le par  un  autre  fadeur  convenable  pour  produire  une 
quantité  du  degré  de  l'équation  propofée,  c'eft-a-dtre  par 
un  faâeur  du  troifième  degré,  tel  que  *5  +  ax*  +  **  +  *» 
fi  l'équation  propofée  eft  du  cinquième.  Égalez  le  produit 
terme  à  terme  avec  l'équation,  vous  aurez  autant  d'équa* 
tions  particulières  que  d'inconnues  at  b9  c9  m,  n9  &c.  De 
ces  équations  vous  tirerez  aifément  les  valeurs  de  a9  6,  c, 
que  vous  fubftituerez  dans  les  équations  reliantes  ;  alors 
vous  aurez  deux  équations  qui  ne  renfermeront  plus  d'in- 
connues que  m  &  n.  Chaflez  m  9  par  les  régies  données 
(167),  &  cherchez  les  divifeurs  commenfurables  de  l'équa- 
tion en  n.  Vous  aurez  la  valeur  de  n,  par  le  moyen  de 
laquelle  &  de  la  valeur  de  m  en  n  que  vous  aurez  en  éli- 
minant ,  vous  déterminerez  m ,  &  par  conféquent  le  faâeur 
x*  ~{-  m  x  -f-  n. 

On  voit  par-là  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  trouve* 

les  fadeurs  commenfurables  des  3*. ,  4% ,  &c.  degrés. 
« 

De   F  Extraction    des   racines    des  quantités  en  partie 
commenfurables  ,  &  en  partie  incommenfurables. 

224.  Les  équations  qui  fe  réfolvent  à  la  manière  de  celles 
du  fécond  degré  (  173  ),  conduifent  à  des  expreffions  de  cetts 
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ferme  •  (7  +  1/48),  ou  |/(  26  +  15  */$)  ,  ou  &c.  Ce» 
quantités  peuvent  fouvent  être  ramenées  à  ne  renfermer  que 
des  quantités  rationnelles  &  de  fimples  radicaux  quarrés  ;  ou 
feulement  des  radicaux  quarrés  ;  ou  encore ,  des  radicaux 
quarrés ,  multipliés  ou  divifés  par  un  radical  (impie  de  même 
degré  que  le  radical  fupérieur.  Voyons  comment  on  doit  s'y 
prendre  pour  les  quantités  de  la  forme  1/  (  C  +  y/  D). 

Je  repréfente  cette  quantité  par  i/m+i//i,m&a  étant 
deux  inconnues.  J'aurai  donc  v/(C+^I>)=3^ib  +  i//i; 
enquarrant ,  il  vient  C+^DrAt  +  i^mB+zi.  Comme 
j'ai  deux  inconnues  &  une  feule  équation ,  je  fuis  maître  de 
déterminer  Tune  de  ces  inconnues  par  telle  condition  que  je 
voudrai;  je  puis  donc  fuppofer  2  i^mu  =  */  Z>,  &  alors 
l'équation  fe  réduit  à  C==  m  -f-  «;  je  quarre  la  première  de 
ces  deux-ci ,  &  la  féconde;  j'ai  4  m  n  =  D  &  ma+  2/n/i-fn1 
z=  C*  ;  je  retranche  la  première  de  ces  deux  équations -ci  , 
de  la  féconde ,  &  j'ai  m%  —  iibb  +  ^z  C*—D;  cTou  l'on 
voit  que  pour  que  m8cn  foient  commenfurables ,  il  faut  que  la 
valeur  de  C* — D  foit  un  quarré,  puifque  «*  —  2  m  n  -+-  n* 
efl  un  quarré.  Tirant  donc  la  racine  quarrée ,  on  aura 
m— nzz\/{  (? — D)  ;  or  nous  avions,  ci-deflus,  m-f"/i  =  C; 
ajoutant  &  retranchant  ces  deux  équations,  &  divifant  par  2,  on 

anram=  K  +  i  »/(£*- #).&*=  K—  i*{&—D)i 
«Jonc  i/(C  +  VD)  s=  S[iC+ïi/(C*  —  D)]  + 

j/[if-.i/(C*  —  ^  )  ]  *'  or  quoique  chacun  des  deux 
termes  de  ce  fécond  membre  renferme  deux  radicaux ,  cepen- 
dant chacun  n'en  aura  véritablement  qu'un  feul ,  lorfque 
1/  (  C  +  1/  D  )  fera  réduôible  ,  puifqu'alors  C  —  D  fera  un 
quarré,  ainfi  que  nous  venons  de  le  voir. 

■  Prenons  pour  exemple  la  quantité  ^(7  +  '/ 48):  ici, 
Qz=,  7,  v"  J?  ss  }/  48 ,  &  par  çonféquent  D  =  48  ;  donc 
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C*—  £  =  49  —  48=  i,&i/(C— D)=-/i  =  i;  onajira 

donc ,  en  fubftituant ,  dans  la  formule  que  nous  venons  de 

trouver,  •  (7  +  ^48)  =  ^G  +  O  +  '  (  î  — 7)  = 
i/4-J-i/3  =  2-f-i/3.  Si  Ton  avoit  i/(n~{-6i/a); 
en  fàifant  palTer  6  fous  le  fécond  radical  (112),  on  auroit 
t/(ii  +  v'  72  )  ,  que  Ton  trouvera  de  même  fe  réduire  à 
3  +  1/  %. 

Pour  fécond  exemple  nous  prendrons  •  (4  <*c-f*  2  ( *  +  0 
(tf  — c)v/ — 1)  que  nous  avons  dit  ci-deffus  (203),  valoir 
0*+c)  +  (*— c)i/— 1.  SiroûÊdtpaflèr  a(tf  +  c)(tf— c) 
fous  le  radical  1/—  1  «  la  quantité  ^(4«  +  2(4  +  c)(j-c) 
|/— 1),  devient  \/  [4tfc  +  ^(  —  4.  (*  +  <:)*(*  —  *.)•]$ 
doncC=4*c,  •  #  =  ^(—  4(tf  +  <:)a(*—  0*)t  <« 
D  =  -4(j+c)a  (<i-c)*=2-44<+8<i*cft  — 4c«; 
donc  C2— P  =  i6aaca  +  4tf*  —  8*ac*  +  4c4  =  44* 
+  8*ac*  +  4c*  ;  donc  •  (  C*  —  P)  =  *(**  +  c%); 
donc  la  formule  devient  alors  i/(2tfc  +  ja  -f~  **)  + 
1/(2  tf c  —  tfa  —  ca),  c'eft-à-dire,  1/  (*  +  <:)*  + 1/  [(*  —  c)* 
X—  1  ]  »  quife  réduità(tf  +  c)  +  (tf  —  c)^—  1. 

Si ,  au  lieu  de  1/  (  C+i/P),  on  avoit  y/  (  C—  D),  au 
lieude^tK+Ki/^-^l+^tTC-^^-P)], 
on  auroit  1/  [£C+ï  >/(Ca-I>)]  -  •  [££-?  •(<>•-/>)]. 

225.  Voyons  maintenant  les  quantités  de  la  forme  .  .  . 
|/(  C+i/D).  Si  Ton  peut  tirer  exactement  la  racine  cu- 
bique de  la  quantité  repréfentée  par  C  -f- 1/  D ,  cette  racine  ne 

peut  être  qu'une  quantité  de  cette  forme  m  y/k  -J-  \/k .  1/  »  ; 
car  fi  Ton  fuppofoit  qu'elle  peut  renfermer  deux  radicaux 
quarrés,  le  cube  en  renfermeroit  deuxaufii ,  ainfi  qu'on  peut  le 
voir  en  cubant  \/g-\-\/h.  Mais  on  voit ,  par  le  même  moyen  , 

qu'elle  peut  renfermer  un  radical  cube  »  tel  que  VK  Cela 
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pofê ,  faifons  donc  \/(  C+  VD)  =  m  \/k  -f  \/k  .  V  n  ; 
nous  aurons  ,  en  cubant,  C  -{-{/  D  z=  /n3  A-f-j/i^Ai/rt-r- 
5mkn-\-knv/n^zm}k~)-$mkn-{-(jm%k-\-kn)i/n; 
égalant  donc  la  partie  irrationnelle ,  à  la  partie  irrationnelle  , 
nous  aurons  V  D  =r  (3  m*  k  -f-£  n)  \/n ,  &  C  =  m3  k-\»ymkn; 
quarrant  la  première  équation  &  la  féconde ,  on  aura . .  . 
D=<)m4k%n  -f- 6  m%  k*  n*  +  k%  n\  &  Ca  =  m6  k11  + 
6  m4  A*  n  -r-  9  m*  A*  na  ;  retranchant  la  première  de  ces  deux 
équations ,  de  la  féconde  ,  on  a  Ca  —  D  =  m6  Aa  —  3  m4  Aa  /i 
+  3  «a  A*  /ï*  —  Aa  n3  ,  ou  multipliant  tout  par  k ,  C a  A  —  Z?  A; 
=/»^J  —  3  m4  A3  «  -f"  3  m%  &  n*  —  *3  *P  i  «rant  '»  racine 
cubique  ,  il  vient  m*  k  —  nk  ==  |/(  Ck—Dk);  &  par 

conféquent  a*a  —  «  =  ^— L* — ^ — i-J  ^  jonc  pour  que  ma— n 

foit  rationnel ,  &  par  conféquent,  pour  que  C-\-\/  D  ait  une 
racine  cubique ,  il  faut  que  (  C*  —  D  )  k  (bit  un  cube  exaft  , 
ce  que  Ton  peut  toujours  obtenir  en  prenant  pour  k  un  nombre 
convenable  ;  car  k  eft  abfolument  arbitraire ,  enforte  que  fi 
C — D  eft  un  cube  pariait,  on  fera  A  si,  Faifons  donc, 

pour  abréger,  ^-^ — 7 *—*■  ~p  >  nous  aurons mr  —nzzzp, 

&  par  conféquent  72  zz  m* — p  ;  fubflituant  cette  valeur  dans 
l'équation  C  zuttï*  k  -\-  ^mkn ,  il  viendra  ,  après  les  réduô* 
fions  faites ,  4  km*  —  jpkm  —  C  =  o.  Afin  donc  que  m  & 
n  foient  rationnels,  il  faut  que  la  valeur  de  m  tirée  de  cette 
dernière  équation  r  foit  rationnelle  ;  il  faudra  donc  chercher 
fcsdivifcurs  commenfurables  de  cette  équation  (  220),  qui 
ne  peut  manquer  d'en  avoir ,  fi  m  &  n  peuvent  être  rationnels , 
c'eft-à-dire,  fi  la  quantité  propofée  eft  fufceptibie  d'une  racine 

cubique  de  la  forme  m  \/k  -f-  y/k .  1/  n. 
Prenons ,  pour  exemple  >  la  quantité  j/(  20  +  M  V  *  )  5 
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nous  avons  donc  ici  C  =  ao ,  v  D  =  14  */  a ,  &  par  confis- 
quent Ca=400  8c  D  =  39a  ,  donc  C*  —  />:=  8  ;  c'eft-à-dire  t 
un  cube:  je  puis  donc  faire  k  z=  1.  Cela  pofé  ,  j'aurai  donc 

VM^SB  -  £ili  =  ^8  =  a ,  &  p«  conftquent  auffi 
p  =z  1.  L'équation  4  £  m3  — .j/j^m— C=o,  deviendra  donc 

4  m3  ; —  6  «  —  ao  =  o ,  ou  en  divifant  par  a,  a  m3  —  3  «  — 10 

5  o  5  je  fais ,  maintenant,  m  =  —  pour  faire  difparoître  (191) 

le  coefficient  du  premier  ternie ,  &  j'ai ,  toute  réduâion  faite, 
y3  —  6  y  —  40  =:  o ,  qui  (  aao  )  a  pour  divîfeur  commenfu- 
rable  y  —  4  ;  donc  y  ==  4 ,  &  par  confèquent  m  =  a  ;  or  Péqua- 

tion n=zm*  —p , donne /z:=4— i  =  a; donc  |/(ao+ 14 Va) 
=  a  •+-•  a. 

Prenons  pour  fécond  exemple ,  la  quantité  |/(ja  +  301/3). 
Ici  nous  avons  C  :=  J2,  |/"X>  =  30  ^3  ;  par  confèquent 
C  C  =  a704  ,  Z?  =  ayoo  ;  donc  C  C  —  Z>=4  ;  donc  poor 
que  (  C  C  —  Z>  )  A:  devienne  un  cube ,  il  faut  iûppofer  kzzi; 

6  alors  y/r(Cr^Z>)A]  ou^, devient^8  =  ?  =  1  jl'équa. 

tibn4Â/R3—  $pkm—  C  =s  o  devient  donc  8  m3  -6m-ji:o; 
faifanta  m  =y  ,on  a  y3  —  3  y—  5*  =  o,  qui  a  pour  divifeur 
commenfurable  y — 4  ;  donc  y  =  4 ,  &  par  confèquent  mzza  ; 
d'ailleurs  l'équation  n  zs  m%  —  p  ,  donne  /i  z=  4  —  1  :=:  3. 

Ayant  donc  m  =  a,/z=  3,^  =  1,  on  aura  \/{  5a  +  30/}) 

S2   |/a  +  V^  •  V  3. 

On  voit  à  préfent  comment  on  doit  fe  conduire  pour 
les  quantités  plus  élevées. 
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De  la  mamire  d'approcher  des  racines  des  Équations 

compojees. 

126.  La  méthode  que  nous  allons  expofer  pour  approcher 
de  la  valeur  de  l'inconnue  dans  les  équations ,  fuppofe  qu'on 
vit  déjà  une  valeur  de  cette  racine ,  approchée  feulement  juf- 
qu'à  fa  dixième  partie  prèst  Voyons  donc  comment  on  peut 
fe  procurer  cette  première  valeur.  Prenons  pour  exemple  , 
l'équation  *3  —  5  x  -|-  6  :=  o. 

Je  fubftitue  dans  cette  équation,  au  lieu  de  x  ,  plufieurs 
nombres ,  tant  pofitifs  que  négatifs,  jufqu'à  ce  que  deux  fubfti- 
tutions  confécutives  me  donnent  deux  réfultats  de  fignes 
contraires.  Lorfque  j'en  ai  rencontré  deux  de  cette  qualité , 
je  conclus  que  la  valeur  de  x  eft  entre  les  deux  nombres  qui , 
fubftitués  au  lieu  de  x ,  ont  donné  ces  deux  réfultats ,  enforte 
que  fi  ces  deux  nombres  ne  diffèrent  l'un  de  l'autre  que  de  la 
dixième  partie ,  ou  moins  de  la  dixième  partie  de  l'un  d'entre 
eux ,  j'ai  la  valeur  approchée  que  je  cherche ,  c<a  prenant  l'un 
ou  l'autre,  ou  un  milieu  entre  eux. 

Mais  s'ils  différent  davantage ,  alors  j'opère  comme  on  va 
le  voir. 

Je  fubftitue  dans  l'équation  x*  —  5  *  -f-  6  =:  o  les  nombres 
0,1,2,3,4,  &c.  ;  mais  je  m'apperçois  bientôt  qu'ils 
donnent  tous  des  réfultats  pofitifs ,  &  que  cela  iroit  toujours 
de  même  à  l'infini.  Ccft  pourquoi  je  fubftitue  les  nombres 
0—1,-2,-3,  &c. ,  ce  qui  me  donne  les  réfultats  fuivans: 

Subflautions.  Réfultats. 

o +    6 

—  1  ...  • +  10 

—  2 H-    8 

-3 -    * 

Q4 
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.  Je  m'arrête  donc  à  ces  deux  derniers ,  &  je  conclus  que  Pum? 
des  racines  eft  entre  — 2  &  —  3.  Mais  comme  ces  nombres 
diffèrent  de  1 ,  qui  eft  plus  grand  que  la  dixième  partie  de 
chacun  ,  je  prends  un  milieu  entre  les  deux  nombres  ,  c'eft- 
à-dire ,  que  je  prends  la  moitié  —  2,  5  de  leur  fomme  —  5.  Je 
fubftitue  —  2,5  au  lieu  de  x  dans  l'équation ,  &  je  trouve 
pour  réfultat  -f"  2^7y  ,  c'eft-à-dire  ,  une  quantité  pofitive; 
je  conclus  donc  que  la  racine  eft  entre  —  2,5  &  —  3. 

Je  prends  un  milieu  entre  —  2,5  &  —  3  ;  c'eft  —  2,7,  en 
négligeant  au-delà  des  dixièmes» 

Je  fubftitue  —  2,7  dans  l'équation ,  au  lieu  de  x  ;  je  trouve 
pour  réfultat  —  0,183 ,  c'eft-à-dire,  une  quantité  négative. 
Donc  puifque  —  2,5  ,  a  donné  un  réfultat  pofitif ,  &  que  —  2,7 
en  donne  un  négatif,  la  valeur  de  x  9  eft  entre  —  2,5  &  —  2,7  ; 
or  ces  deux  nombres  ne  différent  que  de  0,2  qui  eft  plus  petit 
que  le  dixième  de  chacun  d'eux  ;  donc  la  valeur  de  x  eft  (en 
prenant  un  milieu  entre  deux  )  —  2,6  à  moins  d'un  dixième 
près. 

Ayant  ainfi  trouvé  un  nombre  qui  ne  diffère  pas  de  * , 
d'un  dixième  de  la  valeur  de  cette  même  quantité ,  je  fuppofe  x 
égal  à  ce  nombre  plus  une  nouvelle  inconnue  ç  ;  c'eft-à-dire , 
ici ,  je  fuppofe  x  =  —  2,6  + 1 ,  &  je  fubftitue  cette  quantité , 
au  lieu  de  x ,  dans  l'équation  ;  mais  comme  {  eft  tout  au  plus 
un  dixième  de  la  quantité  2,6  ;  que  par  conféquent  fon  quarré 
fera  tout  au  plus  la  centième  partie  du  quarré  de  celui-ci  ;  fon 
cube  tout  au  plus  la  millième  partie  du  cube  de  celui-ci  ;  & 
ainfi  de  fuite  ,  je  néglige  dans  cette  fubftitutton  toutes  les 
puûTances  de  ç  au-dcftus  de  la  première  ;  &  afin  de  ne  pas  (aire 
de  calculs  inutiles ,  je  n'admets  dans  la  formation  du  cube  de 
—  2,6  +  {  (  &  des  autres  puiftànces  s'il  y  en  avoit  ) ,  que  les 
deux  premiers  termes  que  doit  donner  la  règle  donnée  (149)* 
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Pour  fubflituer  avec  ordre,  j'écris  comme  on  le  voit  ici: 

*'  =(-a,6  +  0'  =  (  -  *,6  )' +  3  (-  4,6)*  .  1 
—  5*  =  —  ï  (-  »»6  +  O  —  -  ï  (—  2,6)  —  K 
+  6   =3+6 

Réunifiant  donc,  j'aurai  pour  le  réfultat  de  la  fubftitutton 
(-a,6)'  +  î(-a,6r.î-5.(-a,6)-îî  +  6  =  o, 
ou,  en  fàifant  les  opérations  indiquées,  &  les  réduâions* 

15 ,  î8{  +  1,424  =r  o  ;  d'où  je  tire  i  =  —  ~~~- ,  qui 

en  réduifant  en  décimales  ,  donne  ç  =  —  0,09  ;  quantité 
dans  laquelle  je  ne  pouffe  la  divifion  que  jufqu'à  un  chiffre 
fignificatif  feulement.  En  général ,  il  ne  faut  la  pouffer  que 
jufqu'à  autant  de  chiffres  fignificatifs  (  y  compris  le  premier 
qu'on  trouve),  qu'il  y  a  de  places  entre  celui-ci,  &  le  pre- 
mier chiffre  de  la  première  valeur  approchée  de  x  :  ici  entre  9 
(qui  eft  le  premier  chiffre  fignificatif  du  quotient  0,09)  &  2 
(qui  eft  le  premier  chiffre  de  2,6)  première  valeur  appro- 
chée de  x ,  il  n'y  a  qu'une  place  ;  c'eft  pourquoi  je  m'ar- 
rête au  premier  chiffre  fignificatif  9. 

La  valeur  de  x ,  favoir  *  =s  —  2,6  -f-  ç ,  devient  donc 
*  =  —  2,6  —  0,09,  c'efl-à-dire ,  x  zs  —  2,69. 

Pour  avoir  cette  valeur  de  x  plus  exactement,  je  fup- 
pofe  actuellement    x  =  —  2,69  -\- 1; 

J'aurai  donc         *3=  (  —  2,69 )3  +  3  (—  2,69 )* .  / 

—  5*  =—  S(—  *>69)~  5' 
+  6     =  +  6 

Et  par  conféquent ,  après  les  opérations  faites ,  —  0,01 5 109 

4- 16,7083/  =  o ,  d'où  je  tire  /  =  -^^  »  <!»* revien* 
à  t  zz  0,000904, 
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La  valeur  de  x ,  favoîr  x  =  —  2,69  •+•  f ,  devient  doue 
*  z=  —  2,69  +  0,000904  =:  —  2,689096* 

Si  Ton  veut  pouffer  plus  loin ,  on  fera  x  =  —  2,689096 
-f-  *  *  &  on  fe  conduira  de  la  même  manière. 


Prenons  ,   pour  fécond  exemple ,  l'équation 

x4  —  4«J  —  3*  +  27  =:  o. 

En  s'y  prenant  comme  ci-deffus,  on  trouvera  que  la 
valeur  de  x  approchée  à  moins  d'un  dixième  près,  eft  1,3. 

Je  fais  donc  x  =3  2,3  +  {.  J'aurai,  en  fubftituam,  & 
négligeant  ça ,  ç3 ,  &c. 

*<  =  (2,3)<  +  4(2,5)'  -t 

—  4**  =  —    4  (2,3)'  -  12  (2,3)*ç 

—  3*    =:  —    3  (a,))  -  3C 
+  *7      =  +  27 

Donc,  toute  réduâion  faite,  «  0,5839  —  17,81 2 {  =  0, 

&  par  conféquent  ç  =  —    °t5J^    =  —  0,0 j  ;  je  me  borne 

aux  centièmes ,  par  la  même  raifon  que  ci-deflus,  La  va- 
leur de  x  eft  donc  x  =:  2,3  —  0,03  =:  2,27. 

Pour   approcher  davantage,  je  fais  *  =  2,27  +  /,  & 
fubftkuant  ,  j'aurai 

*4  =5  (2,27  )4  +  4  (2,27)5  / 

—  4*'  =  —    4  (  2,27 )y  —  12  (2,27)*  1 

—  3*    =  —     3  (2,27)  -  3* 
+  27      =  +  27 

Donc,  tome  réduâion  faite,  —  0,0459^3^9  — »  18,046468* 

=  o;  d'où  l'on  rire  ,  =  -    «gffgg   =;-  0,00*5. 

&  par  conféquent  «  =  2,2675» 
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Réflexions  fur  la  Méthode  précédente. 

217.  La  méthode  que  nous  venons  <Texpofer ,  &  qui  eft 
due  à  Newton,  exige,  comme  on  vient  de  le  voir,  que 
Fon  trouve  deux  nombres  qui  fubftitués  dans  l'équation, 
donnent  deux  réfultats  dont  l'un  foie  pofitif  &  Vautre  né* 
gatif.  Nous  avons  dit  qu'il  y  auroit  toujours  une  racine  de 
Féquation  qui  feroit  comprife  entre  les  deux  nombres  qui 
ont  donné  ces  deux  réfultats;  &  cela  eft  facile  à  voir.  Car 
fi  Ton  fuppofe  que  la  plus  petite  valeur  de  x  foit  repré- 
fentée  par  a ,  &  que  celle  qui  eft  immédiatement  plus  grande, 
foit  b9  enforte  que  x  —  a  &  x  —  b  foient  deux  facteurs 
de  Féquation ,  il  eft  vifible  que  fi  au  lieu  de  x  on  fubflitue 
un  nombre  pofitif  plus  petit  que  a,  x  —  a  devient  né- 
gatif. Et  fi  Ton  fubftitue  un  nombre  pofitif  plus  grand  que  a , 
mais  plus  petit  que  b  9  x  —  a  deviendra  pofitif;  &  le  pro- 
duit des  antres  fafteurs  fera  de  même  figne  que  dans  le 
premier  cas  ;  donc  puifqull  n'y  a  que  le  faâeur  x  —  a 
qui  change  de  figne  alors,  le  produit  total  changera  Jure- 
ment de  figne.  On  démontrerait  la  même  choie ,  fi  le  plus 
petit  faâeur ,  au  lieu  d'être  x  —  a ,  étoit  x  +  a ,  mais  en 
fubftituant  des  nombres  négatifs. 

Mais  ne  peut-il  pas  arriver  qu'il  n'y  ait  aucune  valeur 
réelle ,  foit  pofitive ,  foit  négative ,  qui  fubftituée  pour  *, 
donne  deux  réfultats  de  figne  contraire  i 

Cela  peut  arriver  dans  trois  cas;  i°.  lorfque  les  racines 
font  égales  deux  à  deux,  quatre  à  quatre,  &c. 

a°.  Lorfque  toutes  les  racines  font  imaginaires. 

3*.  Lorfqu'elles  font  en  partie  imaginaires  &  en  parue 
égales  deux  k  deux. 
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Par  exemple,  une  équation  qui  feroit  formée  de  ces  quatre 
fafteurs  *  —  * ,  *  —  <i,x  —  * ,  *  —  b9  c'çft-à-dire ,  l'é- 
quation (*  —  a)*  X  (*  —  *)*  =  o,  ne  change  jamais 
de  figne ,  quelque  valeur  qu'on  mette  pour  x ,  (bit  pofi* 
tive,  foit  négative.  En  effet,  (bit  que  x  —  a  (bit  pofitif, 
ibit  qu'il  foit  négatif ,  fon  quarré  eft  toujours  pofid£  Il  en 
eft  de  même  de  x  —  b. 

Quant  au  cas  où  toutes  les  racines  (ont  imaginaires,  il 
eft  évident  qu'il  n'y  a  aucuns  nombres  réels  à  fubftituer 
pour  x  qui  puiflent  donner  deux  réfultats  de  figne  con- 
traire ;  car  fi  cela  arrivait ,  la  valeur  de  x  feroit  donc  entre 
ces  deux  nombres  réels  ;  elle  feroit  donc  réelle  ;  ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition. 

Enfin  le  troifième  cas  fuit  immédiatement  des  deux  que 
nous  venons  d'examiner. 

Que  doit-on  donc  faire  alors,  pour  avoir  les  racines? 
C'tfl  ce  que  nous  allons  examiner» 

De  la  maràïre  d'avoir  Us  Racines  égales  des  Équations, 

a  28.  Pour  avoir  les  racines  égales  qu'une  équation  pent 
renfermer ,  multiplie^  chaque  terme  par  rcxpofan*  de  x  dans  ce 
même  terme ,  &  diminue^  cet  expofant ,  d'une  unité  ;  vous  aureç 
une  nouvelle  équation.  Cherche^  le  plus  grand  commun  divifeur 
entre  cette  dernière ,  &  l'équation  propofée ,  il  fera  compofé  du 
racines  égales  de  celle-ci,  mais  élevées  à  une  puiffance  moindre 
d'une  unité. 

Par  exemple  ,  l'équation • 

x4  —  m*3  +  ****    —  2a*bx  -|-  a%b%  =  o 
—  2^jc3   -|"  4*bx* —  %ab%x 
+  b*x* 

•û  le  produit  de  {x  —  *)*  par  (*  —  b)\ 
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Si  vous  multipliez  chaque  terme  par  l'expofant  de  x ,  & 
fi  vous  diminuez  l'expofant ,  d'une  unité ,  vous  aurez ,  en 
feifant  attention  que  l'expofant  de  x  dans  le  dernier  terme , 
en4  zéro 

ax*  —  6ax*   +  ia*x    —  ia*b  z=  o,  équation  dont 
—  6bxx   4-  Sabx   —  2ab* 
+  %b*x 

le  divifeur  commun  avec  l'équation  propofée,  eft  x*—ax+ab, 

-bx 

qui  n'eft  autre  chofe  que  (*  —  a)  {x  —  b)  dans  lequel 
on  voit  les  mêmes  fàâeurs  que  dans  (*  —  a  y  X  (*  —  *)% 
avec  cette  différence  feulement  que  dans  ce  commun  divi- 
feur, ils  y  font  à  une  puuTance  moindre  d'une  unité.  Voici 
la  démonftration  de  cette  règle. 

Nous  avons  vu  (  149)  que 

{x  +  b)»  =  x*  +  m  .  xm  ~lb  +  m  .  ?LI1±  .  *"  ~  V 

m  .  - . —  x        b> 

Concevons  que  dans  le  fécond  membre»  on  multiplie  chaque 
terme  par  l'expofant  de  #,  &  qu'on  diminue  cet  expo&nt 
d'une  unité ,  on  aura . 

•»—  1  m  — a  m  —  I        — — 

mx  ^miin—ix        b  -{-  m  m •  «*  —  a  , 

x        b*+m0 — - —  . — - —  •»»— 3.*        *3,  &c 
Or  cette  quantité  n'eft  autre  chofe  que 

.     »  —  1  m  — a jr  —  2        »  —  3  .« 

«I  (*  +/U-I*  £  +  WI  —  I  # *  £» 

•  — 1. — - •  — y-±-  x       P9  Sec. 

c'eft-à-dirc  (  149) ,  qu'elle  eft  prédfément  m  {x  +  4)       * 
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Concluons  donc  que  lorfqu'on  multiplie  les  termes  qui 
compofent  la  puiflance  m  du  binôme  *  +  b ,  chacun  par 
Fezpofant  de  * ,  dans  ce  terme ,  ce  produit  eft  précifémem 
h  puiflance  immédiatement  inférieure,  multipliée  par  l'ex- 
pofant  de  la  puiflance  aâuclle.  La  règle  eft  donc  démontrée 
pour  le  cas  où  toutes  les  racines  font  égales. 

Suppofons  aâuellement  que  Ton  ait  (x  -+-  b)m  X  (  x  -f  à)\ 
en  développant  de  même  (*  +  £)"•&(*  +  </ )",  &  mulû- 
pliam  les  deux  réfultats  l'un  par  l'autre  ;  (i  vous  multipliez  en* 
fuite  chaque  tenne ,  par  l'exposant  de  x ,  vous  trouverez  de 
même  par  le  calcul»  que  le  réfultat  n'eft  autre  chofe  que 

m(x  +  b)m~lX(x  +  dy  +  n  (*+*)"»  X  (*  +  ^)""1, 

dont  le  commun  divifeur  avec  (*  +  b)m  X  (*  +  <0"  & 

(x  +  *)"      X  (*  +  d)*~l  &  ainfi  de  fuite,  quelque 

(bit  le  nombre  des  fadeurs  *  +  b ,  x  -f-  d%  &c 

De  ta  manière  d'avoir  les  Racines   imaginaires  du 

Équations. 

329.  Quoique  les  racines  imaginaires  des  équations  (oient 
fufceptibles  de  bien  des  formes  différentes,  félon  le  degré 
de  l'équation ,  néanmoins  on  peut  les  ramener  toutes  a  cène 
forme  ,  x  =  *  +  **/  —  1 ,  a  &  b  étant  de  quantités 
réelles  pofitives  ou  négatives.  La  démonftration  rlgoureufe 
de  cette  propofition  ,  nous  mèneroit  trop  loin  :  on  la  trou- 
vera dans  les  Mêmoirts  dt  V Académie  de  Berlin ,  année  1746  , 
où  M.  Dalembert,  Auteur  de  cette  démonftration ,  fait  voir 
qu'en  même  temps  qu'une  des  valeurs  de  x  peut  être  repré- 
fentée  par  a  -|-  b  |/  —  1 ,  il  y  en  a  une  autre  qui  doit  être 
«primés  par  *  —  b\f  <—  1  ;  d'où  il  fuit»  %\  qu'il  n'y  a 
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que  les  équations  de  degrés  pairs  qui  piaffent  avoir  toutes 
leurs  racines  imaginaires. 

a*.  Qu'une  équation  qui  a  toutes  Tes  racines  imaginaires, 
eft  décompofable  en  rââeurs  du  fécond  degré  de  cette  forme 
(je  — 4  -  «V  —  i)  X  (*—  i  +  h\f—  i),  c'eft-à- 
dire ,  en  raâcurs  réels  du  fécond  degré  ;  puifqu'en  fanant 
la  multiplication  ,  on  i*' —  %ax  +  4M  +  il;  quantité 
où  il  n'y  a  plus  d'imaginaires. 

Donc  ,  lorfqu'une  équation  a  toutes  lès  racines  imaginaires, 
fi  l'on  cherche  à  la  décompofer  en  fàâeurs  du  fécond  degré 
tels  que  .r'  +  gx  -f  ■  h  [ce  que  l'on  fora  de  la  manière  qui 
a  été  indiquée  (  il)  )]  ,  l'équation  en  h  aura  Jurement  quel- 
ques racines  réelles  ;  donc  on  pourra  toujours  avoir  ces  ra- 
cines ,  au  moins  par  approximation.  Donc  dans  quelque 
équation  que  ce  foit,  on  peut  toujours  avoir  les  racines, 
toit  réelles,  foil  imaginaires,  au  moins  par  approximation. 
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SECONDE  SECTION, 

DANS    laquelle   on   applique   F  Algèbre  a 
l'Arithmétique  &  à  la  Géométrie. 

230.  Uàns  le  petit  nombre  d'applications  que 
nous  avons  données  dans  le  Seûion  précédente ,  on 
a  dû  remarquer  que  lorsqu'une  fois  une  queftion  a  été 
mife  en  équation  ,  ce  qui  refte  à  faire  pour  parvenir 
à  la  réfolution ,  eft  uniforme  pour  toutes  les  queftions 
du  même  degré.  Tout  fe  réduit  à  dégager  l'inconnue 
ou  les  inconnues  ;  &  cela  fe  fait  par  des  règles  qui 
font  toujours  les  mêmes,  quelque  différentes  que 
puiffent  être  d'ailleurs  les  quantités  que  Ton  a  à 
considérer  dans  chaque  queftion ,  &  quelque  diffé- 
rentes que  foient  elles-mêmes  ces  queftions ,  pourvu 
qu'elles  foient  du  même  degré. 

Ces  règles  difpenfent  de  beaucoup  de  raifonne- 
mens  qu'on  auroit  à  faire  fi  Ton  vouloit  fe  paffer 
du  fecours  des  équations  ;  raifonnemens  qui  ,-  indé- 
pendamment de  leur  nombre ,  feroient  encore  fou- 
vent  par  leur  nature ,  au-deffus  des  efforts  ordinaires 
de  l'efprit. 

Nous  avons  fait  preflentir  aufli  >  par  quelques 

exemples, 
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exemples ,  combien  il  étoit  avantageux  de  repré- 
fenter  par  des  fignes  généraux,  chacune  des  quan- 
tités qui  entrent  dans  une  queftion  ,  ainfi  que  les 
opérations  que  l'on  a  à  faire  fur  elles  ;  mais  indé- 
pendamment des  avantages  que  nous  avons  vu  devoir 
réfulter  de  cette  méthode ,  il  en  eft  encore  un  grand 
nombre  d'autres  que  nous  allons  faire  connoître  en 
préfentant  les  équations  fous  un  point  de  vue  plus 
étendu  que  nous  ne  l'avons  fait  jufqu'ici. 

Lorfque  Ton  a  repréfenté  d'une  manière  générale 
chacune  des  quantités ,  foit  connues ,  foit  iaconnues 
qui  entrent  dans  une  queftion ,  &  que  Ton  a  exprimé, 
par  des  équations ,  toutes  les  conditions  qu'elle  ren- 
ferme y  on  peut  alors  abandonner  totalement  de  vue 
la  queftion ,  pour  s'occuper  uniquement  de  ces  équa- 
tions &  de  l'application  des  règles  qui  leur  con- 
viennent. Alors  fi  l'on  a  bien  préfent  à  l'efprit  ce 
que  l'on  eft  convenu  d'entendre,  foit  par  les  lignes f 
foit  par  la  difpofition  des  lettres,  chaque  équation 
devient ,  comme  un  livre ,  oii  Ton  peut  lire ,  avec 
plus  de  facilité  ,  les  différens  rapports  qui  lient  les 
quantités  les  unes  aux  autres.  On  peut ,  par  diffé- 
rentes applications  des  règles  expofées  dans  la  pre- 
mière Seâiort ,  donner  à  ces  équations  de  nouvelles 
formes  qui  rendent  encore  ces  rapports  plus  faciles 
à  faifir.  En  un  mot ,  on  peut  les  confidérer  comme 
Marine.  Jlgtbn.  R 
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le  dépôt  des  propriétés  de  ces  quantités,  &  des 
(blutions  générales  d'un  grand  nombre  de  queftions 
qu'on  n'avoit  point  en  vue,  qu'on  ne  foupçonnoit 
pas  même  tenir  de  fi  près  à  la  queftion  principale. 

En  effet,  puifque  les  règles  qui  fervent  à  trou* 
ver  les  valeurs  des  inconnues ,  ont  toutes  pour  objet 
de  ramener  chaque  quantité  inconnue  à  former  feule 
le  premier  membre  d'une  équation  dont  le  fécond 
feroit  compofé  de  toutes  les  autres  quantités ,  &  que 
ces  règles  font  évidemment  applicables  à  chacune  des 
quantités  qui  entrent  dans  ces  équations ,  il  eft  vifible 
qu'on  peut  toujours ,  par  ces  mêmes  règles ,  par- 
venir à  avoir  feule  dans  un  membre ,  fune  quel- 
conque des  quantités  qui  entrent  dans  une  équa- 
tion ,  &  n'avoir  que  les  autres  dans  le  fécond 
membre.  Alors  on  eft  dans  le  même  cas  que  fi  l'on 
avoit  eu  à  réfoudre  la  queftion  où  toutes  ces  der- 
nières feraient  connues ,  &  celle-là ,  feule  ,  inconnue. 
On  voit  donc  qu'une  même  équation  réfout  autant 
de  queftions  différentes  qu'elle  renferme  de  quantités 
différentes.  Rendons  cela  fenfible,  par  des  exemples. 

• 

Propriétés  générales  des  progrejjïons  arithmé- 
tiques. 

231.  Nous  avons  vu  (  Arith.  106  )  ,  qu'un  terme 
quelconque  d'une  progreffion  arithmétique  croiffante 
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{toit  compofé  du  premier ,  plus  autant  de  fois  la 
différence  commune ,  qu'il  y  a  de  termes  avant  celui 
que  Ton  confidère. 

Si  donc  on  repréfente  par  a  la  valeur  numérique 
du  premier  terme  ;  par  u  celle  du  terme  dont  il 
s'agit  ;  par  d ,  la  différence  commune ,  ou  la  raifon 
de  la  progreffioo  ;  &  enfin  par  n ,  le  nombre  total 
des  termes  ;  alors  le  nombre  des  termes  qui  pré* 
cèdent  le  terme  u ,  fera  exprimé  par  n  —  1  ;  & 
la  propofirion  que  nous  venons  de  citer  pourra  fe 
traduire  en  langage  algébrique ,  par  cette  équation  ; 
»  =  *  +  (/*  —  1)  d ,  qui  réfout  la  queftion  oh 
connoiflant  la  raifon  d  d'une  progreflion ,  le  nombre  n 
des  termes ,  &  la  valeur  a  du  premier ,  on  deman- 
derait 'quelle  doit  être  la  valeur  du  dernier  u. 

Mais  puifqu'il  entre  quatre  quantités  dans  cette 
équation ,  je  dis  qu'elle  réfout  quatre  queftions  gé- 
nérales. En  effet , 

i°.  Si  Ton  regarde  a  ,  comme  l'inconnue  &  que 
l'on  en  cherche  la  valeur  ,  fuivant  les  règles  de 
la  première  Seâion ,  on  aura  a  —  u* —  (a  —  i)</9 
qui  nous  apprend  que  le  premier  terme  d'une  pro- 
greflion arithmétique  croiffante  fe  trouve  en  retran- 
chant du  dernier  u ,  la  différence  d  prife  »— 1  de 
fois  f  c'eft-à-dire ,  la  différence  prife  autant  de  fois 
moins  une  qu'il  y  a  de  termes  en  tout. 

R  % 
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i°.  Si  Ton  regarde  n  comme  l'inconnue ,  l'équation 

«  =  <!+(«  —  i)^>  *$**  n>e^  autre  C^°^e  «F* 
u  =  a  +  nd  —  </,  donne  en  tranfpofant  ,ndz=au  — 


a  +  d9  Se  en  divifarit ,  n  =  "~**   =  ^p  +  i ,  qui 

m'apprend  que  connoiflant  le  premier  terme  a ,  le 
dernier  u  &  la  raifon  <f ,  d'une  progreflion  arithmé- 
tique ,  je  faurai  combien  il  y  a  de  termes ,  en  retran- 
chant le  premier  du  dernier ,  divifant  le  refte  par 
la  raifon  d9  &  ajoutant  une  unité  au  quotient.  Par 
exemple ,  fi  je  fais  que  le  premier  terme  d'une  pro- 
greflion eft  5  ,  te  dernier  37,  &  la  différence  2  ; 
de  37  je  retranche  5  ,  ce  qui  me  donne  32  qui  étant 
divifé  par  la  différence  2 ,  donne  16  auquel  ajou- 
tant 1 ,  j'ai  1 7  pour  le  nombre  des  termes  de  cette 
progreflion* 

30.  Enfin ,  fi  je  regarde  d  comme  finconmie  dans 
Téquation  u=xa+{n  —  1)  d,  j'aurai ,  en  tranf- 
pofant ,  (/*  —  i)</  =  tf  —  af  &  en  divifant  par 

n  —  1 ,  d  =  j^^  ,  qui  m'apprend  que  pour  con- 

noître  la  différence  qui  doit  régner  dans  une  pro- 
greflion arithmétique  dont  le  premier  terme  ,  le 
dernier  &  le  nombre  des  termes  font  connus ,  il 
faut  retrancher  le  premier  du  dernier  ,  &  divifèr  le 
refte  par  le  nombre  des  termes  moins  un.  Cette  règle 
revient  à  celle  que  nous  avons  donnée  (  Ar'uh  209  ) 
pour  trouver  un  nombre  déterminé  de  moyennes 


DE      Ma  T  H  È  MJT  1  QV  ES.  l6l 

proportionnelles  entre  deux  quantités  données»  Nous 
avons  dit  qu'il  falloir  retrancher  la  plus  petite  de 
la  plus  grande,  &  divifer  le  refte  par  le  nombre 
des  moyens  augmenté  d'une  unité ,  ce  qui  eft  évi- 
demment la  même  chofe  >  puifque  le  nombre  des 
moyens  eft  moindre  de  deux  unités  que  le  nombre 
total  des  termes  de  la  progreflïon. 


La  feule  équation  »  =s  *  +  (  *  —  i  )  d ,  nous 
donne  donc  la  réfolution  de  quatre  queitions  géné- 
rales ;  c'eft  -  à  -  dire  ,  nous  met  en  état  de  réfoudre 
celle  -  ci  qui  les  comprend  toutes  quatre  :  De  ces 
quatre  chofes ,  le  premier  terme,  le  dernier ,  le  nombre 
des  termes  &  la  différence  d'une  progrefiion  arith- 
métique ,  trois  quelconques  étant  connues ,  trouver 
la  quatrième. 

» 

231*  Toute  autre  propriété  générale ,  énoncée  aufli 
d'une  manière  générale ,  nous  conduira  par  les  mêmes 
moyens ,  à  la  réfolution  d'autant  de  queftions  dif- 
férentes qu'il  entrera  de  quantités  dans  l'énoncé  de 
cette  propriété. 

Par  exemple ,  c'eft  encore  une  propriété  des  pro*- 
greffions  arithmétiques ,  que  pour  avoir  la  fomme  de 
tous  les  termes  de  quelque  progreffion  arithmétique  que  ce 
foit ,  il  faut  ajouter  le  premier  terme  ayee  le  dernier ,  & 
multiplier  à  féjitlsae  par  la  moitié  du  nombre  des  termes* 

R  3 
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Ainfi,  pour  avoir  la  fomme  des  cent  premiers 
termes  de  la  progreffion  -f-  i.  3.  5.  7  &c.  dont  le 
centième  eft  199  :  au  dernier  199  j'ajouterais  le 
premier  terme  1 ,  &  je  multiplierois  te  réfultat  100  , 
par  50,  qui  eft  la  moitié  de  100 ,  nombre  des  termes, 
ce  qui  me  donne  10000 ,  pour  la  fomme  des  100 
premiers  nombres  impairs. 

Nous  allons  démontrer  cette  propriété ,  dans  un 
inftant;  mais  pour  ne  point  perdre  de  vue  notre 
objet  ,  fi  en  confervant  les  mêmes  dénominations 
que  ci-devant  ;  nous  nommons ,  de  plus ,  s  la  fomme 
de  tous  les  termes  ;  nous  aurons  pour  la  traduftion 

algébrique  de  cette  propriété  5  =  (  *  + 1*  )  x  -j-. 

Cette  équation  nous  met  en  état  de  réfoudre  cette 
queftion  générale  qui  en  comprend  quatre»  De  ces 
quatre  chofts ,  le  premier  terme ,  le  dernier ,  U  nombre 
des  termes ,  &  la  fomme  de  tous  les  termes  d'une  pro- 
greffion  arithmétique ,  trois  étant  connues  %  trouver  la 
quatrième. 

En  effet,  i°.  fi  l'on  connoît  4,  n  &  0,  l'équa- 
tion donne  immédiatement  la  valeur  de  s.  20.  Si 
l'on  connoît  a ,  u  &  s ,  pour  avoir  n ,  on  chaflera 
le  divif eur  1 ,  &  l'on  aura  1  s  —  (a  +  u)  x  n  ou 
(4-t-g)Xft  =  iJ;&en  divifimt  par  a  +  u ,  n  =a 

équation  où  a  eft  connue ,  puifqu  on  fuppofç 


1S 
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que  Ton  connoît  les  quantités  a  f  u  &  s  qui  entrent 
dans  fa  valeur»  30.  &  4°.  Si  Ton  connoît  *,*&/*, 
ou  u,  s  &  71,  &  que  Ton  veuille  avoir  «  ou  a,  on 

reprendra  l'équation  j=s(a-|-it)x~-;  châtiant 

la  fiaôion  ,onai5  =  (tf  +  tf)xn;  divifant  par  /1 , 

il  vient  *  +  u  =a  -~-  ;  d'où  Ton  tire  u  =3  —  —  a  f 

qui  fatisfâit  à  la  première queftion  ,  &  a  =s  ——  u9 
qui  fatisfâit  à  la  féconde. 

Démontrons  maintenant  la  propriété  que  nous 
venons  de  fuppofer. 

D  eft  évident  que  fi  nous  continuons  de  repré- 
senter le  premier  terme  par  a ,  &  la  différence  par  dy 
nous  pouvons  repréfenter  toute  progreffion  arithmé- 
tique croiflante  par  la  fuivante -±-a.a  +  <t.a+  id. 
tf+3  d.a  +  4d.a+  jd.  a  +  6  d 9 &c.  Concevons 
que  ,  fous  cette  progreffion  arithmétique  ,  on  faffe 
répondre  terme  pour  terme ,  la  même  progreffion  , 
mais  dans  un  ordre  renverfé ,  on  aura 

Comme  ces  deux  progreffions  font  égales  ;  il  eft  évi- 
dent que  la  fomme  des  termes  de  l'une  des  deux  , 
eft  la  moitié  des  deux  réunies  ;  or  fi  Ton  y  fait  atten- 
tion ,  on  voit  que  les  deux  termes  correfpondans  font 

R4 
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&  doivent  toujours  faire  une  même  fomme  ,  &  que 
cette  fomme  eft  celle  du  premier  &  du  dernier  terme 
de  la  première  progrefCon  y  réunis;  donc  la  totalité 
des  deux  progrei&ons  fe  trouvera  en  ajoutant  le  pre- 
mier &  le  dernier  terme  de  Time ,  &  prenant  ce  ré- 
fultat  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  termes  ;  donc  pour 
l'une  feulement  de  ces  deux  progreffions  ,  il  faudra 
ajouter  le  premier  &  le  dernier ,  prendre  ce  résultat , 
feulement  moitié  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  termes , 
c'eft-à-dire  ,  le  multiplier  par  la  moitié  du  nombre 
des  termes. 

233.  Les  huit  queftions  générales  que  nous  venons 
de  réfoudre,  tiennent  donc  à  deux  principes  feu- 
lement ,  fa  voir ,  celui  que  nous  avons  énoncé  (23 1) 
&  celui  que  nous  avons  énoncé  (231).  Et  puifque 
leur  réfblution  fe  tire  immédiatement  des  deux  équa- 
tions qui  font  la  traduûion  algébrique  de  ces  deux 
énoncés ,  on  voit  comment ,  à .  l'aide  de  l'Algèbre , 
on  peut  faire  découler  d'une  même  fource  toutes 
les  vérités  qui  en  dépendent. 

Quoique  ces  propriétés  ne  foient  pas  toutes  éga- 
lement utiles,  cependant  comme  elles  font  {impies, 
elles  en  font  d'autant  plus  propres  à  faire  bien  fentk 
l'ufage  des  équations.  Ceft  pourquoi  nous  conti- 
nuerons d'expofer  cet  ufage  *  en  les  prenant  encore 
pour  exemple* 
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Dans  ce  que  nous  venons  d*expofer ,  nous  n'avons 
confidéré  qu'une  feule  équation  à  la  fois.  Mais  fi  deux 
ou  un  plus  grand  nombre  d'équations  qui  expriment 
des  propriétés  différentes  de  quelques  quantités ,  le 
trouvent  avoir  quelques-unes  de  ces  quantités  qui 
leur  foient  communes ,  alors  on  peut  encore  en 
dériver  un  très-grand  nombre  d'autres  propriétés, 
&  cela  avec  une  très-grande  facilité.  Par  exemple  , 
les  deux  équations  fondamentales  dès  progreffions 
arithmétiques ,  favoir  u  =  a+  (n  —  i  )  <f  &  j  = 

(  a  +  u  )  x  —  ,  ont  trois  quantités  communes  entre 

elles  ,  favoir  a ,  u  &  ».  Si  Ton  prend  fucceffivement 
dans  chacune  de  ces  deux  équations  la  valeur  de 
Tune  quelconque  de  ces  trois  quantités ,  &  fi  l'on 
égale  enfuite  ces  deux  valeurs ,  on  aura  une  nou- 
velle équation  dans  laquelle  cette  quantité  ne  fera 
plus,  &  qui  exprimera  le  rapport  que  les  quatre 
autres  ont  entre  elles ,  indépendamment  de  celle-là. 
Par  exemple,  fi  je  prends  dans  chaque  équation  h 
valeur  de  a ,  j'aurai  ces  deux  valeurs  û  =  j/- 

(  /a  —  i)  d9  &  a  =  ^-  — •  u;  donc  en  égalant, 
$ aurai  u  —  (/*  —  j  )  ^  =  .î~  —  u >  équation  de 

laquelle ,  en  confidérant  fucceffivement  u,n,d8ts 
comme  inconnues,  je  tirerai  comme  ci- deffus,  quatre 
nouvelles  propriétés  générales  des  progreffions  arith- 
métiques. Par  exemple  ,  en   regardant  s  comme 
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inconnue,  je  tirerai  i  sa  **  *  ""  ».  («  —  O  *  ^  flW 

donne  le  moyen  de  connoître  la  Comme  d'une  pro* 
greffion  arithmétique ,  par  le  moyen  du  dernier  terme  , 
de  la  différence  >  &  du  nombre  des  termes ,  puit 
qarû  n'entre  que  ces  trois  quantités  &  des  nombres 
connus ,  dans  le  fécond  membre. 

Si  au  lieu  de  chaffer  ou  d'éliminer  a  ,  nous  euf- 
fions  éliminé  u ,  ou  n9  nous  aurions  eu ,  de  même, 
pour  chaque  élimination ,  une  nouvelle  équation  qui 
auroit  renfermé  quatre  des  cinq  quantités  a9u9n9d9s: 
&  en  confidérant  fucceffivement  chacune  de  ces 
quatre  quantités ,  comme  inconnues ,  on  tireroit  de 
chaque  nouvelle  équation  quatre  nouvelles  formules  » 
qui  font  autant  d'expreffions  différentes  des  quantités 
a9u9n9d9s;  expreffions  dont  chacune  a  fon  utilité 
particulière  9  félon  que  dans  la  queflion  qu'on  pro- 
pofera  relativement  aux  progreffions  arithmétiques , 
on  connaîtra  telles  ou  telles  de  ces  quantités.  Par 
exemple ,  fi  l'on  me  demandoit  la  fomme  de  tous 
les  termes  d'une  progreffion  arithmétique ,  dont  on 
me  feroit  connoître ,  le  premier  9  la  différence ,  & 
le  nombre  des  termes  ;  alors ,  comme  le  dernier  terme 
ro'eft  inconnu ,  f  éliminerais  u ,  &  j'aurois  une  équa- 
tion qui  ne  renfermant  plus  que  a  f  n ,  d9  &  s9  me 
feroit  aifément  connoître  s. 

Concluons  de-là  que  les  deux  équations  k=s*+ 
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(a  —  i)<J&$t=(<i  +  tf)x  —  donnent  la  réfo- 

lution  de  toutes  les  questions  qu'on  peut  propofer 
fur  les  progreffions  arithmétiques ,  lorfqu'on  y  con~ 
noît ,  immédiatement  ,  trois  des  cinq  quantités 
ûy  u9  n,  d9  s. 

Donnons  ici  quelques  applications  des  progreffions  arith- 
métiques, 

i)4«  Suppofons  qu'on  demande  combien  la  bafe  d'une 
pile  triangulaire  de  boulets,  dont  le  côté  feroit  de  6,  con- 
tiendroit  de  ces  boulets. 

H  eft  ÊLcile  de  voir  i°.  que  le  nombre  des  boulets  de  chaque 
bande  parallèle  au  côté  qui  porte  fur  la  terre  &  qui  en 
contient  6,  &c.  {fig.  a),  ya  en  diminuant  continuellement 
de  1  8c  fe  réduit  enfin  à  1.  a°.  Que  le  nombre  des  bandes 
eft  6.  Donc  il  s'agît  de  trouver  la  fomme  des  termes  d'une 
progreffion  arithmétique  dont  le  premier  eft  1 ,  le  dernier  6, 
8c  le  nombre  des  termes  6.  Pajoute  donc  le  premier  1  avec 
le  dernier  6,  &  je  multiplie  le  réfultat  7,  par  3  moitié  du 
nombre  des  termes,  ce  qui  me  donne  21  pour  le  nombre 
des  boulets  de  la  bafe  de  la  pile. 

135.  Nous  ayons  vu,  en  Géométrie,  que  pour  avoir  la 
furface  d'un  trapèze ,  il  falloit  ajouter  les  deux  côtés  parai-  * 
lèles,  &  multiplier  la  moitié  de  leur  fomme ,  par  la  hau- 
teur de  ce  trapèze*  On  peut  démontrer  cette  même  propo- 
firion  ,  par  le  principe  que  nous  venons  de  donner  pour 
fommer  une  progreffion  arithmétique.  En  effet,  on  peut  fe 
repréfenter  le  trapèze  ABDC  (fig*s)  comme  compote 
d'un  nombre  infini  de  trapèzes  infiniment  petits  tels  que  beik  , 
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tdku  Or  il  eft  facile  de  voir  qu'en  fuppofant  tous  ces  pe- 
tits trapèzes  de  même  hauteur ,  chacun  diffère  de  Ton  voifin 
toujours  d'une  même  quantité ,  favoir ,  du  petit  parallélo- 
gramme ctfg,  en  tirant  ce  &  */  parallèles  à  hk;  car  gfkl 
eft  égal  a  bgik9  &  cdt  eft  égal  à  bcg9  enforte  que  le  tra- 
pèze cdki,  a  de  plus  que  le  trapèae  bciht  le  petit  paral- 
lélogramme ce/g,  qui  fera  toujours  de  même  grandeur, 
tant  qu'on  fuppofera  ces  trapèzes  de  même  hauteur.  Cela 
étant ,  tous  ces  trapèzes  forment  donc  une  progreffion  arith- 
métique dont  le  premier  terme  eft  le  trapèze  eomign  a  ABt 
&  le  dernier  eft  le  trapèze  contigu  à  CD  ;  donc  pour 
avoir  la  totalité  de  ces  trapèzes,  ou  la  furface  du  trapèze 
ABD  C y  il  faut  prendre  les  deux  petits  trapèzes  extrêmes 
&  les  multiplier  par  la  moitié  du  nombre  de  tous  les 
trapèzes  ;  mais  comme  on  les  fuppofe  infiniment  petits , 
on  peut  prendre  a  la  place  des  deux  trapèzes  extrêmes  , 
les  deux  lignes  AS  Si  CD;  8c  pour  le  nombre  des  tra- 
pèzes %  on  peut  prendre  la  hauteur  IH;  il  faut  donc  mul- 
tiplier la  fomme  des  deux  lignes  AB  &  CD  ,  par  la  moitié 
de  la  hauteur  7/7,  ou  la  moitié  de  la  fomme  des  deux 
lignes  AB  Sl  CD ,  par  la  hauteur  IH.  D'où  Ton  voit  que 
fi  AB  eft  zéro,  auquel  cas  le  trapèze  dégénère  en  triangle, 
il  faudra  multiplier  la  bafe  de  ce  triangle,  par  la  moine 
de  fa  hauteur,  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  que 
nous  avons  démontré  en  Géométrie. 

De  la  fommatlon  des  puijfances  des  termes 
d'une  progrejfion  Arithmétique  quelconque. 

23 6.  On  vient  de  voir  que  le  principe  de  la  {"ani- 
mation des  termes  d'une  progreffion  arithmétique  peut 
avoir  quelques  applications  en  Géométrie.  Q  en  a 
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encore  dans  plufieurs  autres  rencontres.  Il  eft,  par 
exemple,  la  bafe  de  la  fommation  des  quarrés,  des 
cubes  ,  &c  des  termes  d'une  progreflion  arithmé- 
tique ;  &  la  fommation  de  ces  puiflances  a  auffi  fort 
milité*  Nous  allons  nous  en  occuper  un  moment. 
Maïs  auparavant,  il  eft  à  propos  de  faire  obferver 
que  quand  on  fe  propofe  de  fommer  une  fuite  de 
quantités  qui  croiffent  ou  qui  décroiflent  fuivant  une 
loi  connue  ,  l'objet  eft  de  déterminer  la  fomme  de 
ces  quantités  par  la  connnoiffance  de  quelques-unes 
d'entre  elles ,  de  leur  nombre  ,  &  de  la  quantité 
qui  marque  la  loi  de  leur  augmentation  ou  de  leur 
tution. 


Pour  réfoudre  cette  queftion  >  on  peut  toujours , 
comme  pour  toute  autre ,  faire  ufage  du  principe  que 
nous  avons  donné  (67).  Mais  comme  ce  principe 
fuppofe  que  fi  Ton  connoifToit  la  quantité  cherchée , 
on  feroit  en  état  de  la  vérifier ,  ce  qui  ne  peut  fe 
faire  fans  connoître  au  moins  quelques-unes  de  fes 
propriétés ,  effayons  donc  de  trouver  les  propriétés 
des  fuites  des  quarrés ,  des  cubes ,  &c. ,  des  nombres 
en  progreffion  arithmétique. 

Soient  donc  a  y  b  y  c  y  d  9  &c.  plufieurs  nombres 
en  progreffion  arithmétique  dont  la  différence  foit  r. 
On  aura  i°.  ^s=3tf  +  r,c=3^  +  r,  </  =  c  +  r  i 
«a'4  +  r. 
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Si  Ton  ajoute  ,  maintenant  ,  les  équations  des 
quarrés ,  entre  elles  ;  &  celles  des  cubes  auffi  entre 
elles ,  on  aura  »  après  avoir  effacé  les  termes  égaux 
&  femblables  qui  fe  trouveront  dans  différais  mem- 
bres. i°.t%  =  az  +  iar+ibr  +  xcr+tdr  +  ^r1 
ou  <2=tfî  +  ir(tf  +  b+c  +  d)+^r2;  &  Ton 
voit  qu'en  général  fi  le  nombre  des  quantités ayby cf 
d9  &c.  étoit  marqué  par  n ,  que  la  dernière  fut  mar- 
quée par  u,  &  la  Comme  de  toutes  ces  mêmes 
quantités ,  par  / ,  on  auroit  u%  =  az  + 1  r  (/  —  u) 
+  (« —  i )  r*,  car  i  r  eft  multiplié  par  toutes  les 
quantités  * ,  b9  c,  Sec.  excepté  la  dernière ,  &  r* 
eft  ajouté  à  lui-même  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'équations ,  c'eft-à-dire ,  autant  de  fois  moins  une 
qu'il  y  a  de  quantités  a,  b,  c,  &c.  Or  cette  équation 
renfermant  s'  >  il  eft  aifé  d'en  tirer  la  valeur  de 
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cette  quantité ,  &  par  conféquent  ,  l'expreftion  de  la 
fomme  de  tous  les  termes  d'une  progreffion  arithmé- 
tique. Cette  valeur  de/ eft  J s *-*-(«-Oi*  +  ,# 

i°.  Si  Ton  ajoute  de  même  les  équations  des 
cubes,  on  aura,  après  avoir  eflacé  les  quantités 
femblables  &  égales  qui  fe  trouveront  dans  différens 
membres  t%  =sa*  +  3  a*r+  3  b*r  +  }clr+  3  </*r 
+  3  ar*+  3  *r*  +  3  rr1  +  3  </r*  +  4/V 

Ceft-à-dire,  é  =  *'  +  <ir(a1  +  t>%  +  cx+Jï)  + 

jr*  (*  +  *-l-t  +  <0  +  4r>>  où  Ton  voit  que  la 
quantité  qui  multiplie  3  r,  eft  la  fomme  de  tous  les 
quarrés  excepté  le  dernier  ;  que  la  quantité  qui  mul- 
tiplie 3  r2 ,  $A  la  fomme  de  toutes  les  quantités 
excepté  1a  dernière,  &  qu'enfin  le  cube  r*  a  été 
ajouté  à  lui-même  autant  de  fois  qu'il  y  avoit  d'équa- 
tions ,  c'eft-à-dire  ,  autant  de  fois  moins  une  qu'il  y 
a  de  quantités  ;  par  conféquent ,  en  général  5  &  en 
nommant  J9  ,  la  fomme  des  quarrés ,  u  le  dernier 
terme,  on  aura  u*  =  a*  +  3  r(/' — »*)  +  3  r*(sf — u) 
+  (»  — i)r». 

Donc ,  connoiffant  le  premier  terme ,  le  dernier  , 
la  différence  r  &  le  nombre  des  termes,  on  pourra 
avoir ,  par  le  moyen  de  cette  équation ,  la  valeur 
de  j",  c'eft-à-dire ,  de  la  fomme  des  quarrés  ;  car  la 
quantité  t1  a  été  déterminée  q-deflus.  Si  donc  on 
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i 
fubftitue  pour  s' ,  fa  valeur  ,  on  aura  u*  =»  a*  + 

ou  *  «'  =s  i  *'  +  6 r/'—  6  ri**  +•  3  r*2  —  3  r*1  — 
)•(»  —  1  ) .  r5  +  i .  («—  1  )  .  r5 ,  qui ,  après  fcs 
opérations  ordinaires ,  donne 

r=a— 57  • 

Si  l'on  prend  de  même  les  quatrièmes  puiflances 
des  équations  b=sa  +  r,  cs=&  +  r  &c. ,  qu'on  les 
ajoute  &  qu'on  les  traite  de  la  même  manière ,  on 
trouvera  de  même  la  fomme  des  cubes.  On  s'y  pren- 
dra de  même  pour  trouver  la  fomme  des  puiflances 
plus  élevées. 

237.  Donnons  maintenant  quelques  applications 
de  la  fomme  des  quarrés. 

Si  l'on  fuppofe  que  la  progreffion  arithmétique 
dont  il  s'agit ,  foit  la  fuite  naturelle  des  nombres ,  à 
commencer  par  l'unité ,  ceft- à-dire,  foit  1,2,3,  ^a 

Alors  on  aura  *  =  1  ,  r  =  1  &  a  s=a  *  ;  car , 
en  général,  u  eft  =  a  4-  n  —  1  ;.  r,  qui  de- 
vient ici  u  =  1  +  n  —  1  s=5  n.  La  valeur  de  sP 
deviendra  donc  5"  =  »«'-"->*  +  s»— *  f  ^ 

à-dire ,  /'  =  *«'  +  3»'  +  "  =  n  l*"*****)  «  „  . 

Suppofons 
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Suppoftas  maintenant  qu'on  veuille  favoir ,  combien  il 
y  a  de  boulets  dans  une  pile  quarrée  dont  on  connoît 
le  nombre  des  boulets  (Tun  des  côtés  de  la  bafe.  Il  eft 
évident  que  cette  pile  eft  compofée  de  rangs  parallèles 
à  h  bafe ,  qui  font  tous  des  quartés  dont  le  côté  va 
continuellement  en  diminuant  de  i  à  compter  de  la  bafe, 
ou  en  augmentant  de  t  à  compter  du  fommet.  La  totalité 
eft  donc  la  fomme  des  quartés  de  la  fuite  naturelle  des 
nombres,  prife  jufqu'au  nombre  n  qui  marque  le  nombre 
des  boulets  d'un  des  côtés  de  la  bafe;  cette  totalité  eft  donc 

exprimée  par  *■'  rTM'r^T1/  •  (feft-à-dire ,  que  pour 

favoir ,  il  faut  fuivre  cette  règle.  .............. 

Au  nombre  des  boulets  <Tun  des  côtés  de  la  bafi  &  à  fou  double  , 
«/meç  un;  multiplie^  Us  deux  réfidtats  tun  par  l'autre,  & 
kur  produit  par  le  nombre  même  des  boulas;  &  prenez  k  fix&mt 
de  ce  dernier  produit.  Par  exemple,  fi  la  pile  quadrangulaire 
a  6  boulets  de  côté-;  à  6  &  à  fon  double  12,  j'ajoute  1, 
ce  qui  me  donne  7  &  13 ,  qui  multipliés  Pun  par  l'autre 
font  91  ;  je  multiplie  celui-ci  par  6 ,  ce  qui  fait  546 ,  dont 
le  fixième  91  eft  le  nombre  des  boulets  de  la  pile. 

Lotfque  la  pile  n'a  point  pour  bafe  un  quarré,  mais  un 
parallélogramme,  il  faut  la  concevoir  partagée  en  deux 
parties  (fig.  4),  dont  l'une  eft  la  pile  quadrangulaire  dont 
nous  venons  de  parler ,  &  dont  l'autre  eft  un  prifme  dont 
on  évaluera  la  totalité  des  boulets  en  multipliant  le  nombre 
des  boulets  contenus  dans  le  triangle  FB  G  par  le  nombre 
des  boulets  de  l'arrête  BC.  Quant  au  nombre  de  boulets 
contenus  dans  le  triangle  BGF9  on  l'aura  en  multipliant 
b  moitié  du  nombre  des  boulets  du  côté  F  G  par  ce  nombre 
augmenté  de  1. 

238.  Nous  avons  vu  en  Géométrie,  que  pour  avoir  la 
Marine.  Algcbrt,  S 


174  C  o  v  m  s 

folidité  «Tune  pyramide  ou  d'un  cône  quelconque ,  il  felloît 
multiplier  la  furface  de  la  bafe ,  par  le  tiers  de  .la  hauteur. 
On  peut  le  démontrer  aufli  par  la  formule  de  la  Comme 
des  quarrës.  Mais  auparavant  ,  il  faut  remarquer  que  fi 
dans  la  formule  *"  =   «- (»  +  0^(»«+O   f   on  fup. 

pofe  que  le  nombre  n  des  termes  eft  infini,  cette  formule 
fe  réduit  à  sn  =3  — ,  ou  à  caufe  que  u  =  n9  ainfi  que 

nous  Pavons  vu  ci-deffus,  s"  =  -—  =3  u*  #  — •  En  effet 

3  3 

fuppofer  que  n  eft  infini ,  c'eft  fuppofer  qu'il  ne  peut  plus 
être  augmenté  par  aucune  quantité  finie  :  ainfi  pour  que  le 
calcul  exprime  la  fuppofition  que  l'on  tait,  que  n  eft  infini, 
il  faut  nécefiâirement  regarder  n  -+•  1  &  n ,  comme  étant 
la  même  chofe,  &  2/1  +  1  &  2n  comme  étant  auffi  égaux 

entre- eux ,  alors  la  formule  J1  =    *' t*"*"1'*  (*»■¥■';, 

le  change  en  /'  =: g •  =     ^  ■•  —  —  =3  tr  X 

— ,  ou  *"  =  m a .  — ,  en  mettant  pour  n  fa  valeur  u , 
dans  n*. 

Cela  pofé ,  nous  avons  démontré  (Gèom.  202),  qu'en 
concevant  une  pyramide  comme  compofée  de  tranches  pa- 
rallèles à  la  bafe ,  ces  tranches  étoient  entre  elles ,  comme 
les  quarrés  de  leurs  diftances  St  au  fommet  (fig.  j);  donc 
en  concevant  la  hauteur  partagée  en  une  infinité  de  par- 
ties égales,  les  diftances  fuivront  la  progreffion  naturelle 
des  nombres»  &  les  tranches  fuivront  celle  de  leurs  quarrés; 
donc  la  fomme  des  tranches  fe  trouvera  de  la  même  manière 

que  celle  des  quarrés;  or  la  formule  s11  =  u*  .  —,  fait 

voir  qu'il  faut  multiplier  le  dernier  des  quarrés,  par  le  tiers 
de  leur  nombre;  il  faut  donc  ,  pour  avoir  la  femme  des 
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tranches,  multiplier  la  dernière,  c'eft-àdire,  la  bafe,  par 
le  tiers  du  nombre  des  tranches,  c'eft-à-dire,  par  le  tiers 
de  la  hauteur. 

239.  Si  Ton  veut  avoir  la  formule  générale  pour  la  fomma- 
tion  des  puiflances  des  termes  d  une  progreffion  arithmétique 
quelconque ,  il  faut  remarquer  qu'en  général  on  aura 

r =i-+  md»-  «  r+  mj^  <t—  *r*+  *». — .—  j*-j  r3  +  &ç# 
4PZKr+mc"-1  r+w#— cm-V+m#— .^:^c,,,-'  r'-f&c. 

<•=>+!»  c  *— '  r+«.^  *— »r*+m.—  J2H  *«-j  r3+&c. 

a  2       3 

*■=«-+*».*—'  r+fli.^4— *r*+m^  ÏIîj— V+(kc 

&  par  conféquent  en  ajoutant,  réduifant  &  repréfentant  par 
/V"-1 ,  ftm~*9  ftm~3  ,  &c. ,  la  fomme  des  puiflances  m  —  i  , 
m—  a ,  w  —  3 ,  &c. ,  de  tous  les  termes ,  8c  par  u  le  dernier 
terme,  on  aura  en  général • 

d'où  Pon  voit  qu'en  fuppofant  fucceffivement ,  m  =  1 ,  «  =  2, 
azz  3 ,  m  :=  4 ,  &c. ,  on  aura  les  formules  de  la  fommation 
de  toutes  les  puiflances.  Car  en  fuppofant  m  ss  1 ,  on  a 
«  =  *  +  r  (/V°  —  n°  )  ;  or  ff  =/i ,  c'eft-J-dire,  la  fomme 
d'autant  d'unités  qu'il  y  a  de  termes ,  &  u°  =r  i.  Enforte  qu'au 
lieu  de  ft°  —  »%  on  peut  prendre  n  —  i.  En  fuppofant 
»  =  i,  onai*a=3**-r-ar(//  —  u )-+•/* (ft°  —  u°)9  qui 
donnera /r  puifqu'on  connoit  la  valeur  de/V.  Suppofant/n  =3  3, 
onaura  n3  =  *3  +  3  r  (/r*  —  *a)  +  3  r*  (//-«)+r V«°-  «°), 
qui  donnera/**,  puifqu'on  connoît/7  &/t°.  Enfin ,  fi  l'on  fup- 
pofem  =  4  ,on  aurais4  =  4*  +  4r(jft*—u*)  +  6r*  (/>*—«*) 
+  41*  (/*—»)  +  ^(/V0— k°)  qui  donnera /r3,  puifqu'on 
mult/?,  /*  */^,&ainfidcfukeàrinfinL 

S  1 
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240.  Lorfqu'une  fois  on  fait  trouver  la  fomme  des  puiffimees? 
de  plufieurs  nombres  en  progreffion  arithmétique ,  il  eft  fort 
aifé  de  trouver  celle  d'une  infinité  d'autres  efpèces  de  progref- 
fions. Par  exemple ,  fi  ayant  une  progreffion  arithmétique , 
telle  que -r 3  .7.  n  •  15  .  19  &c,  on  conçoit  qu'on  ajoute 
iucceffivement  les  termes,  on  formera  la  fuite  3 ,  10,  ai, 
36,5;*  &c.  que  l'on  peut  fommer.  Et  fi  Ton  ajoute  de  même 
les  termes  de  celle-ci,  on  aura  la  fuite  3  ,  13 ,  34 ,  70, 125,  &c. 
qu'on  peut  pareillement  fommer  ;  il  en  fera  de  même  des 
termes  de  celle-ci ,  ajoutés  de  la  même  manière ,  &  ainfi  à 
l'infini* 

En  effet  s  la  fomme  des  termes  de  la  progreffion  arith- 
métique ,  eft  '=  (*  +  *0  X  — 9  ou,  en  mettant  pour  u 
fa  valeur  «=*+/••  (/i  —  i),*=:[(2*  +  r.(»  —  i)]X~. 

Cette  valeur  de  s  exprime  donc  un  terme  quelconque  de  la 
féconde  fuite.  Donc  pour  avoir  la  fomme  des  termes  de  la 
féconde  fuite ,  il  faut  fommer  la  fuite  des  quantités  que  don* 

neroit  f(2<j  +  r.(/i—  ï  )  ]  •  —  en  mettant  fucceffivement 

pour  n  tous  les  nombres  de  la  progreffion  naturelle  1,2» 

3,  &c  Or  cette  quantité  revient  à  an-\-—n%  —  —  n,  dans 

laquelle  a  8c  r  reftant  toujours  les  mêmes ,  quelque  valeur 
qu'on  donne  a  n  ,  il  eft  clair  que  pour  fommer  toutes  les 
quantités  repréfentées  par  a  n9  il  fuffit  de  fommer  les  quan- 
tités repréfentées  par  »,  &  multiplier  cette  fomme  par  a; 
or  la  fomme  des  quantités  repréfentées  par  « ,  eft  la  fomme  de 
h  progreffion  arithmétique  des  nombres  naturels.  Le  raifon- 

nementeftle  même  pour  —  ».  A  l'égard  de  —  n%  ,  puifque 

r  refte  le  même,  quelque  nombre  que  l'on  fubftitue  pour  n  ; 
«n  fommera  donc  toutes  les  quantités  repréfentées  par  0%' 
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c'eft-à-dire ,  qu'on  prendra  la  Comme  des  quarrés  des  nombres 
naturels ,  &  on  la  multipliera  par  — .  Ainfi  pour  la  Comme  des 
quantités  an9  on  aura  * .  (  n  +  i  ) .  —  y  pour  celles  des 
quantités  — » ,  on  aura  — .  (»  +  i  )  •  —  ;  &  pour  celles 

2  2  2 

des  quantités  —n*9  on  aura  —  #  I*         »  enforte 

que  la  fomme  des  quantités  a  n  ■+-  —  /i2  —  —  n  f  ou 
la  fomme  des  termes  de  la  féconde  fuite ,  fera  a .  («  + 1  )  ; 

».       r       2  «'  -1. 3  r*  -1-  *  r        /        ,       N        n         .     - 

~+"r- —  6     r/ <*  +  0  •—  T"  fc 

réduit  à  *.(*  +  O.-^+r.t*""1^^**1?; 

&  puifque  chaque  terme  de  la  troifième  fuite ,  eft  la  fomme 
des  termes  de  la  féconde ,  on  fommera  cette  troifième  en 
fommant  les  différentes  parties  de  ce  dernier  réfultat,  qui 
n'exigera  encore  que  des  fommations  des  puiflances  de  la  fuite 
naturelle  des  nombres,  &  ainfi  à  l'infini.  Si  l'on  fuppofe 
*=x,  &r=i,  c'eft-à-dire,  fi  la  progreffion  primitive 
eft  la  fuite  des  nombres  naturels ,  les  progreffions  dont  il 
s'agit  actuellement,  deviennent  alors  ce  qu'on  appelle  les 
nombres  figures.  Ceft  par  cette  dernière  formule  qu'on  peut 
trouver  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  triangulaire  :  comme 
on  a ,  dans  ce  cas,  *  =  i ,  &  r=  i ,  elle  fe  réduit  à 
»  +  i      n  4-  2 

2  3 

On  peut  de  même  fommer  les  fuites  que  Ton  formeroii 
en  ajoutant  la  fuke  des  quarrés ,  ou  la  fuite  des  cubes ,  &c. 
de  cette  même  manière.  En  un  mot,  on  peut  fommer  par 
ces  mêmes  moyens,  toute  fuite  de  quantités,  dont  un  terme 
quelconque  fera  exprimé  par  tant  de  puiflances  parfaites  que 
l'on  voudra  <Tun  même  nombre  a,  ces  puiflances  étant  d'ait- 
leurs  multipliées  par  tels  nombres  connus  que  l'on  voudra. 
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Propriétés  ô  ufages  des  Progreffions 

géométriques. 

141.  On  peut  aufli  trouver  la  fomme  des  termes 
d'une  progreflion  géométrique  ,  par  une  méthode 
analogue  à  celle  que  nous  ayons  employée  pour 
fommer  les  puiflances  des  termes  d'une  progreflion 
arithmétique. 

Suppofons que  a,f>;c,d,e, &c.  foient  les  termes 
confécutifs  d'une  progreflion  géométrique  croiflante, 
dont  la  raifon  foit  q.  Puifque  chaque  terme  contient  q 
de  fois  celui  qui  le  précède ,  on  aura  les  équations 
fuivantes  b  =  aq,  c  =  t>q,d=scq9  e  =  dq 9  &c; 
donc  ajoutant  ces  équations ,  on  aura  b  4-  c  +  d  + 
er=^a+b  +  c  +  d)qJo\x  l'on  voit  qu'en  général) 
le  premier  membre  fera  toujours  la  fomme  de  tous 
les  termes  excepté  le  premier  ;  &  le  fécond ,  fera 
toujours  la  raifon  q  multipliée  par  la  fomme  de  tous 
les  termes  excepté  le  dernier.  Donc  fi  l'on  appelle  s 
la  fomme  de  tous  les  termes ,  &  u  le  dernier ,  cette 
équation  fe  changera  en  s  —  *  =  (  s  —  u)  q  ou 
s  —  a=  qs  —  qu9  d'oîi  l'on  tire  qu  —  a  =*qs  — 

5«(j  —  1)5  ;&  par  conféquent  s  =  -"Zr  > 

formule  par  laquelle  ,  connoiflant  le  premier  terme  a, 
le  dernier  u  >  &  la  raifon  q  9  on  aura  la  fomme  s 
de  tous  les  termes* 
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Cette  même  formule  peut  ferVir  auffi  pour  les 
progreffions  décroiffantes  ,  puifque  la  progreflion 
décroiffante  prife  dans  un  ordre  renverfé ,  eft  une 
progreflion  croiflante  ;  il  n'y  aura  de  changement  à 
faire  que  celui  de  dire  dernier  terme  ,  au  lieu  de  pre- 
mier, &  premier  y  au  lieu  de  dernier. 

Si  la  progreflion  décroiffante  s'étendoit  à  l'infini , 

la  fomme ,  s  fe  réduiroit  alors  à  s  =  -^- ,  u  mar- 

quant  le  premier  terme.  En  effet ,  pour  exprimer 
que  la  progreflion  s'étend  à  l'infini ,  il  faut  intro- 
duire dans  le  calcul ,  ce  que  cette  fuppofition  ren- 
ferme ,  favoir  que  le  dernier  terme  eft  infiniment 
petit  ;  or  le  moyen  d'exprimer  cette  dernière  con- 
dition ,  c'eft  de  le  fuppofer  nul  à  l'égard  du  terme 
qu;  car  fi  on  le  laiffoit  fubfifter,  ce  feroit  fuppofer 
qu'il  peut  encore  diminuer  qu9ce  qui  eft  contre  la . 
première  fuppofition. 

On  voit  donc  que  pour  avoir  la  fomme  de  tous  Tes 
termes  d'une  progrejfion  géométrique  9  il  faut  multiplier 
le  plus  grand  terme ,  par  la  raifon  (*)  delà  progreffion  , 
&  ayant  retranche  du  produit  ,  le  plus  petit  terme  de 
cette  même  prog/rtffjon ,  divifer  U  refit  par  la  raifon  diminuée 


(  *  )  Par  U  raifon ,  nous  enten- 
dons ,  en  général ,  le  nombre  de 
fois  qu'un  terme  de  la  progref- 
fion contient  celui  qui  eft  immé- 


diatement plus  petit,  enforte  que 
cet  énoncé  convient  à  la  pro- 
greflion décroiffante  comme  à  U 
progreflion  croiflante. 

s4 
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d'une  unité  ;  enforte  que  ,  lorfque  la  progreflîon 
eft  décroisante  à  l'infini ,  cela  fe  réduit  à  multiplier 
le  plus  grand  terme  par  la  raifon ,  &  divifer  enfuite 
par  la  raifon  diminuée  d'une  unité.  Ainfi  la  fomme 
des  termes  de  cette  progreflîon  continuée  à  l'infini 

•rf  T  :  i  :  ï  :  Té  :  1T ,  &c-  eft  |^  ou  i  ;  il  en  eft 

de  même  de  la  fomme  des  termes  de   celle  -  ci 

t;  y  •  9  •  tf  •  tï  &c  ^ont  *a  ™fon  *  en  confidérant 
cette  progreflîon  comme  croiffante ,  eft  3 ,  puifque  \ 
divifé  par  f  donne  3.  En  effet ,  la  fomme  des  termes 

de  cette  progreflîon  eft ,  •*— 2 ,  qui  fe  réduit  à  1.  En 

général  toute  progreflîon  géométrique  décroiflante  à 
l'infini  dont  chaque  terme  a  pour  numérateur  conf- 
tant  ,  un  nombre  moindre  d'une  unité  que  le  déno- 
minateur du  premier  terme ,  vaut  1 .  Car  cette  pro- 
greflîon eft  en  général  ^  -^-  :  ^A—  : ,    "   _t  • 


X      8+l) 

n  ■+-  1      x  ' 


jm    ,u)  &c.  dont  la  fomme  eft       '    — ; — *  w 
—  •  c'eft-à-dire,  1. 

Si  cette  conclufion  paroit  furpronante  à  quelques  lefteurs, 
ils  doivent  faire  attention  que  fi  après  avoir  pris  ,  par 
exemple ,  les  f  de  la  ligne  AB  (fig,  6)  que  je  iuppofe  de 
1  pied,  on  prend  enfuite  Cd9  c'eft  à-dire,  les  deux  tiers  de 
la  partie  refiante  CB ,  puis  les  deux  riers  de  la  partie  res- 
tante dBy  puis  les  deux  tiers  de  la  partie  reftante  tB9  & 
ainfi  a  l'infini,  on  n'aura  jamais abforbé  plus  que  la  ligne  AB. 
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La  même  chofe  aura  lieu  fi  l'on  prend  d'abord  les  trois 
quarts  de  AB  9  puis  les  ~  de  ce  qui  refte ,  &  ainfi  à  1W 
fini.  Or  c'eft  ce  qu'exprime  la  progrefEon  f,  f  »  ■£■>  puif- 
que  f  eft  les  |  de  £,  £  eft  les  §  de  £  &  ainfi  de  fuite. 

X41.  Nous  avons  vu  (  Jrith.  in  )  qu'un  terme 
quelconque  d'une  progreffion  géométrique  étoit  com- 
pofé  du  premier  multiplié  par  la  raifon  élevée  à  une 
puiflance  d'un  degré  égal  au  nombre  des  termes 
qui  précèdent  celui  dont  il  s'agit.  Donc  fi  l'on  nomme 
a ,  le  premier  terme ,  u  un  terme  quelconque ,  q  la 
raifon ,  &  n  le  nombre  des  termes ,  on  aura  u  =3 
aqH~l  :  &  comme  il  entre  quatre  quantités  dans 
cette  équation ,  on  peut  en  tirer  quatre  formules , 
qui  fendront  à  réfoudre  cette  quefHon  générale; 
Trois  de  ces  quatre  chofes  étant  données ,  le  pre- 
mier terme ,  le  dernier ,  la  raifon  ,  &  le  nombre 
des  termes  d'une  progreffion  géométrique ,  trouver 
la  quatrième.  Car  i°.  l'équation  donne  immédiate- 
ment la  valeur  de  u.  i°.  On  trouvera  facilement  que 

celle  de  a  eft  a  =  -^  :  à  l'égard  de  celle  de  q ,  on 

f  ■  «-. 

trouvera  par  ce  qui  a  été  dit  (  171  ) ,  q  =  |/  — # 

Sur  quoi  nous  remarquerons  que  cette  dernière  équa- 
tion renferme  la  règle  que  nous  avons  donnée  en 
Arithmétique  pour  inférer  plufieurs  moyens  pro- 
portionnels entre  deux  quantités  données.  Ces  quan- 
tités font  ici  a  &  u  ;  mais  pour  avoir  la  raifon  q 
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qui  doit  régner  dans  la  progreflîon ,  on  voh  ici  quril 
faut  divifer  la  plus  grande  u ,  par  la  plus  petite  a , 

&  tirer  la  racine  du  degré  n  —  i ,  du  quotient  -^-  ; 

or  n  étant  le  nombre  total  des  termes ,  n  —  i  eft 
plus  grand  d'une  unité  que  le  nombre  des  moyens; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  règle  citée. 

Quant  à  la  manière  d'avoir  n ,  dans  l'équation 
m=a<f~l9  l'Algèbre  ne  fournit  pas  de  moyens  direâs; 
mais  on  peut  la  réfoudre  facilement  ,  quoiqu'indirec- 
f ement ,  ^en  employant  les  logarithmes.  Nous  avons 
vu  (  Jrith.  219  )  que  pour  élever  à  une  puiffance 
par  le  moyen  des  logarithmes  ,  il  falloit  multiplier 
le  logarithme  de  la  quantité  ,  par  l'expofànt  de  cette 
puiffance,  Ainfi  en  repréfentant  par  L9  les  mots 
Logarithme  de  %  on  pourra  ,  au  lieu  de  L  a  * ,  prendre 
2  La  ;  au  lieu  de  La?  ,  prendre  3  La  ;  au  lieu  de 
La" y  prendre  nLa.  Donc,  en  fe  rappelant  que  pour 
multiplier  par  le  moyen  des  logarithmes ,  il  faut 
ajouter  les  logarithmes ,  &  qu'au  contraire  pour  di- 
vifer ,  il  faut  retrancher  le  log.  du  divifeur  ,  du 
log.  du  dividende,  on  aura  dans  l'équation  u  =2 
af~\  Lu^=La+Lqnmmt9o\xLu=sLa  +  ^n — i)Lq; 
donc  en  tranfpofant,  (n  —  i)Lq=Lu — La ,  &  par 

conféquent ,  en  divifant  par  L  q  9  n  —  1  =é  -^^ — , 
&  enfin  a  =    ttT       +  1. 
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Pour  donner  quelque  application  de  ceci,  fuppofons  qu'on 
ait  placé  au  denier  20  une  Comme  de  60000  livres,  ï  con* 
dation  que  les  intérêts  que  cette  Comme  produira  chaque 
année  ,  foient  traités  comme  un  nouveau  fonds  qui  pro- 
duira également  intérêt,  &  ainfi  d'année  en  année,  jufqu'à 
ce  que  le  fonds  foit  monté  à  1000000  livres.  On  demande 
combien  on  doit  attendre  pour  toucher  cette  dernière 
Comme. 

PuiCque  l'intérêt  eft  ici  ~  du  fonds  de  l'année  précédente  , 
au  bout  d'une  année  quelconque  le  fonds  fera  égal  au  fonds 
de  Tannée  précédente  plus  la  vingtième  partie  de  ce  même 
dernier  fonds;  ainfi,  fi  Ton  repréfente  para9b9csd9e 
les  fonds  Cucceffifs  d'année  en  année ,  on  aura  b  =  a  + 
±0a,  c=  b+  ±b9  d=c+  ±0€9t  =  J  +±J9 
c'eft-à-dire,  b-a  X  (1  +  £),  c=s*X(i  +  £), 
rf=  c  (1  +  ts),  «  =  <*(i  +  rô);  on  voit  donc  que 
chaque  fonds  contient  toujours  celui  qui  le  précède,  le 
même  nombre  de  fois  marqué  par  1  +  «^  ou  ££.  La  fuite 
de  ces  fonds  forme  donc  une  progreffion  géométrique  dont 
le  premier  terme  a  eft  60000  livres;  le  dernier  u9  eft 
1000000  livres  ;  la  raiCon  q  ,  eft  f£ ,  &  le  nombre  des 
termes  eft  inconnu.  On  le  trouvera  donc  en  Cubftituant  dans 

la  formule  n  =  — îî-^ — î-  -f-  1,  au  lieu  de  a ,  u  &  qg 

.            .                   .  ,                     £1000000—  L 60000  , 
leurs  valeurs,  ce  qui  donnera  n  = rrr +  1 , 

eu  (  parce  que  If£  =  £n  —  £20).  .•••'••«••• 

„  _    £1000® 00  —  L  60000       1  1      #«  ■! 

n  ~ Lu  —  £10  +  1  ;  or,  par  les  Tables,  on 

trouve  £1000000  =  6,0000000;  1 60000  =  497781513; 
£21  =  1,3222193,  £20  =  1,3010300;  donc •' 

n   —    6,0000000  —  4,7781513     »  _    1,2118487      , 

•    *"■  1,3222193  — 1,3010300  "■"     '■  mmm    0,0211893     '     '    mm 
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57,7  -f  1  J  peu  près  ;  c'eft-à-dire ,  que  le  fonds  de  60006 
fera  monté  à  1 000000  liv.  au  bout  de  58  ans  8  mois  £,  à 
peu  près. 

Puifque  (  Arhhm.  230  )  pour  extraire ,  par  le  moyen  des 
logarithmes  ,  une  racine  d'un  degré  propofé,  il  faut  divifer 
k  logarithme  de  la  quantité,  par  l'expofant;  on  peut,  par 
le  moyen  des  logarithmes,  réfoudre  facilement  en  nombres 

l'équation    q   3  j/~  ;   car   on   aura  Lq   =  *Z~\  = 

Lu  —  Lm 

■    ^ •  Si  Pon  veut  appliquer  ceci  à  un  exemple  ,  il 

n'y  a  qtfà  chercher  quel  deyroit  être  dans  le  précédent, 
l'intérêt,  pour  qu'en  58  ans  &  •£,  le  fonds  de  60000  liv. 
montât  à  1 000000  liv.  On  a  ici  a  =  60000  r  u  =  1 000000, 
n  ss  58,  7  :  en  employant  les  logarithmes  des  Tables,  on 
trouvera    Lq   =   ^"^^  =    '^Mr   ^ 

donne  Lq  ==  o,  021 1757  ;  ce  logarithme  répond  dans  les 
Tables,  à  1,0500  à  très-peu  près;  &  ce  dernier  nombre 
réduit  en  vingtièmes,  donne  21,  d'où  l'on  conclura  que 
l'intérêt  eft  à  très-peu  près  ~. 

• 

On  voit  anffi  par-là ,  comment  on  peut  facilement  inférer 
par  le  moyen  des  logarithmes,  plufieurs  moyens  propor- 
tionnels géométriques,  entre  deux  nombres  donnés. 

143.  L'équation  s^=  LLZLf ,  donnera  auffi  quatre 

équations  qui  ferviront  à  réfoudre  ce  problême  gé- 
néral ,  trois  de  ces  quatre  chofes ,  la  fomme ,  la 
raifon  ,  le  premier ,  &  le  dernier  terme  d'une  pro~ 
greifion  géométrique,  étant  données,  trouver  la 
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ïjuatrième.  Cela  eft  trop  facile ,  à  préfent ,  pour 
nous  y  arrêter. 


Enfin  fi  Tune  des  deux  équations  s  =3  q*~*  & 

u  =s  a  qn~l ,  on  tire  la  valeur  d'une  même  quantité 
a,  ou  q ,  ou  uy  Sec. 9  &  qu'on  la  fubftitue  dans 
l'autre ,  on  aura  les  autres  équations  qui  peuvent 
fervir  à  réfoudre  la  queftion  fui  vante ,  encore  plus 
générale;  de  ces  cinq  chofes,  le  premier  terme, 
le  dernier ,  la  raifon  ,  la  fomme ,  &  le  nombre  des 
termes  d'une  progreflion  géométrique,  trois 'étant 
données ,  trouver  chacune  des  deux  autres. 

De  la  Jbmmation  des  fuites  récurrentes. 

&44«  On  appelle  fuites  récurrentes,  celles  dont  un  terme 
quelconque  fe  forme  de  l'addition  d'un  certain  nombre  de 
termes  précédens,  multipliés  ou  divifés  par  des  nombres 
déterminés ,  pofitife  ou  négatifs.  Par  exemple,  la  fuite  2, 
3,  19,  101 ,  545,  &c,  eft  une  fuite  récurrente,  parce 
que  chaque  terme  eft  formé  des  deux  précédens  f  en  mul- 
tipliant le  premier  par  2 ,  le  fécond  par  5 ,  &  ajoutant  les 
deux  produits;  543  eft  19  X  1  +  101  X  S»  de  même, 
loi  eft  3  X  *  +  19  X  5. 

On  peut  fommer  ces  fuites  d'une  manière  analogue  à  celle 
que  nous  avons  employée  ci-deflus;  il  fuffira  d'en  donner 
un  exemple ,  fur  les  fuites  récurrentes  dont  la  loi  ne  dépend 
que  de  deux  quantités,  comme  celle  que  nous  venons  4'ap* 
porter  pour  exemple, 


%96  C  o  v  r  $ 

Soient  donc  a  ,  i,  c ,  dt  cf  /,  &c.  plufieurs  termes  for* 
mis  par  cette  loi,  que  chacun  fou  compofé  des  deux  pré- 
cédera dont  le  premier  eft  multiplié  par  un  nombre  connu  m9 
&  le  fécond  par  un  nombre  connu  p;  on  aura  donc  cette 
fuite  d'équations  :  c=:rna  -\-pb9  dz=imb^-pcyt=:  me  -\-pd9 
fz=.  md  +  pt9  &c.  Donc  en  ajoutant  cette  fuite  d'équations , 
on  aura  c  +  d  +  «  +/+>  &c.  =  m  (*  +  b  -+-  c  +  d)  + 
F  (^  +  *  +  ^  +  0  5  or  *e  Prcmier  membre  eft  la  fomme 
de  tous  les  termes ,  excepté  les  deux  premiers  :  le  multi- 
plicateur de  m,  dans  le  fécond  membre,  eft  la  fomme  de 
tous  les  termes,  excepté  les  deux  derniers;  &  enfin  le  mul- 
tiplicateur de  p,  eft  la  fomme  de  tous  les  termes ,  excepté 
le  premier  &  le  dernier;  donc  en  appelant  s,  cette  fomme, 
on  aura  f  —  a  —  £=  m  {s  —  t  — f)  +  p  (  x  —  *  —  /)  , 
d  ou  Ion  tire  s  = ~r    j  -rr    -ru. q^  <j0|1. 

I»  -y»  f  ™ •  I  * 

nera  la  fomme»  lorfqu'on  connoitra  les  deux  premiers  & 
les  deux  derniers,  &  de  plus  les  quantités  m  &  p. 

On  peut  y  faire  entrer  le  nombre  des  termes  ;  il  faut 
pour  cela,  chercher  l'expreflion  générale  d'un  terme  quel- 
conque, par  le  moyen  des  quantités  af  b9  m,  p  &  du 
nombre  n  des  termes  ;  mais  cette  recherche ,  pour  toutes 
les  efpèces  de  fériés  récurrentes ,  nous  méneroit  trop  loin. 

De  la  Conflruction  géométrique  des  Quantités 

algébriques. 

249.  Les  lignes,  les  furfaces  &  les  fblides  étant 
des  quantités  ,  on  peut  foire  fur  chacune  de  ces  trois 
efpèces  d'étendue ,  les  mêmes  opérations  qu'on  fait 
fur  les  nombres  &  fur  les  quantités  algébriques». 
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Mais  les  réfuhats  des  ces  opérations  peuvent  être 
évalués  de  deux  manières  principales ,  ou  en  nombres, 
ou  en  lignes.  La  première  manière  fuppofant  que 
chacune  des  quantités  données  eft  exprimée  en 
nombres  ,  ne  peut  avoir  à  préfent  aucune  difficulté  : 
il  ne  s'agit  que  de  fubftituer  à  la  place  des  lettres, 
les  quantités  numériques  qu'elles  repréfentent ,  & 
faire  les  opérations  que  la  difpofition  des  fignes  & 
des  lettres  indique. 

Quant  à  la  manière  d'évaluer  en  lignes  les  réfultats 
des  (blutions  que  l'Algèbre  a  fournies ,  elle  eft  fondée 
fur  la  connoiflance  de  ce  que  fignifient  certaines 
expreffions  fondamentales ,  auxquelles  on  rapporte 
enfuite  toutes  les  autres.  Nous  allons  faire  connoître 
les  premières ,  &  nous  ferons  voir  enfuite  comment 
on  y  rapporte  les  autres  :  c'eft-là  ce  qu'on  appelle 
conftrwrt  les  quantités  algébriques ,  ou  les  problêmes 
qui  ont  conduit  à  ces  quantités. 

246.  Si  Ton  ayoit  à  construire  une  quantité  telle  que 

— ,  dans  laquelle  a,  b9  c  marquent  des  lignes  connues  : 

on  tirerait  (j%.  7)  deux  lignes  indéfinies  AZ9  AX  fanant 
entre  elles  un  angle  quelconque.  Sur  Tune  AX  de  ces  lignes, 
on  prendront  une  parue  AB  égale  à  la  ligne  qu'on  a  re- 
présentée par  c9  puis  une  partie  AD  9  égale  à  Tune  ou  à 
l'autre  des  deux  lignes  a  &£,à*,par  exemple;  enfuite 
fur  la  féconde  AZ9  on  prendrait  une  partie  AC  égale  a 
la  ligne  b.  Ayant  joint  les  extrémités  B  &  C  de  la  première 
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&  de  la  troifiéme,  par  h  ligne  BC9  on  mènerait  par  Petf 
trémité  D  de  la  feeonde,  la  ligne  DE  parallèle  à  BC; 
elle  déterminèrent  fur  AZ  la  partie  AE  pour  la  valeur  de 

^—  ;  car  (Géom.  102)  les  parallèles  DE  &  BC  donnent 

cette  proportion  AB  :  AD  ::  AC  :  AE,  c'eft-à~diie, 

€ l  a  :  :  b  :  ^f£;  donc  (^râft.  179)  AE=x~m  Cefl4- 

dire ,  qu'il  faut  trouver  une  quatrième  proportionnelle,  aux 
trots  lignes  données  c,  af  b.  Et  puifque  (Géom.  120)  nous 
avons  donné  deux  manières  de  trouver  cette  quatrième  pro- 
portionnelle,  on  peut  employer  indifféremment  Tune  ou 

Fautre  pour  conflruire  — , 

On  voit  donc  que  fi  Ton  avoit  ï  conflruire    u   ,  ce 

cas  rentreroit  dans  le  précédent,  puifqu'alors  la  ligne  b  eft 
égale  à  <*. 

Si  Pon  avoit  à  conflruire       ^       ,  on  remarquerait  que 

cette  quantité  eft  la  même  que  **  j\  \* —  »  regardant 
donc  a  -f-  i  comme  une  feule  ligne,  repréfentée  par  m, 
&  c  +  d  auffi  comme  une  feule  ligne  n9  on  aurait  -^— 
i  conflruire ,  ce  qui  fe  rapporte  au  cas  précédent. 

Que  Pon  ait   **  "* ,  on  fe  rappellera  que  a *—  bb 

eft  (25)  la  même  chofe  que  (^  +  ^)xU  —  b);  ainfi, 
on  fe  repréfentera    *'  """ —  ,  fous  cette  forme .  .  ,  ;  • 


,  \*  T    /r"    r  ,  &  Pon  cherchera  une  quatrième  pro-» 
portionnelle  à  c,  4  -f-  *,  6c  a  —  *, 

Si  14 
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Si  la  quantité  à  conftruire  eft  -^-  ,  on  mettra  cette  quan« 

tîté  fous  cette  forme  -^—  X  —  *  &  ayant  confirait  -^-  ^ 
comme  on  vient  de  l'enfeîgner,  on  nommera  m  la  ligne 
qu'aura  donné  cette  conftru&on  $  ators  -~-  x  "-~  >  de- 
vient ^i-  >  qui  fe  confirait  comme  ci-deffus» 


On  voit  donc  que  pour  conftruire    \    ,  on  fe  le  reprê- 
fenteroit  comme  —  X  —  >   on   confirairoit  -2— ,  &  en 

m  h 

ayant  repréienté  la  valeur  par  m,  on  confirairoit # 

C 

Àinfi  tout  l'art  confifte  à  décompofer  la  quantité  en  por- 
tions, dont  chacune  revienne  à  la  forme  ou  — —  ;  & 

ce' 

quoique  cela  puifie  paroître  difficile  en  quelques  occafions, 
on  en  vient  cependant  facilement  à  bout,  en  employant 
des  transformations. 

Pir  exemple,  fi  j'avois  à  conftruire   *a  j]  ^    ,  je  fuppo- 

ferois  arbitrairement  ,   P  =   a*m  9   &   c2   =:  an;  alors 

ga^_  ^    fe    changeait   en     tf,  +  „fl     qui   fe    réduit    k 

"*  "tr  tfl*- .  ou    '*  +  »)»«      quantité  facile  à  conftroire 

(après  ce  qui  a  été  dit  rî-defius),  dès  qu'on  connoîtra  m 
&  ii.  Or  pour  connoitre  m  &  n9  les  équations  V  =  <**/» 

&  c*s=  tf/x,  donnent  m  rr  — -j-  &  n  ss  -— ,  qui  fe  conf- 

truifent  par  ce  qui  précède. 

Ainfi  tant  que  la  quantité  fera  rationnelle,  c*eft- à-dire, 
(ans  radicaux  ;  fi  le  nombre  des  dimenfions  du  numérateur. 
Marine.  Alçjbbtt*  T 
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ne  furpafle  que  d'une  unité  celui  des  dimenfions  du  déno- 
minateur ,  on  ramènera  toujours  fa  conftruâion  à  chercher 
une  quatrième  proportionnelle  à  trois  lignes  données. 

Il  arrive  quelquefois  que  les  quantités  fe  présentent  fous 
une  forme  qui  femble  rendre  inutile  le  fecours  des  transfor- 
mations: c'eft  lorfque  la  quantité  n'eft  pas  homogène;  c'eft-à- 
dire,  lorfque  chacun  des  termes  du  numérateur  ou  du  dé- 
nominateur n'eft  pas  compofé  du  même  nombre  de  fadeurs» 

J>ar  exemple,  lorfque  la  quantité  eft  telle  que  ■*  "^  .  •  Mais 

il  faut  obferver  que  Ton  n'arrive  jamais  à  un  pareil  réfultar, 
que  lorfque  dans  le  cours  d'un  calcul  on  a  fuppofé  (dans 
la  vue  de  amplifier  le  calcul  )  quelqu'une   des   quantités 

égale  à  l'unité.  Par  exemple ,  fi  dans  *»*v  t  ,  je  fup- 
pofé b  égal  à  i ,  alors  j'aurai  -*a  j£^  #   Mais  comme  on 

ne  peut  jamais  entreprendre  de  conftruire,  fans  connoitre 
les  élémens  qu'on  emploie  pour  cette  conftruâion ,  on  fait 
toujours  dans  chaque  cas  quelle  eft  cette  quantité  qu'on  a 
fuppofée  égale  à  l'unité  ;  on  pourra  donc  toujours  la  refb- 
tuer  ;  &  il  ne  peut  y  avoir  d'embarras  là-deflus ,  parce  que 
le  nombre  des  dimenfions  devant  toujours  être  le  même 
dans  chaque  terme  du  numérateur  &  du  dénominateur 
X  quoiqu'il  puifle  être  différent  des  termes  de  l'un  aux  termes 
de  l'autre  ) ,  on  reftituera  dans  chaque  terme  une  pin/Tance 
de  la  ligne  qu'on  a  prife  pour  unité ,  fuffifammem  élevée 
pour  compléter  le  nombre  des  dimenfions  ;  ainfi ,  fi  j'avoîs 

à  conftruire       J,  ^  e    ;  fuppofant  que  d  foit  la  ligne 

qui  .a  été  prife  pour  unité ,  j'écrirois  "T  d  ,  "fr c*  y 
que  je  conftruirois   en   fàifimt  t*  zz  dm$  c*  zz  dn   & 
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é?  s:  d*p ,   ce  qui  la  changerait  en  — p  ^\  .   jt* ■ — — . 

dp  +  bd+  nd  {pJLh+n)d  -  l   r    ., 

ou     f  ^+  J        ,  ou    lf^+^         ,  quantité  £icile 

à  conftruire*  dès  qu'on  aura  conftruit  les  valeurs  de  /»,  n 

&  p ,  favoir  »  =  —r*  ,  n  =s  —  ,  p  rz  — ,   qui  font 

elles  -  mêmes  faciles  à  conftruire ,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
ci-deflus. 

Dams  tout  ce  que  nous  venons  de  dire ,  nous  avons  fup- 
pofô  que  le  nombre  des  fadeurs,  ou  le  nombre  des  dimen- 
(ions  de  chaque  terme  du  numérateur,  ne  furpaflbit  que 
d'une  unité,  celui  des  dimenfions  du  dénominateur,  U  peut 
le  furpafler  de  deux,  &  même  de  trois,  mais  jamais  de 
plus,  à  moins  que  Quelque  ligne  n'ait  été  fuppotte  égale  à 
runité,  ou  que  quelques-uns  des  faâeurs  ne  repréfentent 
des  nombres. 

247.  Lorfque  le  nombre  des  dimenfions  du  numé- 
rateur de  la  quantité  propofée  furpaffe  celui  des 
dimenfions  du  dénominateur,  de  deux  unités;  alors 
la  quantité  exprime  une  furface  dont  on  peut  tou- 
jours  ramener  la  conftru&on  à  celle  d'un  parallélo- 
gramme, 8c  même  d'un  quarré. 

Par  exemple ,  fi  j'avois  à  conftruire  la  quantité  -f—X-fiL 
te  la  conlidererois  comme  a  X  — -£ — -;  or  — -Ç- _ 

'  A   ^m   C  A   ^"   C         9 

fe  conftruit  aifément  par  ce  qui  a  été  dit  ci-deflus ,  en  le 

confidérant  comme  a  X    *  T  le   •  fuppofons  donc  que  m 

frit  la  valeur  de  la  ligne  qu'aura  donnée  cette  conftruâion  j 

T  % 
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alors  a  X  ,  *     $  deviendra  a  X  »»  or  fi  Ton  fait  ii 

ii,  la  hauteur,  &  de  m,  la  bafe  d'un  parallélogramme,  on 
aura  a  y,  m  pour  la  furface  de  ce  parallélogramme  ;  donc 

4  i  »  f 

réciproquement  cette  fiuface  repréfentera  a  x  m  ou  -*  V —  • 

"i 

On  ramènera  de  même  à  une  pareille  «onftruâion,  la 

quantité    *  \      »  en  fàifant  bc=iam  &  d*^2an; 

car    alors   elle    deviendra       "*"  amc  t  **        qui  eÔ  la 

même  chofe  que   *  (  "'  +  ^  +  uà  ).    Or  le  fadeur 
!L  c   n  '  ^  apporte  aux  conftru£tions  précédentes; 

ainfi  que  les  valeurs  de  m  &  de  n.  Ayant  trouvé  la  valeur 
de  ce  'fadeur ,  fi  je  la  repréfcnte  par  p ,  il  ne  s'agira  plus 
que  de  -conftruire  a  X  p>  c'eft-à-dire ,  faire  un  parallélo- 
gramme dont  la  hauteur  foit  a ,  &  la  bafe  p, 

248.  Enfin  fi  le  nombre  des  dimenfions  du  numé- 
rateur ïiirpaffe  de  3  celui  des  dimenfions  du  déno- 
minateur, alors  la  quantité  exprime  un  folide  dont 
on  peut  toujours  ramener  la  conftrudion  à  celle  d'un 
parallélipipède. 

Par  exemple ,  fi  j'avois  à  construire  - — ï^ — ,  je  confia 

dérerois  cette  quantité  comme  étant  la  même  que  abx  *  t'  > 

&  ayant  conftruit  a  j^*    ,  félon  ce  qui  a  été  dh  ci-deflus, 

fi  je  repréfente  par  m  la  ligne  qu'aura  donnée  cette  conftruc- 
tion*  la  queftion  fera  réduite  à  construire  ab  X  m;  or  ab 
repréfente ,  ainfi  que  nous  venons  de  le  voir ,  un  parallé- 
logramme ;  fi  donc  on  conçoit  un  parallélipipède  qui  ait  pour 
bafe  ce  parallélogramme ,  &  qui  ait  pour  hauteur  la  lignç 
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m  9  la  folidité  de  ce  parallélépipède  repréfentera  aby^m% 
c'eft-à-dire , -r • 

1.49.  Ce  que  nous  venons  de  dire ,  fuffit  pour 
conftruire  toute  quantité  rationnelle.  Voyons  main- 
tenant les  quantités  radicales  du  fécond  degré. 

Pour  conftruire  \/  a  b ,  3  faut  {fi%.  #)  tirer  une 
ligne  indéfinie  AB ,  fur  laquelle  on  prendra  de 
fuite  la  partie  CA  égale  à  la  ligne  a  &  la  partie 
B  C  égale  à  la  ligne  b  :  fur  la  totalité  AB  comme 
diamètre  ,  on  décrira  un  demi  -  cercle  qui  coupe 
en  D  la  perpendiculaire  CD  élevée  fur  AB  au 
point  C  ;  alors  CD  fera  la  valeur  de  |/  ab  ; 
c'eft-à-dire  (  Gconu  126) ,  que  pour  avoir  la  valeur 
de  \/ab9  il  faut  prendre  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  quantités  repréfentées  par  a  tkb; 
en  effet  on  fait  (Géom.  125)  que  AC  :  CD  ;: 
CD  :  CB9  ou  a  :  CD  ::  CZ>  :  b;  donc,  en  mul- 
tipliant  les  extrêmes  &  les  moyens,  on  a  (CZ))1 
=  *£,  &  par  conféquent  C  D  =  \{  ab* 

On  voit  par-là ,  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  tranf* 
former  en  un  quatre ,  une  furface  quelconque  :  s'il  s'agit 
d'un  parallélogramme  dont  a  Toit  la  hauteur  &  Ma  bafe  ,  en 
nommant  x  le  côté  du  quatre  cherché ,  on  aura  x*=  ab, 
&  par  conséquent  x=^v/  ab;  on  prendra  donc  une  moyenne 
proportionnelle  entre  la  bafe  &  la  hauteur.  S'il  s'agit  d'un 
triangle  que  Ton  fait  (Gtom.  140)  être  la  moitié  <fun  paral- 
lélogramme de  même  bafe  &  de  même  hauteur,  on  prendra 
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une  moyenne  proportionnelle  entre  la  bafe  &  la  moitié  de 
la  hauteur ,  ou  entre  la  hauteur  Si  la  moitié  de  la  bafe. 

S'il  s'agit  d'un  cercle ,  on  prendra  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  rayon  &  la  demi  -  circonférence  ;  &  s'il 
s'agit  d'une  figure  rcâiligne  quelconque,  comme  on  fait 
(Garni.  143)  qu'elle  eft  réductible  à  un  triangle,  on  la 
réduira  aifément  en  un  quarré ,  en  prenant  une  moyenne 
proportionnelle  entre  la  bafe  &  la  moitié  de  la  hauteur  de 
ce  triangle. 

Mais  fi  la  figure  n'étoit  point  construite ,  &  que  l'on  eût 
feulement  Pexprefilon  algébrique  de  fa  fur  face ,  par  le  moyen 
de  quelques-unes  de  fes  dimenfions,  alors  on  conftruiroit 
comme  pour  les  quantités  que  nous  allons  parcourir. 

Si  l'on  avoit  \/  (3  a  £  +  £*),  on  confidéreroit  cette  quan- 
tité comme  étant  la  même  qnei/  [(  3  <*•+•  b)  X  ^]  ;  on  pren- 
droit  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  3  a  -J-  btk  k. 

Pareillement,  fi  Ton  a  v/(aa—  bb),  on  confidéreni 
cette  quantité  comme  étant  la  même  que  !/[(*+*) 

X  (*.— ^)1  ;  (M)  **n'  I*on  prendra  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  a  +£&*—•  L  Si  l'on  a  %/  (a*-\-bc)9 
on  fera  bc  ==  amy  &  alors  on  aura  1/(4*  +  am)  ou 
V  [(*+/»)X*]>  on  prendra  donc  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  a  +  m  &  a ,  après  avoir  confirait  la  valeur  de 

m  =  —,  en  fuivant  les  règles  données  ci-deffus. 

Pour  conftruire  >/  (  a*  +  **  )  »  on  pourvoit  auflî  (aire 
b*  =  am  &  conftruire  i/(a*  +  am)  felon  ce  qui  vient 
d'être  dit.  Mais  la  propriété  du  triangle  reftangle  (Géom.  164) 
nous  en  fournit  une  conftruâion  plus  fimple  ;  la  voici  :  tirez 
une  ligne  4B  (J%.  9)  égale  à  la  ligne  a  ;  à  fon  extrémité 


r 
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A ,  élevez  une  perpendiculaire  A  C  égale  à  la  ligne  h  ;  alors 
fi  vous  tirez  B  C  ,  cette  ligne  fera  la  valeur  de  v  (a1  +  b*)  : 
en  effet,  ptrifque  le  triangle  CAB  eft  reâangle,  on  a 
(Gccm.  164)  (#0*  =  C-* *)*-*-  (^Q*  =  *'  +  **>* 

On  peut  auffi ,  par  le  moyen  du  triangle  rec- 
tangle ,  conftruîre  \/  (  a 2  —  £2  )  autrement  que  nous 
ne  l'avons  fait  ci-deffus.  Pour  cet  effet ,  on  tirera 
(/#•//)  une  ligne  A  B  égale  à  a  ,  &  ayant  décrit  fur 
AB  comme  diamètre  ,1e  demi-cercle  ACB>  on 
tirera  du  point  Ay  une  corde  AC=b;  alors  fi  Ton 
tire  B  C,  cette  ligne  fera  la  valeur  de  \/  (  a1 — b1); 
car  le  triangle  ABC  étant  reâangle  (  Géom.  165  )  , 
on  a  (ABy  =  (ACy  +  (BCy;  donc  (BC)Z 
=  (ABY— (A Cy=a2  —  b1;  donc  BC=* 

_  m 

On  peut  donc  conftruire  auffi  \/  (  a*  +  b  c  )  au- 
trement que  nous  ne  l'avons  fait  ci-deflus ,  en  s'y 
prenant  de  cette  manière.  Faire  bc=*mz,  &c  conf- 
truire i/(<*2  +rnz>)  comme  il  vient  d'être  dit;  & 
pour  cet  effet,  on  commencera  par  déterminer  m 
en  prenant  une  moyenne  proportionnelle  entre  b 
&  c ,  ainfi  que  l'indique  l'équation  b  c  =*  m1 ,  qui 
donne  m=z\/bc. 

S'il  y  avoit  plus  de  deux  termes  fous  le  radical ,  on 
raméneioit  toujours  la  conftru&on  à  quelques-unes 

T4 
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des  méthodes  précédentes ,  par  le  moyen  de  trans- 
formations. Par  exemple ,  fi  j'avois  y  (a % + b  c  +  cf) , 
je ferois  bc^am,  ef=  an ,  &  j'aurois y  (a1  +  am 
+  tf/i)  ou  \/[(a+m  +  n)xa']9  que  je  conftrui- 
rois  en  prenant  une  moyenne  proportionnelle  entre  a 
&  a  +  m  +  n ,  après  avoir  conftruit  les  valeurs  de 
un  &  de  n ,  favoir  /n  =  —  ,  n  =  -^-.  Je  pourrois 
encore  faire  bc  =  m*9  efzzn1,  &  alors  j'aurois  à 
conftruire  y  (a2  +  m2  +n2).  Or  lorfque  le  radical 
renferme  ainfi  une  fuite  de  quarrés  pofitife,  par 
exemple,  y(a2  +  mz  +  n2+px  +  &c.)  on  fera 
y(a2  +  m2)  =  hy(h2+n2)  =  i,y(i2+p2)=ky 
&  ainfi  de  fuite  ;  &  comme  chacune  de  ces  quantités 
fe  trouve  déterminée  par  la  précédente ,  la  dernière 
donnera  la  valeur  de  y  (a*  +  m1  +n2+p2  +  &c.  )• 
Pour  conftruire  ces  quantités  de  la  manière  la  phis 
(impie ,  on  regardera  fucceflivement  chaque  hypoté- 
nufe  comme  un  côté ,  par  exemple  ,  (fig.  10  )  ayant 
pris  AB=ay  élevé  la  perpendiculaire  AC=:my 
&  tiré  BC  qui  fera  hy  on  élèvera  au  point  C ,  fur 
BCy  la  perpendiculaire  CD  =  n;  &  ayant  tiré 
B  D  qui  fera  i ,  à  fon  extrémité  D ,  on  élèvera 
fur  BD  la  perpendiculaire  DE=*py  &  BE  fera 
*  ou  y  (a2  +  m2  +  n2+p2). 

Si  quelques-uns  de  ces  quarrés  font  négatifs ,  alors 
on  réunira  à  ce  que  nous  venons  de  dire ,  ce  qui 
a  été  dit  pour  conftruire  y  (a2  —  b2). 
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Enfin  fi  l'on  avoit  à  conftmire  une  quantité  de  cette 
forme  jÇg£J ,  on  la  changèrent  en  'JOi^Ltm  , 

en  multipliant  haut  &  bas  par  y  (  d + e  )  ;  alors  cher- 
chant une  moyenne  proportionnelle  entre  t>  +  c&c 

d+c9  &  la  nommant  m,  on  auroit  à  construire  ^^, 

ce  qui  eft  facile. 

Au  refte ,  il  s'agit  ici  de  règles  générales  ;  on  peut 
fouvent  conftruire  d'une  manière  beaucoup   plus 
fimple,  en  partant  toujours  des  mêmes  principes; 
mais  ces  amplifications  fe  tirent  de  quelques  confé- 
dérations particulières  &  propres  à  chaque  queftion , 
&  ne  peuvent,  par  conséquent,  être  expofées  qu'à 
mefure  que  les  queftions  en  amènent  l'occafion.  Nous 
remarquerons  feulement ,  en  terminant  cette  matière , 
que  quoique  la  conftrudion  des  quantités  radicales, 
dont  il  vient  d'être  queftion ,  fe  réduife  à  prendre  des 
quatrièmes  proportionnelles ,  des  moyennes  propor- 
tionnelles ,  &  à  conftruire  des  triangles  reûangles , 
cependant  on  peut  quelquefois  avoir  des  conftruâions 
plus  ou  moins  (impies  ou  élégantes,  félon  la  méthode 
qu'on  emploie  pour  trouver  ces  moyennes  propor- 
tionnelles; c'eft  pourquoi  nous  enfeignerons  ici  deux 
autres  manières  de  trouver  une  moyenne  proportion* 
nelle  entre  deux  lignes  données. 

La  première  confifte  à  décrire  fur  la  plus  grande 
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AB  des  deux  lignes  données  (fig.  //)  un  demi- 
cercle  ACB  ;  &  ayant  pris  une  partie  AD  égale 
à  la  féconde ,  élever  la  perpendiculaire  DC ,&c  tirer 
la  corde  A  C  qui  fera  moyenne  proportionnelle  entre 
A  B  &  AD;  car  en  tirant  CB ,  le  triangle  A  CB 
(  Giom.  65  )  eft  reâangle  ,  &  par  conséquent , 
{Giom.  1 1 1  )  AC  eft  moyenne  proportionnelle  entre 
Thypoténufe  A  B  &  le  fegment  A  D. 

La  féconde  manière  confifte  (fig.  iz)  à  tirer  une 
ligne  ^5  égale  à  la  plus  grande  ligne  donnée,  & 
ayant  pris  fur  elle  une  partie  A  C  égale  à  la  plus 
petite ,  décrire  fur  le  refte  BC9  un  demi-<ercle  CDB, 
auquel  on  mène  la  tangente  A  D ,  qui  {Giom.  119) 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  AB  &  AC. 

On  voit  donc  que  les  quantités  rationnelles  peuvent 
toujours  être  conftruites  par  le  moyen  des  lignes 
droites ,  &  que  les  quantités  radicales  du  fécond  degré 
peuvent  être  conftruites  par  le  cercle  &  la  ligne  droite 
réunis. 

Quant  aux  quantités  radicales  de  degrés  Supérieurs, 
leur  conftruâion  dépend  de  la  combinaifon  de  diffé- 
rentes lignes  courbes  :  nous  en  parlerons  par  la  fuite. 

Nous  allons  nous  occuper ,  pour  le  préfent ,  des 
queftions  dont  la  folution  dépend  de  quantités  ou 
rationnelles  >  ou  radicales  du  fécond  degré. 
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Diverfes  queftions  de  Géométrie ,  0  réflexions 
tant  fur  là  manière  de  les  mettre  en  équa- 
tions,  que  fur  les  diverfes folutions  que  donnent 
Ces  Équations. 

2.50.  Le  principe  que  nous  avons  donné  (67)  pour 
mettre  les  queftions  en  équation ,  s'applique  égale- 
ment aux  queftions  de  Géométrie.  Il  faut  de  même 
repréfenter  ce  que  Ton  cherche ,  par  un  figne  par- 
ticulier ,  &  raifonner  enfuite  à  l'aide  de  ce  figne  & 
de  ceux  qui  représentent  les  autres  quantités ,  comme 
fi  tout  étoit  connu  ,  &  que  Ton  voulût  vérifier.  Cette 
méthode  ou  manière  de  procéder,  eft  ce  qu'on  appelle 
ÏAnafyfe.  Pour  être  en  état  de  faire  les  raifonnemens 
qu'exige  cette  vérification ,  il  faut  connoître  au  moins 
quelques  propriétés  de  la  quantité  que  Ton  cherche. 
11  eft  donc  clair  que  pour  être  en  état  de  mettre  les 
queftions  de  Géométrie  en  équation  ,  il  faut  avoir 
préfeirtes  à  l'efprit  les  cormoiffances  que  nous  avons 
données  dans  la  féconde  Partie  de  ce  Cours»  Dans 
la  plupart  des  queftions  numériques ,  ou  de  la  nature 
de  celles  que  nous  avons  parcourues  dans  la  première 
Se&on ,  il  fuffit  le  plus  fouvent ,  pour  appliquer  le 
principe ,  de  traduire  en  langage  algébrique  l'énoncé 
de  la  queftion  ;  mais  dans  l'application  de  l'Algèbre 
à  la  Géométrie ,  il  faut  fouvent  employer  encore 
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d'autres  moyens  :  nous  tâcherons  de  les  faire  con- 
noître  à  mefure  que  nous  avancerons  ;  mais  ce  que 
nous  pouvons  dire  en  général ,  pour  le  préfent ,  c'eft 
qu'il  n'eft  pas  toujours  néceffaire  y  pour  vérifier  une 
quantité ,  d'examiner  fi  elle  fatisfkit  immédiatement 
aux  conditions  de  la  quefKon  :  cette  vérification  fe 
fait  fouvent  avec  plus  de  facilité  ,  en  examinant  fi 
cette  quantité  a  certaines  propriétés  qui  font  éflen» 
tiellement  liées  avec  les  conditions  de  la  queftion. 
Après  cette  réflexion  dont  nous  aurons  occafion  de 
Êdre  ufage ,  nous  paflbns  aux  exemples ,  qui  dans 
cette  matière  font  toujours  plus  faciles  à  fàifir  que 
les  préceptes  généraux. 

251.  Propofons-nous  donc  pour  première  que& 
tion ,  de  décrire  un  quatre  ABCD  (fig.  13  )  dans  m 
triangle  donné  EHL 

Par  ces  mots  ,  un  triangle  donné ,  nous  entendons 
un  triangle  dans  lequel  tout  eft  connu  y  les  côtés  , 
les  angles ,  la  hauteur ,  &c* 

Avec  un  peu  d'attention  ,  en  voit  que  cette  quef- 
tion fe  réduit  à  trouver  fur  la  hauteur  E  F  un 
point  G  par  lequel  menant  AB  parallèle  à  Ht, 
cette  ligne  AB  (bit  égale  à  GF ;  ainfi  l'équation 
fe  préfente  tout  naturellement  ;  il  n'y  a  qu'à  déter- 
miner l'expreflion  algébrique  de  AB  ^  &  celle  de 
GFyU  enfuite  les  égaler» 
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Nommons  donc  a  la  hauteur  connue  E  F  ;  b  la 
bafe  connue  Hl ,  &  *  la  ligne  inconnue  G  F  ;  alors 
£  (?  vaudra  a  —  x. 

Or  puifque  ABdk  parallèle  à  Hl  ,  on  doit 
(G«v*.  115)  avoir  EF:  E6  ::  F/;  G  5  ::  Hl 
:  ^5  ;  c'eft-à-dire ,  EF  :  EG  ::  Hl  :  AB ,  ou 

4  :  a  —  x  il  b  :  AB  ;  donc  (  Arith.  179  )  AB  = 

— - — ;  puis  donc  que  -^2?  doit  être  égal  à  GF  9 
on  aura  ~  *  =5  x  ;  d'où  ,  par  les  règles  de  la 
première  Se&ion ,  on  tire  x  =  - 


*• 


Pour  conftruire  cette  quantité  ,  il  faut ,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  (  246  ) ,  trouver 
une  quatrième  proportionnelle  k  a  +  b,  b 9  &c  a9 
ce  que  Ton  exécutera  en  cette  manière.  On  portera 
de  F  en  O  une  ligne  FO  égale  à  a  +  bf  c'eft-à- 
dire,  égale  à  EF+HI,  &  Ton  tirera  EO ;  puis 
ayant  pris  FM  égale  à  Hl  =  b ,  on  mènera ,  pa- 
rallèlement à  E  O  y  la  ligne  M  G ,  qui  par  fa  ren- 
contre avec  EF  9  déterminera  G  F  pour  la  valeur 
de  x  ;  car  les  triangles  femblahles  EFO  ,  G  F  M 
donnent  FO  :  FM  il  FE  :  FG  ,oua  + b  :  b  y. 

*  :  FG;  F  G  vaudra  donc  ~p. 

151.  Propofons-nous  pour  féconde  queffion ,  celle- 
ci, ,, .  Conooiffam la  longueur  de  la  ligne  BC  (fig.  14  ), 
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&  les  angles  B  &  C  que  forment  avec  elle  les  deux  lignes 
BA  &  CA,  déterminer  la  hauteur  AD  à  laquelle  ces 
deux  dernières  lignes  fe  rencontrent. 

On  fait  entrer  les  angles  dans  le  calcul  algébrique 
à  Faide  des  mêmes  lignes  qu'on  emploie  dans  la  Tri- 
gonométrie ,  .c'eft-à-dire  ,  à  l'aide  des  finus  ,  tan- 
gentes ,  &c.  Ainfi  quand  on  dit  qu'on  donne  un 
angle,  l'angle  C>  par  exemple,  on  entend  que  Ton 
donne  la  valeur  de  fon  finus  ou  de  fa  tangente; 
cela  pofé  ,  nommons  BC  =  a,  AD  =  y.  Dans 
le  triangle  reâangîe  ADCy  nous  aurons  (Gcom.  196) 
CD  :  DA  ::  comme  le  rayon  eft  à  la  tangente 
de  l'angle  A  CD  :  ou  CD  :  y  ::  r  :  my  en  appe- 
lant r  le  rayon  &  m  la  tangente  de  l'angle  A  CD; 

donc  (  ^rirA.  179  )  CD  =  ~.  Par  un  raifonnement 

femblable ,  on  trouvera ,  en  nommant  n  la  tangente 

de  ABD,  BD  :  y  ::  r  :  n9  donc  BD  =  ^; 

or  J5Z?  +  2?C  =  BC=*a  ;  donc  ^  +  r-^  =:  a. 


D'oîi  l'on  tire  j^ 


an  n 


m  -••  r« 


On  peut  rendre  cette  expreflîon  plus  {impie ,  en 
introduifant  9  au  lieu  des  tangentes  m  &  n  des  deux 
angles  C  &  B ,  leurs  cotangentes  que  nous  nom- 
merons />  &  q.  Pour  cet  effet ,  il  faut  fe  rappeler 
(  Giom%  280  )  que  tang.  :  r  il  r  :  cot.  ;  en  vertu  de 
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cette  propofition ,  on  aura  m  :  r  ::  r  :  p  &Cn  :  r  :: 
r  :  a;  d'oh  l'on  tire  m  —  -  &  *  =  -^;  fubftituant, 
au  lieu  dem&n,  ces  valeurs ,  dans  celle  de  y  , 

g  r4  tfr4 

on  aura  v  =3  ti **       =  —  X       M 

on  aura,/  — £^-7  —  ffi\  q r,  =  M  a  pr*  +  qr$ 

P         1  Pi 

n=  — ^— ,  qui  fe  conftruit  facilement  en  prenant  une 

quatrième  proportionnelle  à/>  +  f,  r  &c  a. 

2 5  3.  On  voit  par-là  ,  que  lorfque  parmi  les  quan- 
tités qu'on  peut  regarder  comme  données,  celles  qu'on 
a  employées  ne  conduifent  pas  à  un  réfultat  auffi 
fimple  qu'on  le  defire ,  il  n'eft  pas  néceflaire  de 
recommencer  un  nouveau  calcul  pour  s'affurer  fi , 
en  employant  les  autres  données,  on  ne  pourroit 
pas  arriver  à  un  réfultat  plus  fimple.  Il  fuffit  d'ex- 
primer par  des  équations  les  rapports  des  données 
qu'on  a  employées  d'abord ,  avec  celles  qu'on  veut 
introduire ,  c'eft  ainfi  que  nous  venons  d'exprimer  m 

&  n  par  les  équations  /«=  — >  n  =  —  ;  alors  par 

de  (impies  fubftitutions ,  nous  avons  eu  une  folution 
dépendante  de  p  &  de  q. 

Z54.  Nous  choifirons  pour  troifième  exemple 
une  queftion  qui  nous  donne  lieu  tout  à  la  fois  de 
faire  voir  la  manière  de  mettre  en  équation  les  ques- 
tions de  Géométrie ,  &  comment  par  différentes 
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préparations  de  ces  équations,  on  peut  découvrir 
de  nouvelles  proposions. 

Cottnoijfant  Us  trois  cotés  d'un  triangle  ABC  (fîg.  1 5)1 
trouver  lesjegmeris  A  D  6*  D  C  formés  par  la  perpendi- 
culaire BD ,  &  la  perpendiculaire  B D  elle-même* 

Si  je  connoiflbis  chacune  de  ces  lignes  ,  voici 
comment  je  les  vérifierais,  rajouterais  le  quarré  de 
BD  avec  le  quarré  de  CD  ,  &  je  verrois  fi  la 
fomme  eft  égale  au  quarré  deBC;  ce  qui  doit  être, 
puifque  le  triangle  BDC  eft  reâangle  {Gêom.  164). 
rajouterais  de  même  le  quarré  de  AD  au  quarré 
de  BD  y  &  je  verrois  fi  la  fomme  eft  égale  au  quarré 
de  AB. 

Imitons  donc  ce  procédé ,  &  pour  cet  effet  nom- 
mons BD,  y;  CD  ,  x  ;  BC=  a;  AB  =  h; 
AC=:  c;  alors  A  D  qui  eft  =  AC—  CD,  fera 
=  c  —  x.  Nous  aurons  donc  x  x  +  y  y  =  aa,  & 
ce  —  icx+xx  +yyt=*bb. 

Comme  xx  &  y  y  n'ont ,  dans  chaque  équation , 
d'autre  coefficient  que  l'unité,  je  retranche  la  féconde 
équation  de  la  première ,  ce  qui  me  donne  tout  de  fuite, 

xcx — cc=aa — bb;  d'oh  Ton  tire xs**"**4"' 

ic 

=x  i^ —  +  ?  c  >  qu'on  peut    écrire  ainfi, 

,  =  i  <•  +  >)<—>')  +  -;  c  (*5). 

Or» 
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Or ,  fous  cette  forme ,  on  voit ,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  (146)  ,  que  pour  avoir  x  il  faut  chercher 
une  quatrième  proportionnelle  à  cya  +  b9&Ca  —  b; 
&  l'ayant  trouvée ,  en  prendre  la  moitié  que  Ton 
ajoutera  avec  £  c ,  c'eft  -  à  -  dire ,  avec  la  moitié  du 
côté  AC\  ce  qui  eft  abfolument  conforme  à  ce  que 
nous  avons  dit  (  Giom.  303  ). 

Mais  on  peut  tirer  plufieurs  autres  concluions  de 
ces  mêmes  équations  ;  nous  allons  en  expofer  quel- 
ques-unes ,  pour  accoutumer  les  commençans  à  lire 
dans  une  équation  ce  qu'elle  renferme. 

ajj.  i°.  L'équation  icx  —  cc  —  aa  —  bb,  eft  la  même 
chpfe  que  c  .  (  ix  —  c)  =  (a  -f-  b)  (a  —  b).  Or  puif- 
que  le  produit  des  deux  premiers  fadeurs  eft  égal  au  pro- 
duit des  deux  derniers,  on  peut  (*)  coofidérer  les  deux 
premiers,  comme  les  extrêmes,  &  les  deux  derniers  comme 
les  moyens  d'une'  proportion ,  &  l'on  aura  par  conféquent 
c  :  a  +  b  :  :  a  —  b  :  ax  -  c;  or  îx  —  c  eft  x  moins 
c  —  x;  donc  en  remettant  à  la  place  de  ces  lettres,  les 
lignes  qu'elles  repréfentent ,  on  aura  AC  :  BC  -\-  AB  :  ; 
SC  —  AB  :  CD  —  AD ,  ce  qui  eft  précifément  ce  que 
nous  avons  démontré  (Gcom.  302). 


(*)  Dorénavant  lorfque  nous  |  dès  que  deux  produits  font  égaux  p 
aurons  ainfi  partagé  chaque  mem-  j  les  faâeurs  de  l'un  peuvent  être 
bre  d'une  équation  en  deux  £ac-  |  confidérés  comme  les  extrêmes 
teurs,  nous  conclurons  tout  de  I  d'une  proportion  dont  les  facteurs 


fuite  la  proportion.  Il  fuffit  d'être 
averti ,  une  fois  pour  toutes  y  que 


de   l'autre  feroient  les  moyens 
(Àrûh.  180). 


Marine.  Jlglbrt.  V 
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256.  i°.  Si  du  point  C  comme  centre,  &  <fun  rayon 
égal  à  B  C,  on  décrit  l'arc  BO>  &  fi  l'on  tire  la  corde  BO% 
on  aura  (BD)%  4-  (DO)%  =  (BO)1;  or  DO  =  CO 
—  CD  s  BC  —  CZ>  =  *  —  x;  donc  (BO)*  =  yy 
•+-  44  —  itfx  +  xx ;  mais  nous  avons  trouvé  ci-deflus 
y  y  +  xx  r=  *«;  donc  (BO)*  r=  244  —  i*x  =  24 

(*  —  x);  mettant  donc  pour  x,  fa  valeur  **~"      '  cc 
on  aura  (BO)*  =  a*  (*  +     **  ""  **  ~  cc  )  = 

parce  que  a*c  —  *<i  —  ce  =  —  (*a  —  %ae  +  ec) 
=  —  (*  —  c)*;  or  (25)  en  confidérant  a  —  e  comme  une 
feule  quantité,  ona^  —  (4  —  c)*  =  (b  +  4  —  c) 

(*  —  *  4.  c);  donc  (BO)a  = -f  (*  +  a  —  c) 
(i-4  +  c)  qu'on  peut  mettre  fous  cette  autre  forme 
(BO)%  =  -y  (*•+•*  -t-c  —  ne)  {a  +  *  +  <-  a«); 
donc  fi  on  nomme  a/  la  fomme  des  trois  côtés,  on  aura 
{BOy  =  f  (a,  -  ac)  (a*  -«)  =  -»;  («-*) 

(*  —  c);  or  fi  du  point  C,  on  abaifle  fur  OB  la  per- 
pendiculaire CI,  on  aura  (Géom.  295)  dans  le  triangle  rec- 
tangle CIO 9  cette  proportion  CO  l  01  ::  R  l  fin.  OCI9 
c'eft-à-dire,  a  :  i  BO  :  :  R  l  fin.  OCI;  donc  £  BO  = 

a  un.  O CI  nrk  _     *a  un.  OCI        -  rx__ 

« ,  ou£0  =  jj  ;  «  par  confequent 


*o*  =  4^(fa»oc/y  égalant C€S dcax Talcur$ de  ^ 

on  aura  ^g-  C^-  OCI)*  =  •*£-  {s  —  a )  {s  -  0» 

ou  en  divifant  par  44 ,  &  chaflànt  les  dénominateurs, 
ac(fin.OCiyt=:R*(s-a)(s  —  c)9  d'où  l'on  tire  cette 
proportion  ac  l  {s— a)  (*  —  c)  Il  A*  :  {fou  0Cl)%; 
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qui  eft  h  régie  que  nous  ayons  donnée  (Géom.  304)  pouf 
trouver  les  angles  d'un  triangle  par  le  moyen  des  trots 
côtés,  mais  dont  nous  avons  renvoyé  la  démonstration  à 
cette  troïfième  Partie»  En  effet  a  c  eft  le  produit  des  deux 
côtés  qui  comprennent  l'angle  BCA;  s  —  a  &  i  — * 
font  les  deux  relies  que  Ton  a  en  retranchant  ces  deux 
mêmes  côtés  fucceffivement  de  la  demi-Comme  t  R  eft  le 
rayon,  8c  QCl  eft  la  moitié  de  l'angle  BCA%  puifque 
Cl  eft  une  perpendiculaire  menée  du  centre  C  fur  la 
corde  BO* 

277.  )°»  L'équation  yy+xxzz  ***,  donne  yy  as  4  j 
—  xx  z=  (4  +  *)  (a  —  x);  donc  en  mettant  pour  x, 
fa  valeur»  on  aura. »  •  » *  *  ♦  * 

yy  =(«+"-;:  +  ")(«  +"~»T")a> 

(  <«  +  ;>--"  ) x ("-(are)') » 

/«  +  '  +  »)(«  +  '-»*)  x  /t  +  .-c)K(t-à4.e\ t 

donc  4«cy}'  =  (  *  +  «-+-*)  («+*  —  *)  (*  +  *  —  <*) 
(*  —  c  +  *)>  ou 4ccyy  =(*  +  *  +  «)  («  +  *  +«**»*) 
(«  «+*  *  +  *  — ■  **)  (4  +*+«  —  ac);  donc  en  nom- 
mant a*  la  fomme  «  ■+■  h  +  c  des  trois  côtes,  on  «ira 
4ceyy  sz  is  .  (a*  —  a*)  (a*  —  ta)  (a/  —  ac), 
ou  4ccyy  —  l6s  .  (*  —  4)  (/  —  *)  (*  —  t)t  ou  dl» 
vifant  par  16  *   réduifant ,  &  tirant  la  racine  quarrée  , 

a.s^[j.((-<]0-i)(<-  c)].  Mais  ^  on 

■     eft  la  fur&ce  du  triangle  ^  JC;  donc  pour  âVoif 

la  furface  d'un  triangle ,  par  le  môyeri  des  trois  côtés  «  U 
faut  de  la  demi-Comme  retrancher  fucceffivement  éhàcuft 

V  % 
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des  trois  côtés;  multiplier  les  trois  reftes  entre  eux  8c  pat 
la  demi-fomme,  &  enfin  tirer  la  racine  quarrée  de  ce 
produit» 

258.  4°,  L'équation  %cx  —  ce  :=  a  a  ~  bb ,  donne 
bb  =:  aa  •+•  ce  —  %cx ;  mais  fi  la  perpendiculaire  tom- 
boit  hors,  du  triangle  ,  on  auroit  ,  en  confervant  les 
mêmes  dénominations  (fig.  16)  f  y  y  -|-  xx  =  aa ,  & 
y  y  +  ce  +  ac*  •+-  **  =s  Mf  parce  que  ^Z)  qui  étoit 
c  —  x,  eft  ici  c  +  x.  Donc  retranchant  la  première  équa- 
tion de  la  féconde,  on  auroit  ce  4-  icx  zzbb  —  aa, 

ou.  c(c  +  ix)  =z  (b  +  a)  X  (*  —  «)»  î1"  donne 
c  ;  ^  +  4  :  !  i  -  tf  !  c  +  ax  ;  or  c  +  a*  étant 
*  +  c  +  x  eft  C.D  +  -4Z?;  donc  ^  C  :  ,**  +  *c  :  : 
^fl  —  £C  :  CD  +  AD%  ce  qui  eft  la  féconde  partie  de 
la  propofition  que  nous  avons  démontrée  (  Géom.  302  ). 

259.  5°«  La  même  équation  ce  +  *c*  =2  *£  —  44; 
donne  bb  —  aa  -{-  ce  -\-  icx ;  comparant  donc  à  l'équa* 
tion  bb  =  a  a  -|-  ce  —  2 cap  qui  convient  à  la  fignre  15, 
on  voit  que  le  quarté  bb  du  côté  ^5  oppofé  à  l'angle  aign 
C,  vaut  moins  que  la  fomme  aa  +  ce  des  quarrés  des 
deux  autres  côtés,  puifqifd  vaut  cette  fomme  diminure 
de  2 ex.  Au  contraire,  le  quarré  bb  du  côté  AB,  oppofô 
à  l'angle  obtus  ()îg.  id)  vaut  a  a  +  ce  +  2  ex,  c'efl-à- 
dire ,  plus  que  la  fomme  des  quarrés  des  deux  autres  côtés. 
On  peut  donc,  par  ces  deux  remarques,  lorfqu'on  a  à  cal- 
culer les  angles  d'un  triangle  par  le  moyen  des  côtés ,  re- 
connoître  fi  l'angle  que  Ton  cherche,  doit  être  aigu  ou 
obtus* 

260.  6°.  Les  deux  équations  bb  zz  aa  -\-  ce  —  %cx$ 
&  bb  zzaa  4-  ce  +  acx,  confirment  ee  que  nous  avons 
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dît  fur  les  quantités  négatives.  Car  on  voit  que  félon  que 
la  perpendiculaire  BD  (fig.  i$  &  16)  tombe  dans  le  triangle 
ou  au- dehors,  le  fegment  CD  eft  de  différcns  côtés.  Or 
dans  ces  équations  le  terme  xcx  a  en  effet  des  fignes 
contraires.  Donc  réciproquement  ,  quels  que  foient  les 
calcu's  que  Ton  gmra  faits  pour  Pun  de  ces  triangles,  on 
aura  ceux  qui  conviennent  pour  les  cas  analogues  du  fé- 
cond ,  en  donnant  des  fignes  contraires  aux  parties  qui 
feront  fituées  de  différens  côtés ,  fur  une  même  ligne:  or 
dans  ce  que  nous  avons  dit  d-deffus,  tant  fur  le  calcul  de 
Fun  des  angles ,  que  fur  celui  de  la  fur&ce ,  le  fegipent 
CD  n'y  entre  plus  ;  donc  ces  deux  propofitions  appar- 
tiennent indifféremment  à  toute  efpèce  de  triangle  reôi- 
ligne* 

On  pourroit  tirer  encore  de  ces  mêmes  équations ,  phi« 
fieurs  autres  propofitions;  mais  nous  avons  d'autres  objet» 
)  envifager. 

161.  Quoiqu'en  général  on  ait  d'autant  plus  de 
reflburces  &  de  facilité  pour  mettre  les  queftions 
de  Géométrie  en  équation  ,  que  l'on  connoît  un 
plus  grand  nombre  de  propriétés  des  lignes  ;  cepen- 
dant, comme  l'Algèbre  elle-mêpie  fournit  les  moyens 
de  trouver  ces  propriétés  ,  le  nombre  des  propofi- 
filions  vraiment  néceffeires  ,  eft  affez  limité.  Ces 
deux  propofitions  ,  que  les  triangles  fcmblabUs  ont 
leurs  côtes  homologues .  proportionnels ,  &  que  dans  un 
triangle  rectangle ,  la  fomme  des  quarris  des  deux  cotés 
de  r angle  droit ,  cfl  égale  au  quatre  de  Chypoténufc ,  ces 
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deux  propofitions ,  dis-je ,  font  la  bafe  de  l'appli- 
cation de  l'Algèbre  à  la  Géométrie.  Mais  félon  la 
nature  des  quefUons ,  il  peut  y  avoir  bien  des  ma» 
nières  de  faire  ufàge  de  ces  deux  propofitions.  Cet 
ufege  n'étoit  point  difficile  à  appercevoir  dans  la 
queftion  que  nous  venons  de  traiter.  Mais  dans  les 
conféquences  que  nous  avons  tirées  de  fa  réfolution 
pour  le  calcul  de  l'angle  ,  par  le  moyen  des  trois 
côtés  ,  l'idée  de  décrire  Tare  BO  (  fig.  tS  ) ,  pour 
calculer  la  corde  BO  &  par  fa  moitié  OI9  calculer 
le  finus  de  l'angle  OCI ,  cette  idée  ne  fe  préfente 
pas  d'abord.  Il  en  eft  de  même  de  beaucoup  d'autres 
queftions.  Tantôt  ce  font  des  lignes  qu'il  faut  pro- 
longer jufqu'à  ce  qu'elles  en  rencontrent  d'autres  ; 
tantôt  des  lignes  qu'il  faut  mener  parallèles  à  quelque 
autre ,  ou  faifant  un  angle  donné  avec  quelque  autre. 
£n  un  mot,  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géo- 
métrie ,  ainfi  qu'à  toute  autre  matière ,  exige  de  la 
part  de  CAndyfU  y  un  certain  difeeroement  dans  le 
choix  &  Femploi  des  moyens.  Mais  comme  ce  dif- 
cernement  s'acquiert  en  grande  partie  par  l'ufage , 

* 

nous  allons  appliquer  ces  obfervations  à  divers 
exemples. 

162.  Propofans-nous  d'abord  cette  queftion  :  D%m 
point  A  (  fig.  17)  dont  La  foliation  eji  connue  à  l'égard 
4k  dmx  Uga$s  HD  6-  DI  ^i  font  entre  tilts  m  angk 
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connu  HDI  ,  tirer  une  ligne  droite  AEG  de  manière 
que  le  triangle  intercepté  ED G ,  ait  unefurface  donnée} 
c'eft -à- dire  ,  une  furface  égale  à  celle  d'un  quant 
connu  ce. 

Du  point  A  menons  la  ligne  A  B  parallèle  à  D  ff9 
&  la  ligne  A  C  perpendiculaire  fur  D  G  prolongée  : 
du  point  £  oh  la  ligne  AEG  doit  couper  DHf 
concevons  la  perpendiculaire  EF.Si  nous  connoif- 
fîons  EF  Se  D  G  y  en  les  multipliant  Tune  par 
l'autre  ,  &  prenant  la  moitié  du  produit ,  nous  au- 
rions la  furface  du  triangle  EDG ,  laquelle  devroit 
être  égale  à  ce. 

Suppofons  donc  DG  =i  x  ;  à  regard  de  EF% 
voyons  fi  nous  ne  pouvons  pas  en  déterminer  la 
valeur ,  tant  par  le  moyen  de  r,  que  de  ce  qu'il 
y  a  de  connu  dans  la  queftîon. 

Puifqu  on  fuppofê  que  la  fituation  du  point  A 
eft  connue  ,  on  doit  regarder  comme  connue  la 
diftance  BD  à  laquelle  paffe  la  parallèle  AB ,  & 
ta  diftance  AC  du  point  A  à  la  ligne  D  G  prolongée» 
Nommons  donc  BD9a96cAC9b£  alors  les  triangles 
femblables  ABG  U  EDG  +  nous  donnent  BG  t 
DG  ::  A  G  :  £  G;  &  les  triangles  femblables 
ACG  :  EFG9  nous  donnent  AG  :  EG  ::  AC 
:  EF  ;  donc  BG  :  DG  ::  AC  :  EF;  c'eft-à* 
dire  %  a  +  x  i  x  i:  b  i  EF;  donc  (  Ariûu  179  ) 
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que  EFx^on 


(*)?  puis  donc  que  la  furfàce  du 
triangle  EDG  doit  être  égale  au  quarré  ce ,  il  faut 

-^7  X  -^  =  cc,r/eft-à-dire, 

que  2a  +  lx  =scc  ,  ou  chaffant  le  dénominateur , 

i^AT=2tfCi;  +  iccx* 

Cette  équation  réfolue  fuivant    les   règles   des 
équations  du  fecond    degré  (99  &  100),  donne 

ces  deux  valeurs,  x=*  ~  ±  V(-^-  +  i^i)  ; 

dont  celle  qui  a  le  (igné  —  eft  inutile  à  la  queftkra 
précédente. 

Pour  conftruire  la  première ,  je  la  mets  fous  la 

forme  /mirante,  x  =  y  +  V  [(y  + 1  *)  y  ]  :  cela 

pofé ,  ayant  tiré  une  ligne  indéfinie  P  Q  (fig.  18) , 
fur  un  point  quelconque  C  de  cette  ligne ,  j'élève 
h  perpendiculaire  AC—t  9  &  je  prends  fur  CA 
&  CP  les  lignes  C  O ,  Cilf  égales  chacune  au  côté  c 
du  quarré  donné  ;  ayant  tiré  A  M ,  je  lui  mène  par 
le  point  O  la  parallèle  ON  qui  me  détermine  CS 

pour  la  valeur  de  ^  ,  puifque  les  triangles  femblables 
ACM,  OCN  donnent  A<  \  OC  ::  CM  :  Ctf, 


(  *  )  A  l'avenir  f  toutes  les 
fois  que  nous  aurons  à  exprimer 
un  terme  d'une  proportion  dont 
trois  feront  exprimés  algébrique- 
ment ,  nous  prendrons ,  fans  en 


avertir  davantage  ,  le  produit  des 
deux  moyens  divifé  par  l'extrême, 
ou  des  deux  extrêmes  divifé  par 
le  moyen,  félon  que  le  terme  cher- 
ché Cm  un  extrême  ou  un  moyen. 
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c'eft-à-dire,  b  :  c  ::  c  :  CN;  donc  CN=e-j ;  cela 

étant ,  la  valeur  de  x  devient  donc  x  =  CN  + 
tf[(CN+ia)xCN];otlf[(CN+ia)xCN] 
exprime  (  249  )  une  moyenne  proportionnelle  entre 
CN  &  CN+ia;  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
déterminer  cette  moyenne  proportionnelle,  &  de 
l'ajouter  à  CN.  Pour  cet  effet,  fur  NC prolongée , 
je  prends  CQ  =  1  a  ;  &  fur  la  totalité  N  Q ,  je  décris 
le  demi-cercle  N  VQ  rencontré  en  V  par  C  A;  je 
porte  la  corde  NFàe  N  en  P ,  &  j'ai  CP  pour  la 
valeur  de  x;  car  Aff  (Géom.  111)  eft  moyenne 
proportionnelle  entre  NC  &C  NQ,  c'eft-à-dire, 
entre  CN  &  CN  +  %a;  donc  NF  ou  PN=x 
y  [(CN+ia)xCN];  donc  CP=*CN+PN 
ss  CJV  +  ^  [(C#+ 10)  X  CW]  =*;  on  portera 
donc  CP  de  2?  en  G  (/£.  #7.) ,  &  Ton  aura  le 
point  G  par  lequel  &  par  le  point  A  tirant  A  G , 
on  aura  le  triangle  EDG  égal  au  quarré  «• 

263.  Si  Ton  veut  favoir  ce  que  fignifie  la  féconde  valeur 

de  x,  favoir,  *  =  -—■ •  ff-y-  +  ")  -^-J ,  on 

remarquera  que  rien ,  dans  la  queftion ,  ne  déterminant  s'il 
s'agit  plutôt  de  l'angle  EDG  (fig.  17)  que  de  fon  égal 
E'DG9  formé  par  le  prolongement  des  lignes  GD9  ED9 
&  tes  quantités  données  étant  les  mêmes  pour  celui-ci  que 
pour  l'autre,  cette  féconde  foludon  doit  être  celle  de  la 
queftion  où  il  s'agiroit  de  faire  dans  l'angle  ED&  la  même 
chofe  que  nous  avons  faite  dans  l'angle  EDG*  En  effet, 
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en  nommant  DG*  9  x;  &  confervant  les  autres  dénoaii^ 
nations,  les  triangles  ABG  >  EDG ,  femblables  à  caufe 
des  parallèles  AB  &  DE  donnent  B &  \  DG\\AG\ 
GE  ;  &  en  abaiflant  la  perpendiculaire  EF  %  les  triangles 
femblables  ACG ,  EP&  donnent  A  G  :  CE'::  ÀCl 
F'E;  donc  *<?  :  DG  \\  AC  :  F£'  ,   c'eft-à-dire  , 

a  —  x  :  *  :  :  t  :  FE;  donc  FF  =  abZx';  puis  donc 

que  la  furfâce  du  triangle  CED  doit  être  égale  au 
quarré  ce,  il  faut  que  — — —  X  —  =  ce;  ce  qui  donne 

h xx  ss  2jcc  —  2ccx ,  &  p?.r  conféquent,  x  :s  — j— 

±  j/(-~-  +  -^^y1-) ,  valeurs  de  *  qui  font  précifé- 

ment  les  mêmes  que  celles  du  cas  précédent,  avec  cette 
différence  qu'elles  ont  des  fignes  contraires ,  ainfi  que  cela 
doit  être,  puifqu'ici  la  quantité  x  eft  prife  du  côté  oppofé 
à  celui  où  on  la  prenoit  d'abord.  Nouvelle  confirmation  de 
ce  que  nous  avons  déjà  dit  plus  d'une  fois,  que  les  valeurs 
négatives  dévoient  être  prifes  dans  un  fens  oppofé  à  celui 
où  Ton  a  pris  les  pofitives. 

La  conflruâion  que  nous  avons  donnée  pour  le  cas  pré- 
cédent ,  fert  auffi  pour  celui-ci ,  avec  ce  feul  changement, 
de  porter  (fig.  f8)  NV  de  N  en  K  vers  Q;  alors  la  va- 
leur de  x9  qui  dans  le  cas  précédent ,  étoit  CP  9  fera  CK 
dans  celui-ci  En  effet,  la  valeur  de  x,  qui  convient  au 

cas  préfent ,  eft  x  ==  — •  -^-  +  y/  f  _  4.  IflLj  ou 

*  =3  -  -j-  +  1/  [(-y  +  **)  X   ~\,  c'eft-à-dire, 

x  =  —  CN  +  V  [{CN  +  ia)  X  CN]  ;  puis  donc  que 
NV  =  vS[(CN  +  ia)  X  CN]  ,  on  a  *  =  —  CN  + 
NV  sa  —  CN  +  NK  =s  CiiTi  ainfi  on  portera  CX  de 


ou 
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D  en  G  (fig.  17),  &  l'on  aura  le  point  G9  par  lequel  & 
par  le  point  A  tirant  AG  E  %  on  aura  le  triangle  G  DE 
égal  au  quarré  ce  ;  c'eft-à-dire,  la  féconde  folution  de  la 
queftion. 

264.  Nous  avons  fuppofé  que  le  point  A  (fig.  iy} 
étoit  au-deflus  de  la  ligne  BG\  s'il  étoit  au-deflbus, 
()%•  'P)  b  quantité  4,  ou  la  ligne  ^C  feroit  négative, 
&  les  deux  premières  valeurs  de  x  feroient  par  confé» 

où  l'on  voit  que  le  problême  n'eft  poffible  alors  que  lorf- 

que  ia  eft  plus  petit  que  —r-  >  puifque  lorfqu'il  eft  plus 

grand,  la  quantité  qui  eft  fous  le  radical,  eft  négative,  & 
par  conféquent  (98)  les  valeurs  de  x  font  imaginaires  on 

abfurdes.    Lorfque  2  a  eft  plus  petit  que  -y- ,  les  deux 

valeurs  de  x  font  négatives;  c'eft-à-dire,  qu'alors  le  pro- 
blème eft  impoflîble  à  l'égard  de  l'angle  HD1  ;  mais  il 
a  deux  (blutions  à  l'égard  de  fon  égal  EDG\  Pour  avoir 
ces  deux   folutions,  il   faut   conftruire  les   deux  valeurs 

*  =  -  -r- ±  ^[(rr  -  ")  x  tt]»  cc ** r°n 

fera  de  la  manière  fuivante.  Ayant  déterminé,  comme  ci- 

deflus,  la  valeur  CN  de  -y-  ,  on  prendra  (fig.  20)   NQ 

es  10 ,  &  ayant  décrit  fur  jVQ  comme  diamètre,  le  demi- 
cercle  NVQ,  on  lui  mènera  la  tangente  CV;  on  portera 
enfuit*  CV  de  C  en  P  vers  #,  &  de  C  en  JC  à  l'oppo- 
fite;  alors  NP  &  A^/iC  feront  les  deux  valeurs  de  x;  on 
les  portera  (fig.  iç)  de  D  en  G  &  de  D  en  G7;  &  tirant 
yar  le  point  -4  &  par  les  points  G  &  G7  le*  deux  droites 
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EGf  EG',  chacun  des  deux  triangles  EDG,  EDGf  fera 
égal  au  quarré  t  c.  Quant  à  ce  que  nous  difons  que  NP 
&  NK  (figurt  20)  feront  les  deux  valeurs  de  x,  cela 
fe  tire  de  ce  que  {Géométrie  1*9)  CV  étant  moyenne 
proportionnelle  entre  CN  &  CQ  ,  eft  =  i/(CQ  X 
CN)9   ou  (eu  mettant  pour  ces  lignes  ,  leurs  valeurs) 

CV  ou    CP  ou  CJC  =   •  [(-y-  -  24)  X  -^-1 
donc  ATP  5=  CAT-  CP  =  -^-  -  ^[( -y-  -  24)  -y-1 

&JVJf=CAr+CJT=:^.  +  l[(^-24)x^] 

or  ces  deux  quantités  font  les  mènes  que  les  valeurs  de  *, 
en  changeant  les  figues;  donc  ces  mêmes  quantités  portées 
de  D  vers  G  {fig.  iy)  feront  les  valeurs  de  x. 

265.  S  le  point  A  {fig*  21)  étoit  dans  Pangle  même 
HDly  alors  BD  tombant  du  côté  eppofé  a  celui  où  il 
tombott  d'abord ,  a  ferait  négatif  &  les  deux  valeurs  pri- 
mitives de  x,  deviendraient  *— -y  ±  ^(jl  """  ~T~y  * 

qui  font  les  mêmes  (en  changeant  les  Agnes)  que  celles 
que  nous  venons  de  conftruire.  On  voit  donc  qu'alors  on 
doit  conftruire ,  comme  on  l'a  fait  {fig.  20  )  ;  mais  porter 
les  valeurs  NP  &  NK  de  x ,  les  porter ,  dis-je  {fig.  21  ) , 
de  D  vers  /;  &  Ton  aura  les  deux  triangles  DEG9  DE  G' 
qui  fatisferont  tous  deux  à  la  queftion. 

266.  Enfin,  le  point  A  {fig.  22)  pourrait  être  fitué  au- 
deffous  4*  BD9  mais  dans  l'angle  BDE.  Alors  a  &  b 

feraient  tous  deux  négatifs,  ce  qui  donnerait  x  =  —  -^-± 
y"(jf  +  2yc  j  >  qui  font  prêcifément  de  figne  con- 
traire aux  premières  valeurs  que  nous  avons  trouvées  pour  x. 
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On  conftruira  donc,  comme  on  Ta  fait  (fig.  18).  Alors  CK 
fera  la  valeur  pofitive  de  xf  &  CP  fa  valeur  négative;  on 
portera  la  première  (fig.  22)  de  D  en  G  vers  B9  &  l'autre 
àl'oppofite,  c'eft-a-dire,  de  Z?  en  G'. 

Nous  avons  infifté  fur  les  différens  cas  de  cette  folution,' 
pour  faire  voir  comment  une  feule  équation  les  comprend 
tous  ;  comment  on  les  en  déduit  par  le  feul  changement 
des  fignes;  comment  les  pofitions  contraires  des  lignes , 
font  défignées  par  la  contrariété  des  fignes ,  &  réciproque- 
ment. Il  nous  refte  encore  à  indiquer  quelques  ufagcs  de 
cette  même  folution. 

• 

267.  Si  Ton  propofoit  cette  queftion:  Dun  point  donné 
A  (fig.  23)    hors  d'un  triangle  ou  dans  un  triangle  donné 
DHI,  mener  une  ligne  A  F   qui  divife  ce  triangle  en  deux 
parties  DEF,  EFIH  qui  fo'unt  entre  elles  dans  un  rapport 
connu  &  marqué  par  le  rapport  de  m  l  n ,  cette  queftion  trou- 
veroit  fa  folution  dans  la  précédente.  Car  puifque  le  triangle 
DHI  eft  donné,  &  que  Ton  fait  quelle  partie  le  triangle 
DEF  doit  être  du  triangle  DHI;  fi  Ton  cherche  le  qua- 
trième terme  de  cette  proportion  m  +  n  \  m  :  :  la  furface 
du  triangle  DHI ,  eft  à  un  quatrième  terme  ;  ce  quatrième 
terme  fera  la  furface  que  doit  avoir  le  triangle  DEF,  Or 
on  peut  toujours  trouver  un  quarré  ce  égal  à  cette  furface 
(249);  la  queftion  eft  donc  réduite  à  mener  par  le  point 
A  y  une  ligne  AEF  qui  comprenne  avec  les  deux  côtés 
DH9  DI9  un  triangle  DEF  égal  au  quarré  ce  ;  c'efl-à- 
dire ,  eft  réduite  à  la  queftion  précédente. 

268.  On  voit  encore  qu'on  ramènerait  à  la  même  quef- 
tion, celle  de  partager  une  figure  reéHligne  quelconque 
{fig.  24)  par  une  ligne  tirée  d'un  point  quelconque  A% 


3  iS  Cours 

en  deux  parties  BCFE9  EFDHK,  qui  faiTent  entre  elles 
dans  un  rapport  donnée  En  effet,  la  figure  BCDHK 
étant  fuppofée  connue ,  on  connoît  tous  fes  angles  &  tous 
fes  côtés  ;  on  connoîtra  donc  facilement  le  triangle  BLC 
formé  par  les  deux  côtés  KB  &  DC  prolongés ,  puifqu*on 
connoit  dans  ce  triangle ,  le  côté  B  C  &  les  deux  angles 
LBC,  LCB  fupplémens  des  angles  connus  CBKSlB  CF; 
ainfi  on  doit  regarder  la  furface  du  triangle  LBC  comme 
connue;  &  puifque  celle  de  EBCF  doit  être  une  portion 
déterminée  de  la  furface  totale,  elle  eft  donc  connue  auffi; 
b  queftion  eft  donc  réduite  à  mener  une  ligne  AÉF  qui 
forme  dans  l'angle  KLD>  un  triangle  égal  à  un  quarré 
connu.  Enfin  on  voit  par-là ,  comment  on  partageroit  cette 
figure ,  en  un  plus  grand  nombre  de  parties  dont  les  rap- 
ports feroient  donnés. 

269.  Une  remarque  qu'il  eft  encore  à  propos  de 
faire  ,  &  que  nous  allons  confirmer  par  d'autres 
exemples,  c'eft  que»  fi  quelques-unes  des  quantités 
données  qui  entrent  dans  Téquation  qui  fert  à 
réfoudre  une  queftion ,  font  telles  qu'en  changeant 
leurs  fignes ,  en  fignes  contraires  ,  l'équation  ne 
change  point  ;  ou  fi  un  changement  de  pofition 
dans  la  ligne  ou  les  lignes  cherchées  de  la  figure, 
n'entraîne  aucun  changement  de  pofition  ni  de 
grandeur  dans  les  lignes  données ,  alors  parmi  les 
différentes  valeurs  de  x ,  lorfqu'il  y  en  a  plufieurs 
dans  l'équation ,  on  en  trouvera  toujours  une  qui 
fera  la  folution  propre  pour  le  cas  qu'indique  ce 
changement. 
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Par  exemple ,  dans  la  queftion  que  nous  venons  de  traiter, 
on  a  vu  que  Tune  des  valeurs  de  x  donnoit  direâement 
la  folution  pour  le  cas  ou  la  ligne  AEG  (fig.  17 )  devoit 
traverfer  l'angle  HD19  ainfi  qu'on  l'a  fuppoft  en  faifant 
le  calcul;  mais  on  a  vu  en  même  temps  que  la  féconde 
valeur  de  x  donnoit  la  folutîon  pour  le  cas  où  il  s'agiroit 
non  pas  de  l'angle  HD1 9  mais  de  fon  oppofé  au  Commet. 
La  raifon  en  eft  qu'ayant  dans  chaque  cas ,  les  mêmes  quan- 
tités données  à  employer,  &  les  mêmes  raifonnemens  à 
Eure,  on  ne  peut  être  conduit  qu'à  la  même  équation; 
donc  la  même  équation  doit  donner  les  deux  folutk>M. 
Nous  allons  en  voir  encore  des  exemples ,  en  parcourant 
d'autres  questions. 

270.  Propofons-nous  cette  queftion.  D'un  point 
donné  A  hors  d'un  cercle  BDC  (  fig.  25  )  tirer  une 
ligne  droite  A  E  ,  de  manière  que  fa  partie  D  E  inter- 
ceptée dans  h  unie  foit  égale  à  une  ligne  donnée. 

Puifqiie  le  cercle  BDEC  eft  donné  ,  fon  dia- 
mètre eft  cenfé  connu  ;  &  puifque  le  point  A  eft 
donné ,  fi  Ton  tire  par  le  centre  O  la  droite  AOC9 
on  eft  cenfé  connoître  la  ligne  AB,  &  par  con- 
séquent la  ligne  A  C.  Pour  favoir  comment  on  doit 
tirer  la  ligne  AE  ,  il  ne  s'agit  que  de  favoir  de 
quelle  grandeur  doit  être  A  D ,  pour  que  fon  pro- 
longement DE  foit  égal  à  la  Ugne  donnée.  Je 
nomme  donc  AD$  x;  la  ligne  connue  ABy  a; 
la  ligne  connue  AC  ,b  ;  enfin  je  nomme  c ,  la  ligne 
donnée  à  laquelle  D  E  doit  être  égale.  Cela  pofé^ 
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Puifque  la  figure  B  D  E  C  eft  un  cercle ,  les 
fécantes  AC,  AE  doivent  (  Giom.  117)  être  réci- 
proquement proportionnelles  à  leurs  parties  exté- 
rieures ;  on  doit  donc  avoir  AC:  AE  ::  AD  :  AB; 
c'eft-à-dire ,  en  vertu  des  dénominations  précédentes , 
1 1  x  +  c  il  x  1  a  ;  donc  en  multipliant  les  extrêmes 
&  les  moyens ,  on  aura  xx  +  cx  =  ab  9  équation 
du  fécond  degré  qui  étant  réfolue  donne  x  =  — 
j  c  db  %/ (±cc  +  at>)}  dont  la  première  valeur, 

x  =3  —  î  £  +  V  (i  c*  +  **  )  >  ûris&it  feule  à  la 
queftion  a&uelle. 

Pour  achever  la  folution ,  il  faut  contraire  cette 
quantité ,  ce  qu'on  peut  faire  (ans  employer  les  trans- 
formations enfeignées  (  146  ).  Pour  cet  effet ,  on 
tirera  du  point  A  ,  la  tangente  A  T  qui  (  Giom.  1 19) 
étant  moyenne  proportionnelle  entre  AB  &  A  C, 
donnera  (  AT)1  =  ab  ;  la  valeur  de  x  deviendra 
donc  x  =3  — \c  +  \S[\cc  +  (AT)*]  :  tirons 
le  rayon  TO  9  il  fera  perpendiculaire  à  AT 
(  Géom.  48  )  ;  fi  donc  on  prend  TI  =  ~c ,  alors 
en  tirant  AI,  on  aura  AI=:V/[^cc  +  (AT)2]'9 
donc  pour  avoir  x  9  il  ne  s'agit  plus  que  de  porter 
TI  de  /  en  R  &  de  décrire  du  point  A  comme 
centre  &  du  rayon  AR,  lare  RD  qui  détermi- 
nera le  point  cherché  D  ;  car  AD  ou  AR  fera  épi  à 
AI~IR=*AI—  TJ=i/[^41+(ATy]^c=x. 

Pour 


de    Mathématiques.        311 

Pour  connoître  maintenant  ce  que  (ignifie  la 
féconde  valeur,  #s=s — £c — y  (\cc+ab),  il 
feut  remarquer  que  puifqu'elle  eft  toute  négative  , 
elle  ne  peut  tomber  que  du  côté  oppofé  à  celui  vers 
lequel  tend  AD.  Voyons  donc  s'il  y  a  quelque 
question  dépendante  des  mêmes  quantités  &  des 
mêmes  xaifonnemens ,  &  qui  ait  rapport  à  ce  côté» 
Or  je  remarque  que  fi  l'on  fuppofe  a  &  b  négatifs  » 
l'équation  xx  +  ex  s=a  ab  ne  change  en  aucune 
manière;  donc  puifqu'alors  le  cercle  BDEC  de» 
viendrait  BfD*Ë?C  fitué  vers  la  gauche  delà  même 
manière  que  le  premier  f  eft  vers  la  droite ,  il  s'enfuit 
que  cette  même  équation  renferme  auffi  la  folutioit 
qui  appartiendrait  à  ce  cas  ;  la  féconde  valeur  de 
* f  favoir  *=s  —  ±c  —  y  (^cc  +  ab)  appartient 
donc  à  ce  même  cas ,  &  fatisfait  à  la  même  condi- 
tion ;  c'eft  pourquoi  fi  dans  la  conftruâion  précédente 
an  porte  1T9  de  /  en  Bf ,  fur  A I  prolongé >  &  qu'en- 
fuite  du  point  A  comme  centre  &  d'un  rayon  égal 
k  AR1  y  on  décrive  un  arc  qui  coupe,  en  E?  >  la 
circonférence  B'D'Ê'C,  le  point  E1  fera  tel  que 
la  partie  interceptée  E'  J>  fera  égale  à  t  ;  en  effet  » 
AE1  étant  égal  à  AB!  &e  Al  +  IRf ,  vaudra 
y($c1  +  ATx)  +  ic,  c'eft- à-dire,  fera  égal  à 
la  féconde  valeur  de  x  en  y  changeant  les  figues  ; 
or  puifqu'on  porte  cette  quantité  du  côté  oppofi 
à  celui  vers  lequel  on  a  fuppofé  que  tendoit  x }  il 
Marina  Algkbrt*  X 
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s'enfuit  que  AE'  eft  véritablemeat  la  féconde  va- 
leur de  x. 

Au  refte  comme  les  deux  cercles  font  égaux  & 
fitués  de  la  même  manière  ,  les  deux  folutions 
peuvent  appartenir  toutes  deux  au  même  cercle, 
enforte  que  fi  Ton  décrit  du  point  A  comme  centre 
&  du  rayon  ARf ,  lare  R!  E ,  la  ligne  AE  réfoudra 
auffi  la  queftion  ;  en  effet  il  eft  aifé  de  voir  que 
le  point  E  déterminé  de  cette  manière  eft  fur  le  pro- 
longement de  la  ligne  AD  déterminée  par  la  pre- 
mière conflruâion.  Mais  des  deux  folutions  diffinâes 
que  fournit  l'Algèbre ,  la  première  tombe  à  la  droite 
du  point  A  9  &  appartient  au  point  D  de  la  cir- 
conférence convexe  ;  la  féconde  tombe  à  la  gauche, 
&  appartient  au  point  E1  de  la  circonférence  concave. 

On  voit  par-là  fe  confirmer  de  plus  en  plus ,  que 
les  quantités  négatives  doivent  être  portées  de  côtés 
oppofés ,  &  réciproquement. 

171.  Suppofons  maintenant  qu'il  s'agit  de  trouver 
fur  la  direction  de  la  ligne  dormit  AB  (^fig.  16.  )  un 
point  C  tel  que  fa  di (lance  au  point  À ,  foit  moyenne 
proportionnelle  entre  fa  di  fiance  au  point  B  &  la  ligne 
entière  AB. 

Je  nommerai  a ,  la  ligne  donnée  AB  ;  &  x ,  la 
diftance  cherchée  AC;  alors  BC  fera  a  —  x >  & 
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puifqu'on  veut  que  AB  :  AC  \\  AC  :  CB ,  ou 
que  a  :  x  \  \  x  :  a  —  x ,  il  faut ,  en  multipliant  les 
extrêmes  &  les  moyens,  que  xx  =  a  a  —  ax9  ou 
xx  +  ax  =*  aa  9  équation  du  fécond  degré  ,  qui 
étant réfolue , donne  x  =  —  ±azizy/($aa  +  aa). 

Pour  conftruire  la  première  valeur  x  =  —  *i  * 
+  \/($aa  +  aa)9  il  faut  félon  ce  qui  a  été  en- 
feigné  (149)  élever  au  point  B  la  perpendiculaire 
BD  =  i  a%  &  ayant  tiré  ^JO ,  on  aura  ^Z?  = 
S[(BD*)2  +  (ABy]  =  v/(ï  aa  +  aa)iil  ne 
s'agit  donc  plus  que  de  retrancher  de  cette  ligne, 
la  quantité  £  a ,  ce  qui  fe  fera  en  portant  DB  de 
£  en  0;  alors  -^  O  vaudra  V  ( ^ *a  +  *<* )  —  \  a, 
c'eft-à-dire ,  fera  égale  à  x  ;  on  portera  donc  A  O 
de  A  en  C  vers  B ,  &  le  point  C  où  elle  aboutira 
fera  le  point  cherché. 

Quant  à  la  féconde  valeur  de  x,  favoir—  \  a — 1/(  \  aa + <w)  ; 
fi  Ton  porte  B/?  de  D  en  O'  fur  le  prolongement  de  AD9 
alors -4CX  vaudra  \a  -+-  1/ ($aa  +  *<*);  puis  donc  que 
la  valeur  de  *  efl  cette  même  quantité,  prife  négativement, 
on  portera  AU  de  A  en  C  fat  AB  prolongée  du  côtéop- 
pofé  à  celui  veis  lequel  on  a  fuppofê ,  dans  la  folution , 
<pe  x  tendoit ,  &  Ton  aura  un  fécond  point  C  qui  fera  , 
auffi ,  tel  que  fa  diftance  au  point  A  fera  moyenne  propor- 
tionnelle entre  fa  diftance  au  point  B  &  la  ligne  entière  AB. 

Remarquons  en  paflant  que  cette  queftion  renferme  celle 
de  couper  une.  ligne  donnée  AB  en  moyenne  &  extrême  raifon  ; 
auffi  la  conftruâion  que  nous  venons  d'en  donner ,  eft-elle  la 

X  1 


5M  €  o  u  x  s 

même  que  celle  que  nous  avons  donnée  (  Géom.  130).  MA 
on  voit  que  l'Algèbre  nous  conduit  à  trouver  -cette  conduc- 
tion ;  au  lieu  qu'en  Géométrie  nous  fiippoGons  la  conflruâion 
déjà  trouvée ,  &  nous  en  démontrions  feulement  la  légitimité. 

27  u  Si  l'on  fait  un  peu  d'attention  fur  la  marche 
que  nous  avons  obfervée  dans  les  queftions  précé- 
dentes ,  on  verra  que  nous  avons  toujours  pris , 
pour  l'inconnue,  une  ligne  qui  étant  une  fois  con- 
nue ferviroit  à  déterminer  toutes  les  autres,  en 
obfervant  les  conditions  de  la  queftion.  C'eft  ce 
qu'on  doit  toujours  obferver  ;  '  mais  il  y  a  encore 
un  choix  à  faire  pour  fe  déterminer  fur  cette  ligne  : 
il  y  en  a  fouvent  plu&eurs  dont  chacune  auroit  égale- 
ment la  propriété  de  déterminer  toutes  les  autres  fi 
une  fois  elle  étoit  connue  ;  or  parmi  celles-là  i!  en 
eft  qui  conduiroient  à  des  équations  plus  compofées 
les  unes  que  les  autres.  Pour  aider  à  fe  déterminer 
dans-  ces  cas ,  nous  placerons  ici  la  règle  fuivante. 

273"  &*  parmi  les  lignes  ou  tes  quantités  qm  état* 
prifes  chacune  pour  l'inconnue ,  pourroient  fervir  à  iér 
terminer  toutes  les  autres  quantités ,  il  s'en  trouve  deux 
qui  y  fervent  Je  la  même  manière  ,  enforu  qu'on  pré* 
voie  que  tune  ou  l'autre  conduiroit  À  la  même  équa- 
tion {aux  jignes  +  ou —  près) ;  alors  ,  on  fera  bien 
de  n'employer  ni  tune  m  l'autre ,  mais  de  prendre  pour 
inconnue  une  autre  quantité  qui  dépende  également  de  tune 
&  de  C autre  de  us  deux-là  ;  par  exemple  ,  de  prendre 
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pour  inconnue  leur  demi  -  fomme ,  ou  teur  demi- 
différence  ,  ou  un  moyen  proportionnel  entre  elles  i 
ou  &c.  On  arrivera  toujours  à  une  équation  plus 
(impie  qu'en  cherchant  l'une  ou  l'autre. 

La  queftion  que  nous  avons  réfolue  (  270  )  peut 
nous  en  fournir  un  exemple.  Rien  dans  cette  ques- 
tion ne  déter minoit  à  prendre  A  D  (fig.  2S)  pour 
inconnue  plutôt  que  JE;  en  prenant  AD  pour  fin» 
connue  xf  on  avoit  x  +  c  pour  AE  ;  &  en  pre^ 
nant  A  E  pour  l'inconnue  *  ,  on  auroit  eu  *  —  c 
pour  AD  y  &  du  refte  le  calcul  eft  le  même  dans 
chaque  cas  ,  enforte  que  l'équation  ne  différera  que 
par  les  (ignés.  C'eft  pourquoi ,  fi  au  lieu  de  prendre 
aucune  des  deux  pour  inconnue  ,  je  prends  leur 
demi  -  fomme ,  &  que  je  la  nomme  2  x  ;  comme 
leur  différence  DE  eft  donnée ,  par  les  conditions 
de  la  queftion  ,  &  eft  =  c9  on  aura  (  Giom.  301  ) 
AE  =  *  +  £  c9  &  AD  =  x  —  ^  c;  &  en  em- 
ployant le  même  principe  que  nous  avons  employé 
dans  cette  première  réfolution ,  nous  aurons  l'équa- 
tion (*  +  £0  (*  —  ±c)=sab  %oxx  xx  —  \ce 
s=  ab ,  équation  plus  fimple  &  qui  donne  x  === 
V {\cc  +  ab).  D*où  il  eft  aifé  de  conclure  que 
AE  qui  eft  x  +  f  c,  fera  =  {  c  +  V{  \  cc  +  ab)  , 
&  A  D  =  —  ±c  +  }f  (\cc  +  ab)9  cwmm  <*- 
deffus  (170)* 
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La  queftion  fuivcnte  nous  fournira  plufieurs  exem* 
pies  de  l'application  du  même  principe. 

274.  D'un  point  D  (  fig.  17  )  Jitué  dans  f angle 
droit  IAE,  6*  également  éloigné  des  deux  côtés  IA  & 
A  E ,  mener  une  ligne  droite  DB  9  de  manière  que  la 
partie  CB  comprife  dans  t angle  droit  EAB  ,  folt 
égale  à  une  ligne  donnée. 

Ayant  abaiffé  les  perpendiculaires  DE9  DI9\t 
puis  indifféremment  prendre  pour  inconnue  CE  ou 
A B 9AC  o\x  I B  yCD  ou  D  B.  Si  je  prends ,  par 
exemple ,  C  E  pour  l'inconnue ,  alors  nommant 
CE ,  x  ;  &  déôgnant  par  a ,  chacune  des  deux 
lignes  égales  D  E ,  Dl  qui  font  cenfées  connues  ; 
nommant  de  plus ,  c ,  la  ligne  donnée  à  laquelle 
BC  doit  être  égale,  j'aurai  AC=:AE—CE=* 
a  —  x;  &  les  triangles  femblables  DEC,  CAB, 

É 

me  donneront  AB  par  cette  proportion,  CE  :  DE 
Il  AC  :  AB ;  c'eft-à-dire , x  :  a  ::  a  —  x  :  AB; 

d'où  Ton  tire  AB  =  **  ~  "*.  Or  par  la  propriété 

du  triangle  reâangle  (  Géom.  164  )  on  a  AC  + 

AB1  =s  B<f  :  fubftituant,  au  lieu  de  ces  lignes, 
leurs  valeurs  algébriques ,  on  aura  (  a  —  x  )*  + 

(a  a.  ~—  ax  \  *  . 
—  J    =z  ce  9  o\x  aa  —  lax  -H  ■**  + 

'"  "**  *+         =  tf c ,  ou ,  en  chaflant  le  dénomi- 

XX 

nateur  ,  tranfpofant  &  réduifant  x*  —  xax%  + 
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laaxx —  ccxx  —  %a*  x  +  a*=*o\  équation  du 
quatrième  degré,  mais  qui  n'eft  pas,  à  beaucoup 
près ,  la  plus  (impie  qu'on  puiffe  employer  pour 
réfoudre  cette  queftion. 

Si  ,  au  lieu  de  prendre  C  E  pour  inconnue ,  nous 
prenions  13  9  alors  nommant  IB9  x9  &  imitant 
la  folution  précédente ,  on  auroit  une  équation  qui 
ne  différeroit  de  celle  qu'on  vient  de  trouver ,  qu'en 
ce  qu'au  lieu  de  a — je,  on  auroit  x — a  ;  c'eft-à-dire, 
qui  feroit  abfolument  la  même ,  puifque  ces  quantités 
y  font  au  quarré.  Celle  oit  l'on  prendroit  A  B  pour 
inconnue ,  ne  différeroit  que  par  les.  fignes  de  celle 
où  l'on  prendroit  A  C  pour  inconnue.  A  l'égard  de 
D  B  &  de  D  C ,  l'équation  où  l'une  fera  prife  pour 
inconnue ,  ne  différera  que  par  les  lignes ,  de  celle 
où  l'on  prendroit  l'autre  pour  inconnue  :  il  ne  faut 
donc  prendre  aucune  de  ces  lignes. 

Mais  fi  nous  prenons  pour  inconnue ,  la  fomme 
des  deux  lignes  DB6cDCy&c(\  nous  repréfen- 
tons  cette  fomme,  par  %x9  alors  (Géom.  301  ) 
nous  aurons  DB=:x+\  c9&c  DC=ix — \c;ot 
les  parallèles  DI  &  CA ,  nous  donnent ,  pour  trou- 
ver A  B  &  AC9  les  deux  proportions  fui  vantes» 
DC:CB::JAo\xDE:AB9&cDB:CB::DI:AC; 
c'eft-à-dure,  x—  x-c  :  c  ::  a  :  A  B  9  &tx  +±  c  :  c  il 

*:ACidoncAB=-^T-  &AC=*  -±Z—;  donc 

x4 
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puîfque  le  triangle  reâangle  CJB,dotmt  (AB)X 
+  ('<?-(*  Cy\  on  aura  £fe  +  ^ 
tsscc;ou bien ,  chaffant  les  fraâions  ,  &  divifant  par 

fàifant  les  opérations  indiquées ,  tranfpofant  &  réduir 
font,  ona#4 — (kjcc  +  %aa)x*=*±aacc — -^c\ 
équation  du  quatrième  degré ,  à  la  vérité ,  mais  plus 
facile  à  réfoudre  que  la  précédente,  puifque  (173) 
elle  fe  réfout  à  la  manière  de  celles  du  fécond  degré. 

On  parviendra  encore  à  des  équations  affez  fimples, 
fi  on  emploie  deux  inconnues,  dont  Tune  foit  h 
ibmme  des  deux  lignes  AB8cAC9  &  l'autre  leur 
différence ,  c'eft-à-dire ,  fi  Ton  fait  A  B +A  Ca  %  x,  & 
A  B —  A  Cœ  ly ,  ce  qui  donnera  A  B  =  x  +y9  & 
A  Cz=ax  — y  ;  le  triangle  reâangle  ABC  donnera 

ÂB*  +  ~ACZ  s=a  BC*9  &  les  triangles  femblabks 
ABCy  IB adonneront  (Gtonu  109) AB:  AC\\ 
J  B  :  /  D  ;  ce  qui  donnera  les  deux  équations  né- 
ceffaires  pour  déterminer  x  &cy;  de  Tune  on  tirera 
la  valeur  de  x  x ,  qui  étant  fubftituée  dans  l'autre , 
donnera  pour  y ,  une  équation  du  fécond  degré.  Mais 
nous  biffons  aux  Commençans  à  achever  ce  calcul 
pour  s'exercer  ,  &  nous  revenons  à  notre  équation. 

Conformément  à  ce  qui  a  été  enfeigné  (173)9 
on  aura  a?4 —  (±cc  +  iaa)x%+  (£**  +  **)*=" 


*       : 
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[^cc+aay  +^aacc — -^â^aa  ce  +  a+; tirant 

la  racine quarrée,*2 —  (£  ec+aa)  =dzyaacc+a\ 

&  par  conféquent  x1  =  ±cc+aad-yraacc+à+: 
tirant  de  nouveau  la  racine  quarrée ,  nous  aurons  enfin 

*  =  rfc  y  [icc  +  aa  ^  V  iaa cc  +  tf4)3  ou 

Des  quatre  valeurs  de  x  que  donne  la  double  combi- 
naifon  des  deux  (ignés  dz ,  il  n'y  en  a  qu'une  qui  appar- 
tienne à  la  quefHon  telle  qu'elle  a  été  propofée ,  &  cette 
valeur t&x=s+y[$cc  +  aa+ay  (cc+aa)]. 

La  valeur  x=z+y[jcc+aa — a  y  (ce  +  aa)] 
réfout  la  queftion  pour  le  cas  où  l'on  demanderolt  que 
la  ligne  C  B  fut  dans  le  même  angle  que  le  point  Z>, 
voyci  (Jig.  28);  &  alors  x  repréfente ,  non  pas  la 
demi-Comme ,  mais  la  demi-différence  des  deux  lignes 
BD  &  DC\  c'eft  ce  dont  il  eft  facile  de  fe  con- 
vaincre en  nommant  2  x  cette  différence ,  &  réfol- 
vant  le  problême  de  la  même  manière  que  ci-deflus  ; 
car  on  aura  D B=*jc  +  x,  CD=  \c  —  x ,  &  les 
parallèles  DI&cCA donneront  DB:CB::DI:CA9 

&  DC:  CB  ::  AI:AB>o\i±c+x  :  c  ::  a  :  ca% 

&  ic  —  x:c::a  :  AB;  donc  CA  =:  ±"^x  Se 
A  B  =  A  J^    ;  donc  à  caufe  du  triangle  reâangle 

v-*tf,  on  aura  ^c  »   a  +  (ic— *)*  =c%  ou  après 
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les  mêmes  opérations  que  ci  -  deffus  ,  *4  — 
(  jcc+xaa )x*  =  ±aacc  —  rz^9  équation  qui 
eft  abfolument  la  même  que  celle  que  nous  venons 
de  trouver  pour  la  fomme  des  deux  lignes  BD  & 
CD  (fig.  27  ).  Donc  la  même  équation  fatisfeifant 
aux  deux  cas,  Tune  des  racines  doit  donner  la 
Comme ,  &  une  autre  doit  donner  la  différence  ;  or 
il  eft  facile  de  voir  que  les  deux  que  Ton  doit 
prendre,  font  celles  que  nous  venons  d'indiquer, 
puifque  les  deux  autres  racines  9  étant  toutes  néga- 
tives ,  ne  peuvent  appartenir  qu'à  des  cas  tout 
oppofés  à  ceux  qu'on  a  considérés  dans  chaque  réfo- 
hition. 

Quant  à  «es  deux  autres  racines ,  pour  trouver  à  quels 
cas  elles  appartiennent ,  il  faut  obferver  que  rien  ne  déter- 
mine dans  la  question  préfente,  ou  du  moins,  dans  l'équa- 
tion, fi  le  point  D  (jig.  27)  eft  (comme  an  Ta  fuppofë 
d'abord)  au-deflbus  de  AI6l  a  gauche  de  j4E9  ou  s'il  eft, 
au  contraire»  au-deflus  de  la  première  &  à  droite  de  la 
féconde»  comme  on  le  voit  ici  à  l'égard  de  Aï  &  de  A Ë ; 
or  dans  ce  cas,  la  quantité  a  tombant  de  côtés  oppofès  a 
ceux  où  elle  tomboit  d'abord ,  eft  négative  ;  donc  on  aura 
la  folution  qui  convient  a  ce  cas  %  fi  fon  met  —  a  au  lieu 
de  +  a  dans  l'équation  x4  —  (£  ce  -+■  %aa)  x*9  &c.  trou- 
vée ci-deffusj  mais  comme  cène  équation  ne  change  pas 
alors  %  il  s'en  fuit  que  cette  même  équation  doit  auffi  ré- 
foudre ces  deux  nouveaux  cas.  Donc  les  deux  autres  valeurs 
de  x  font  l'une ,  la  fomme  des  deux  lignes  Dff  DC  (fig.  27  \ 
&  l'autre ,  leur  différence  (fig.  28  ).  Et  Ton  voit  en  effet 
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que  dans  cette  nouvelle  pofition ,  les  points  S  Se  C  tombent 
de  côtés  oppofés  a  ceux  où  Us  toroboient  d'abord  9  &  que 
par  conféquent  la  Tomme  »  ainfi  que  la  différence  des  deux 
lignes  DB'  &  DC  doit  être  négative,  comme  l'équation 
les  donne  en  effet. 

Pour  construire  h  folution  qu'on  vient  de  trouver  f 
on  prendra  fur  EA  prolongée  (/#.  27  &  *8)9 
la  partie  AN  =  c9  &  ayant  tiré  IN ,  on  portera 
cette  dernière  fur  DI  prolongée  de  /en  K :  fur  DK 
comme  diamètre ,  on  décrira  le  demi-cercle  KLD 
rencontré  en  L  par  AI  prolongée.  Du  milieu  H 
de  AN  on  tirera  IH  que  Ton  portera  de  I  en  M 
(fig*  27  )  ,  &  on  aura  L  M  pour  la  première  valeur 
de  x  ;  mais  dans  la  figure  18  ,  on  décrira  du  point 
L  comme  centre  ,  &  d'un  rayon  égal  à  IH ,  un 
petit  arc  qui  coupe  IK  en  Af ,  &  IM  fera  la  féconde 
valeur  de  x  ;  &  puifqu'on  aBD=^x  +  jc9  on 
zxmBD=LM  +  AH(fig.27)9&cBD==IM 
+  AH  (  fig.  28  )  ;  ainfi  il  n'y  aura  plus  qu'à  dé- 
crire du  point  D  comme  centre ,  &  du  rayon  B  D 
qu'on  vient  de  déterminer,  un  arc  qui  coupe  IA 
prolongée  en  quelque  point  B ,  la  droite  D  B  fera 
telle  qu'on  la  demande.  En  effet ,  le  triangle  reâang'e 
IAN  (  fig.  27  &  28)  donne  IN  ou  IK  =z 
V'(IA*  +  ANl)=v'(aa  +  cc),  &  puifque  U 
eft  moyenne  propîortionnelle  entre  Dl  &  IK , 
on  %IL%  =*DI  x  IKz-va  V/(aa+cc)f  or  le 
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triangle  reâangle  1AH  donne  IH  ou  MI  s=» 
V'(I41  +  AIP)=iV/(aa  +  icc)6c\e  triangle 
reâangle  L  I M  donne  (  figure  %j  )  L  M  = 
v'(Ml1  +  IL*)  =  V/[aa  +  ±ec  +  a\/(aa  +  cc)l 
=  *;&  0fc.2#)  /Af  =  \/(LM*  —  IL1)  = 
y[aa  +  ±cc  —  a\/(aa-t'Cc)'\ïï=zx. 

Il  faut  remarquer  au  fu jet  de  cette  dernière  valeur, 
que  la  conftruâion  que  nous  venons  d'en  donner, 
fuppofe  que  IH  (fig.  z8)  eft  plus  grand  que  LI, 
ou  tout  au  plus  égal.  S'il  étoit  plus  petit ,  la  ques- 
tion feroit  impoflible  pour  ce  dernier  cas  ;  c'eft  ce 
que  Êdt  voir  auffi  l'Algèbre  ;  car  dans  la  valeur 
x*=l/[aa  +  $cc  —  a  V  (  a  a  +  ce  )  ], 
fi  aa  +  £  ce 9  qui  eft  (/#)2,  eft  plus  petit  que 
a  V '(  aa  +  cc)  qui  eft  (  1 L  )2  ,  la  quantité  que 
couvre  le  radical  fupérieur  ,  fera  négative ,  &  par 
conféquent  la  valeur  de  x  fera  imaginaire. 

En  prenant  pour  inconnue  la  fomme  des  deux 
lignes  DB  &  D  C  (  fig.  27  )  ou  leur  différence 
(  fig.  28  )  nous  fommes  arrivés  à  une  équation  plus 
fimple  qu'en  prenant  C£,  ouAC,  ou  AB  f  ou 
IB9  parce  que  la  relation  des  lignes  DB  &  DC 
aux  lignes  IB  &  ABeû  femblable  à  celle  que  les 
mêmes  lignes  D B  &  DC  ont  avec  les  lignes  AC 
&  CE  ,  c'eft-à-dire  ,  quelles  peuvent  être  déter- 
minées par  des  opérations  femblables  ea  employant 
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IB  &  AB  ,  ou  A  C  &  C£.  En  général ,  comme 
l'équation  doit  renfermer  tous  les  différens  rapports 
que  la  quantité  cherchée  peut  avoir  avec  celles  dont 
elle  dépend  ,  cette  équation  fera  toujours  d'autant 
plus  (impie  que  la  quantité  qu'on  choifira'  pour  in- 
connue ,  aura  moins  de  rapports  difFérens  avec  les 
autres;  en  voici  un  exemple  bien  fenûble  dans  cette 
autre  folution  de  la  même  queftion. 

175.  Puifqne  l'angle  CAB  (fîg.  29  )  eft  droit , 
fi  Ion  conçoit  que  fur  CB  comme  diamètre  00 
décrive  un  cercle ,  il  paflera  par  le  point  A  :  tirons 
la  ligne  D  A  qui  prolongée  rencontre  la  circonfé- 
rence en  M;  alors  il  eft  aifé  de  voir  que  puifque 
les  lignes  DI  6c  DE  font  égales  l'angle  DAl  ou 
fon  égal  BAM  fera  de  45  degrés;  &  puifque  ce 
dernier  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  MB 
(  Giom.  63  )  ,  cet  arc  MB  fera  donc  de  900  ; 
donc  fi  Ton  tire  le  rayon  LM9  le  triangle  DLM 
fera  reôangle ,  &  par  conféquent  en  abaiffant  fur 
DM y  la  perpendiculaire  LN9  le  coté  LM  (  Giom.  112) 
fera  moyen  proportionnel  entre  DM  &  MN f  ou 
entre  DM  &  AN9  puifque  la  perpendiculaire  LN 
rend  AN  =  NM  (  Giom.  51  ).  De-là  il  eft  aifé 
d'avoir  une  folution  très- fimple,  en  prenant  AN 
pour  inconnue. 

Repréfentons  par  x  cette  ligne  ANfU  nommons 


334  Cours 

</la  ligne  DA  qui  eft  cenfée  connue  ;  alors  DM  (ai 
rf+ir,  &  puifqu'on  a  (félon  ce  qui  vient  d'être 
remarqué)  DM  :  Z.M  ::  LM  :  iWJV,  on  aura 
d+ix  :  ±  c  il  ±c  :  x  9  &  par  conféquent  </*  -f 
axx=Jcc,  ou  xx  +  ±  dx  =  ^cc  ;  &  en  réfol- 
Tant  cette  équation ,#  =  —  ±ddb}/(-fjdd+jcc). 

Pour  conftruire  cette  quantité  ,  je  l'écris  ainfi 
x=—^±/(^^  +  ^cc  +  ^rc).  Je  prends 
fur  les  côtés  Ao  9  AI  de  l'angle  droit  IAo  ,  les 
parties  Am  9  An  égales  chacune  à  £  c 9  &  ache- 
vant le  quarré  Ampn  ,  je  tire  la  diagonale  ^/> 
qui  fera  perpendiculaire  à  D  A  9  &  égale  à 
^  (  -rj  cc  +  ^cc  )  :  je  prends  fur  AD ,  la  partie 
^r  égal?  à  ï  iou  ^  i<0,  &  tirant  pr  9  j'ai  />r 

il  ne  s'agit  donc  plus  ,  pour  avoir  la  première 
valeur  de  x  9  que  de  retrancher  de  p  r  la  quantité 
±  d9  ce  qui  fe  fera  en  décrivant  du  point  r  comme 
centre ,  &  du  rayon  rp  un  arc  qui  coupe  DM  en 
N ,  ce  qui  donne  A  N  pour  la  première  valeur  de 
x  ;  enforte  qu'élevant  au  point  N  la  perpendicu- 
laire AT  L  que  l'on  coupera  en  L  par  un  arc  décrit 
du  point  A  comme  centre ,  &  du  rayon  ~  c  9  on 
aura  le  point  L  par  lequel  &  par  le  point  D  tirant 
D  CB  9  on  aura  la  folutîon. 

Quant  à  la  féconde  valeur  de  x  9  (avoir  x  = 


de  Mathématiques.         335 

^ i-f  —  */(tz<U+7zcz  +  tzc1)>  on  l'aura  en 
portant  rp  de  r  en  AP ,  car  alors  A  N1  étant  égale  à 

c'eft-à-dire ,  fera  égale  à  la  féconde  valeur  de  x  en 
changeant  les  fignes  ;  &  comme  elle  tombe  du  côté 
oppofé  à  la  première ,  elle  fera ,  eu  égard  à  tout , 
la  véritable  valeur  de  x  dans  ce  fécond  cas.  On 
élèvera  donc  auffi  au  point  N'  la  perpendiculaire 
N'L'  que  Ton  coupera  en  V  par  un  arc  décrit  pa- 
reillement du  point  A  comme  centre  &  d'un  rayon 
igal  à  \  c;  alors  tirant  par  le  point  V  &  par  le 
point  D  la  droite  B1  V  D ,  on  aura  la  féconde 
folution  dont  la  queftion  peut  être  fufceptible  :  c'eft 
ce  dont  il  eft  aifé  de  fe  convaincre  en  jettant  les 
yeux  fur  la  figure  30 ,  &  y  appliquant  mot  à  mot 
ce  que  nous  avons  dit  de  la  figure  19  au  commen- 
cement de  cette  folution  :  on  verra  qu'en  nommant 
A  N  ou  MN  9  x ,  &  confervant  les  autres  dénomi- 
nations les  mêmes,  on  aura  DM  :  ML  ;:  ML  :  MN ; 
c'eft-à-dire  ,  1  #  —  d:  ici:  £<::#,&  par  consé- 
quent, ixx  —  dxz=»±cc;  d'où  Ton  tire  #=3  J  rf± 
\S(t6  dd  +  —  cc  +  tz  ce)  dont  une  des  valeurs 
eft  précîfément  la  même  que  celle  dont  il  s'agit  ;  les 
fignes  feulement  font  différens,  ainfi  que  cela  doit  être. 

Mais  il  fe  préfente  ici  une  remarque  importante 
à  aire.  Il  peut  arriver  que  Tare  que  l'on  voudra 
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décrire  du  point  A  (  fig..  29  )  comme  centre ,  & 
du  rayon  ~  c  ,  ne  rencontre  pas  la  perpendiculaire 
NU  y  parce  que  la  quantité  {  c  peut  être  plus  pe- 
tite que  AN9.  Ot  nous  avons  dit  que  lorfque  les 
queftions  du  fécond  degré  étoient  impoflibles ,  l'Al- 
gèbre le  fkifoit  connoître  :  cependant  9  dans  l'équa- 

tion  *  =  -  ±d  —  •(tW+tt'*  +  AOt 
rien  ne  manifefte  dans  quels  cas  cette  impoffibilité  a 
lieu  ;  car  tout  eft  néceflkirement  pofirif  fous  le  radical. 

Voici  la  folution  de  cette  difficulté.  Il  eft  incon- 
testable que  lorfqu'une  queftion  exprimée  algébri- 
quement ,  fera  impoffible ,  l'Algèbre  manifeftera  cette 
impoffibilité;  mais  il  faut  bien  foire  attention  que 
ce  fera  lorfqu'on  aura  exprimé  par  cette  même 
Algèbre ,  tout  ce  que  la  queftion  fuppofe  ,  (bit 
explicitement$  foit  implicitement;  or  c'eft  précifé- 
ment  ce  qui  n'a  pas  lieu  ici.  En  effet ,  la  queftion 
fuppofe  tacitement  que  les  trois  points  D9A9L9 
ne  font  pas  fut  une  même  ligne  droite ,  &  c  eft  ce 
que  nous  n'avons  point  exprimé  algébriquement; 
nous  avons  exprimé  que  L  M  étoh  moyenne  pro- 
portionnelle entre  D  M  Se  NM9  propriété  qui  ap- 
partient à  la  vérité  au  triangle  reâangle ,  mais  qui 
peut  avoir  lieu  auffi  lorfque  les  trois  points  D9  A9L 
font  fuppofés  en  ligne  droite.  En  effet ,  il  eft  évi- 
dent qu  on  peut  fe  propofer  cette  queftion  :  Trouver 

fur 
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fur  la  direction  D  L  (  fig.  31)9  fl«e/  intervalle  ilfaudroit 
iaiffir  entre  les  deux  droites  DA  &  ML  de  grandeurs 
connue* ,  pour  que  M  L  fou  moyenne  proportionnelle 
entre  DM  &  M  N ,  le  point  N  &ww  &  /wiifctf  <&  A  M. 
Or  cette  queftion  conduit  (comme  il  eft  facile  de 
s'en  affurer)  précifément  à  la  même  équation  que 
ci-deJTus,  &  cette  équation  donne  deux  (blutions , 
Tune  pour  le  cas  où  les  deux  points  A  &  M  font 
entre  D  6c  L;  l'autre  ,  pour  le  cas  contraire.  Il  n'eft 
donc  pas  étonnant  que  lorfque  la  première  queftion 
devient  impoffible  (  du  moins  dans  un  de  ces  cas  ) 
l'Algèbre  n'en  dife  rien  ;  puifqu'elle  doit  donner  la 
folution  de  cette  féconde  queftion  qui  eft  toujours 
poffible. 

176.  Cette  réflexion  nous  porte  donc  à  diftinguer 
deux  fortes  de  queftions,  fa  voir ,  les  queftions  concrètes 
&  les  queftions  abfiraites.  Par  les  premières ,  on  doit 
entendre  les  queftions  de  la  nature  de  l'avant -der- 
nière, où  ce  que  l'on  cherche  eft  fpécifié  ou  parti- 
cularifé  par  quelque  condition ,  quelque  propriété  » 
ou  quelque  conftru&on  particulière ,  que  l'équation 
n'exprime  point.  Les  queftions  abftraites,  au  con- 
traire ,  feront  celles  où  les  quantités  font  confidérées 
uniquement  comme  quantités ,  &  où  l'équation  ex- 
prime tout  ce  que  la  queftion  renferme ,  comme 
dans  la  dernière  queftion.  Celles-ci  peuvent  toujours 
Marine,  Algèbre*  Y 
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avoir  autant  de  folutions ,  (bit  poiîtives  y  foit  néga- 
tives ,  que  l'équation  a  de  folutions  réelles  :  au  lieu  que 
le  nombre  des  folutions  d'une  queftion  concrète  eu 
fouvent  moindre  que  le  nombre  des  folutions ,  même 
pofitives ,  de  l'équation  ;  la  queftion  fuivante  qui  eft 
<te  cette  dernière  efpèce ,  nous  en  fournira  un  exemple. 

177.  Suppofons  que  A B E D  (jig.32)  repréfente 
une  fphère  engendrée  par  la  rotation  du  dçmi-cerde 
ABE  autour  du  diamètre  AE.  Le  feâeur  ABC, 
dans  ce  mouvement ,  engendre  un  feâeur  fphérique 
qui  eft  compofé  d'un  fegment  fphérique  engendré 
par  la  rotation  du  demi-fegment  AB  P ,  &  d'un 
cône  engendré  par  le  triangle  reâangle  B  PC.  Sup- 
pofons qu'on  demande  en  quel  endroit  le  fegment 
fphérique  &  le  cône  feront  égaux  entre  eux. 

Pour  réfoudre  cette  queftion ,  il  faut  fe  rappeler 
(  Giom.  247  )  que  le  feâeur  fphérique  eft  égal  au 
produit  de  la  furfkce  de  la  calotte  BAD  par  le 
tiers  du  rayon  AC.  Or  la  furfàce  de  la  calotte 
(Giom.  125  )  fe  trouve  en  mulipliant  la  circonfé- 
rence ABED  par  la  hauteur  AP  de  cette  calotte. 
Donc  fi  on  repréfente  par  le  rapport  de  r  :  c ,  le 
^apport  du  rayon  d'un  cercle  à  fa  circonférence» 
&  fi  Ton  nomme  AC \  a;  AP ,  x ;  on  aura  la 
circonférence  ABDE  par  cette  proportion  r  :  c  :: 

4  :  ABDE  qui  fera  donc  —  ;  donc  la  furface  de 


DE     M  AT  H  È  M  ATI  QU  ES.  539 

la  calotte  kr^~ ,  &  par  conséquent,  la  folidhé 
du  feâeur  fera  — Xt^  ou  ^44~» 

Pour  avoir  la  folidité  du  cône ,  il  faut  multiplier 
la  furface  du  cercle  qui  lui  fert  de  bafe ,  c'eft-à-dire , 
la  furface  du  cercle  qui  a  pour  rayon  BP9  par  le 
tiers  de  la  hauteur  CP:  or  puifque  CP  =  CA  — 
AP  =  a  —  x ,  &  que  C B  =3^,  on  aura  dans  le 
triangle  reaangle  BPC,BP=y {CBz—PC1)=i 
1/(44  —  aa  +  lax  —  xx)  =  |/  (%ax  —  xx)  ; 
mais  pour  avoir  la  furface  du  cercle  qui  a  pour 
rayon  BP ,  il  faut  multiplier  fa  circonférence  par  la 
moitié  du  rayon,  &  pour  avoir  cette  circonférence  »  il 
faut  calculer  le  quatrième  terme  de  cette  proportion 
ri  cil  |/(ia*-—  xx)  eft  à  un  quatrième  terme 
qui  {^  «•(*«*—«»;  ;  multipliant  donc  par  la  moitié 

du  rayon  \/(iax  —  xx)  >  on  aurag'(2*a*r~*** 
pour  la  furface  de  la  bafe  du  cône ,  multipliant  cette 
furface  par  le  tiers  de  la  hauteur  CP  >  ceft-à-dire, 

par  — — ,  on  aura  — * — — L  x  — r—  pour  la  fo- 
lidité du  cône  ;  or  pour  que  le  cône  foît  égal  au  fegt 
ment,  il  faut  que  le  feâeur  qui  eft  la  fomme  des  deux , 
foit  double  de  l'un  ou  de  l'autre ,  il  faut  donc  que 

caax  ^      iax—xx-,a—x    _     caax         e.(iax—xx).(a-x) 

c=lCX    — * X *OU =s  — i-i ' 

3  r  A        îr  3    *         3  r  3  r  * 

tu  fuppfimant  x ,  faâeur  commun  du  numérateur  & 

Y  i 
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du  dénominateur  ;  telle  eft  l'équation  qui  réfoudr* 
la  queftion.  On  peut  Amplifier  cette  équation  en  fup- 
primant  3  r ,  qui  eft  divifeur  commun ,  &  ex  qui  eft 
multiplicateur  commun  des  deux  membres  ;  alors  011 
a\maa=  (2  a — x) .  (a — x) ,  ou  xx— r  3  ax=—-aa; 
d'où  l'on  tire  ,  félon  les  règles  de  la  première  feâion , 
x  =  |  a  ±  v'Q aa)  ;  or  de  ces  deux  (blutions, il 
n'y  a  que  x=^a — V^Q**)  qui  puifle  fatisfeire , 
jmifqu'il  eft  évident  que  x  =  ^a  +  V^{^aa)  valant 
plus  que  1  a9  c'eft-à-dire ,  plus  que  le  diamètre,  la 
folution  quelle  indique  ne  peut  convenir  à  la  fphère. 

Si  l'on  veut  conftruire  la  folution  x  t=«  £  a  — 
\/(\aa) ,  on  lui  donnera  cette  forme  x=\a  — 
|/(|tftf  —  aa)  ;  &  ayant  pris  A  M  =  |<i,  on 
décrira  fur  ^Jti  comme  diamètre  le  demi -cercle 
A  d  M ,  &  ayant  inferit  la  corde  A  O  égale  à  *, 
on  tirera  O  M  que  Ton  portera  de  M  ça  P  vers  -</; 
le  point  P  oti  elle  aboutira ,  déterminera  la  hauteur 
A  P  ou  x.  En  effet ,  à  caufe  du  triangle  reâangle 
AOM,  onaOAfouPiJf=v/(^Af2  — ^02)=5 
^laa—aa);  donc  -rf/,  =  ^iM  —  PJfc=£*- 
|/(f*<i —  aa)  =  x* 

Quant  à  la  féconde  folution  x=s\a  +  \f(\aa)f 
elle  n'appartient  point ,  ainfi  que  nous  venons  de  le 
dire,  à  la  queftion  préfente;  mafc  elle  appartient, 
ainfi  que  la  première ,  à  cette  autre  queftion  abftrahç. 
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que  la  leâure  de  l'équation  x x —  $ax=  —  aaf  ou 
3  a  x  —  xx  =  aa9  fournit  :  La  ligne  connue  AN 
C  ^S*  33)  étant  partagée  en  trois  parues  égales  aux  points 
B  &  D  9  trouver  fur  la  direction  de  cette  ligne  un  point 
P ,  tel  que  ta  partie  A  D  foit  moyenne  proportionnelle 
entre  les  diflanus  'du  point  P  aux  extrémités  A  &  N. 
En  effet ,  fi  Ton  nomme  a  le  tiers  AD  de  la  ligne 
cçnnue^JV,  &cAP,  x,  on  aura  PN=a$a — x; 
&  les  conditions  de  la  queftion  donnent  cette  pro- 
portion x  :  a  il  a:  ya  —  x9  d'où  Ton  tire  cette 
équation  3  a  x — xx  =  aa9  dont  les  deux  racines 
font  x  =  £4zb|/(£4tf)  comme  ci-deffus;  on  les 
aura  toutes  deux  aufïi  par  la  même  conftruûion  , 
excepté  que  pour  la  féconde ,  c'eft-à-dire,  pour 
x  =a | a  +  |/( \a a ) ,  on  portera   MO  de  M  en 

F  vers  N,  &  alors  AP  &  AP*  feront  les  deu* 
valeurs  de  x. 

Autres  applications  de  VAlghbre ,  a  divers 

objets. 

178.  Pour  réfoudre  la  dernière  queftion,  nous 
avons  été  obligés  de  calculer  l'expreflion  algébrique 
d'un  feâeur  fphérique  &  du  cône  qui  en  fait  partie* 
Les  corps  que  nous  avons  confidérés  en  Géométrie  , 
reviennent  fouvent  dans  plufîeurs  queftions  y  &  prin- 
cipalement dans  les  queftions  Phyfico-mathématiques, 
parce  qu'ils  font  les  élémens  de  tous  les  autres.  H  eft 
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donc  à  propos  de  fe  familiarifer  avec  les  exprefîioiw 
algébriques ,  foit  de  leur  totalité ,  foit  de  leurs  parties. 
Outre  que  cela  fera  utile  dans  la  quatrième  partie  de 
te  Cours ,  cela  nous  fournira  encore  l'occafion  de 
faire  voir  l'utilité  de  l'Algèbre  .pour  la  comparaifon 
4e  ces  corps  ,  &  pour  la  m^r^e  ceux  qu'on  peut 
y  rapporter.  trc- 

Si  Ton  repréfente  en  général  par  r  :  c  le  rapport 
du  rayon  à  la  circonférence  d'un  cercle  [  rapport 
que  l'on  connoît  avec  une  exaâitude  plus  que  fuffi- 
fante  (  Giom.  151)  pour  la  pratique  ]  ;  alors  la  cir- 
conférence de  tout  autre  cercle  dont  le  rayon  feroit  a9 

fera  ^- ,  &  fa  furface  ^-x{ay  ou 


ir 


On  voit  par-là  que  les  furfaces  des  cercles  croi&nt 
comme  les  quarrés  de  leurs  rayons;  car  £•  étant  tou- 
jours de  même  valeur ,  la  quantité  ~-  ne  croît  qu'à 
proportion  de  ce  que  croît  a1. 

Si  h  eft  la  hauteur  d'un  cylindre  dont  le  rayon 

de  la  ba(è  eft  a  ,  on  aura  (  Giom.  %yj  )  —  X  h 

pour  fa  folidité  ;  par  la  même  raiifon  ,  on  aura 

—  x  hl ,  pour  la  folidité  d'un  autre  cylindre  dont 

la  hauteur  feroit  hl  &  dont  le  rayon  de  la  bafe 
feroit  a1  ;   enforte  que  les  folidités  de  ces  deux 

cylindres  feront  entre  elles  ::  —  X  h  :  —  X  V$ 
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ou  ::  a1  k  :  Jzhf ,  en  fupprimant  le  fadeur  com- 
mun ^;  c'eft-à-dire  ,  que  les  folîdités  des  cylindres 

font  comme  les  produits  de  leurs  hauteurs  par  les 
quarrés  des  rayons  de  leurs  bafes.  Si  les  hauteurs 
font  proportionnelles  aux  rayons  des  bafes  ,  alors 

on  a  h  :  ht  ::  a  :  <*',  &  par  conféquent  h!  =  ^  • 

&  le  rapport  *2A  :  J2U  devient  a1  h  :  îj^  ,  ou, 

(  en  fupprimant  le  faâeur  commun  h ,  multipliant 
par  a  ,  &  fupprimant  le  dénominateur  <z  )  devient 
a 5  :  </ 3  ;  c'eft  -  à  -  dire  ,  qu'alors  les  folidités  font 
comme  les  cubes  des  rayons  des  bafes. 

En  général  les  furfaces ,  comme  nous  l'avons  vu 
en  Géométrie ,  dépendent  du  produit  de  deux  di- 
menfions ,  &  les  folides  du  produit  de  trois  dimen- 
fions  ;  ainfi  fi  chaque  dimenfion  de  l'un  de  deux 
folides  ou  de  deux  furfaces  que  l'on  compare,  eft 
à  chaque  dimenfion  de  l'autre ,  dans  le  même  rap- 
port ,  ces  deux  furfaces  feront  entre  elles  comme 
les  quarrés,  &  ces  deux  folides  feront  comme  les 
cubes  de  deux  dimenfions  homologues  ;  &  plus  gé- 
néralement encore ,  fi  deux  quantités  quelconques 
de  même  nature  font  exprimées  par  le  produit  de 
tant  de  fadeurs  qu'on  voudra ,  &  fi  chaque  fadeur 
de  l'une  eft  à  chaque  faâeur  de  l'antre ,  dans  un 
même  rapport ,  ces  deux  quantités  feront  entre  elles 

y4 
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comme  un  faâeur  homologue  de  chacune ,  élevé  à 
une  puiflance  d'un  degré  égal  au  nombre  de  ces 
fàûeurs.  Par  exemple ,  il  une  quantité  eft  exprimée 
par  abcd  &  une  autre  par  a'1/c'd? ,  auquel  cas  ces 
deux  quantités  font  Tune  à  l'autre  ::  abcd  :  a!bfcfJy 
alors  fi  Ton  a  a  :  a9  ::  b  :  V  ::  c  :  J  ::  d  :  d9  %  on 
tirera  des  proportions  que  donnent  ces  rapports , 

£'  =s  — ,  c7  =  —,</==  ~-,  &  par  conféquent 

le  rapport  *£*</  :  a!Vc9é  deviendra  abcd  \  a—^~* 

ou  a  :  ^y,  ou  *4  :  af\ 


La  même  chofe  auroit  lieu  ,  quand  même  ces 
quantités  ne  feraient  pas  exprimées  par  des  monômes; 
fi ,  par  exemple ,  elles  étoient  exprimées ,  Tune  par 
ab  +  cd9  &  l'autre  par  Jlf  +  dd? ,  dans  le  cas  où 
les  dimenfions  de  la  première  feront  proportion- 
nelles aux  dimenfions  de  la  féconde,  ces  quantités 
feront  Tune  à  l'autre  :  :  a*  :  a9 2  ;  en  effet ,  puifqu'on 
fuppofe  que  a  \  a!  \\  b  :  V \\  c  ;  d  \\  d  :  d9 ,  on  aura 

b1  =  ^j-  9  c9  =  ^  ,  ^  s=  2-. ,  &  par  conféquent 

le  rapport  ab  +  cd:  aflf  +  dd'  deviendra  ab  +  cd: 

— +  -^T-,ourf*  +  <:</: - >oual(ab+ca) 

:  a9  *(* b  +  cd)  ,  ou  enfin  a*  :  a92. 

Cette  dernière  obfervation  démontre  d'une  manière 
générale ,  que  les  furfaces  des  figures  femblables  font 
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comme  les  quarrés  de  deux  de  leurs  dimenfions  homo- 
logues 9  &  les  folidités  des  folides  femblables  comme 
les  cubes  ;  car  quelles  que  foient  ces  figures  ou  ces 
folides ,  les  premières  peuvent  toujours  être  confi- 
dérées  comme  compofées  de  triangles  femblables  dont 
les  hauteurs  &  les  bafes  font  proportionnelles  dans 
chaque  figure;  &  les  derniers  peuvent  être  confé- 
dérés comme  compofés  de  pyramides  femblables  dont 
les  trois  dimenfions  font  aufli  proportionnelles. 

On  voit  par- là  comment  on  peut  comparer  faci- 
lement les  quantités ,  lorfqu'on  en  a  l'exprefiion  algé- 
brique ,  &  cela  ,  foit  que  ces  quantités  foient  de 
même  efpèce  ou  d'efpèce  différente  comme  un  cône 
&  une  fphère ,  un  prifme  &  un  cylindre ,  pourvu 
feulement  qu'elles  foient  de  même  nature,  c'eft-à- 
dire  ,  ou  toutes  deux  des  folides  ,  ou  toutes  deux 
des  furfaces ,  ou  toutes  deux ,  &c, 

279.  Nous  avons  dit  (Géom.  243)  comment  on  devoît 
s'y  prendre  pour  avoir  la  folidité  d'une  pyramide  tronquée 
ou  d'un  cône  tronqué.  Si  donc  on  nomme  h  la  hauteur  de 
la  pyramide  entière,  &  h!  la  hauteur  de  la  pyramide  retran- 
chée; s  la  furface  de  la  bafe  inférieure,  &  /  celle  de  la 
bafe  fupérieure,  on  aura  (Gêom.  202)  s  l  s'  l  :  Aa  :  k,% ; 

&  par  conféquent  h!*  —  -^-  ou  h9  =  h  1/  — ;  mais  fi 

on  nomme  k  la  hauteur  du  tronc ,  on  aura  k  =  h  — •  V , 

&parconféquent*  =  A-.A  ^^-ouA=  hl/s^y,r  i 


346  Cours 

«Toii  Ton  tire  h  =  ^^'^  »  Or  la  folidité  de  la  pyra- 
mide totale  eft  /  X  —,  &  celle  de  la  pyramide  rctran- 
chée  eft  /  X  — »  ou  (en  mettant  pour  ti  la  valeur  qu'on 
Tient  de  trouver  )  s9  X  —  ^  —  »  donc  la  folidité  du  tronc 

fera  —  — £ —  ou  —  #  I  * ? —  1 .   ou  enfin 

3  3  ^*  3       v  V*  J  » 

T  •  C  *  •/  J  *  mettons  donc  P01"*  *  **  ^eur 
que  nous  venons  de  trouver,  &  nous  aurons  — rr? "rrrr 

X Ï77 S  V1  fe  réd™  *  y  C    !/,-••  J* 

ou,  en  faifant  la  divifion  par  i/j  —  i//,  fe  réduit  à-X 

(*  +  ^ii'  +  ^;),  qui  nous  appread  que  toute  pyramide 
ou  tout  cône  tronqué  eft  compofè  de  trois  pyramides  de 
même  hauteur ,  dont  Tune  a  pour  bafe  la  bafe  inférieure  s 
du  tronc ,  l'autre  la  bafe  fupérieure  /  &  la  trotfième ,  une 
moyenne  proportionnelle  i///,  entre  la  bafe  fupérieure  sf 
&  la  bafe  inférieure  s;  car  pour  avoir  la  folidité  de  ces 
trçis  pyramides,  il  fuffiroit,  puifqu*elles  font  de  même  hau- 
teur ,  de  réunir  les  trois  bafes ,  ce  qui  donneroit  s  -f  \/ss* 

+  /' ,  &  de  multiplier  la  totalité  par  le  tiers  —  de  la  hau- 
teur commune ,  ce  qui  donne  la  même  quantité  qu'on  vient 
de  trouver, 

i8o.  Si  a  repréfente  le  rayon  d'une  fphère  ,  ~? 
fera  la  furface  de  fon  grand  cercle  ;  ^~-  ou  ^-  fera 
la  furface  de  cette  même  fphère ,  &  par  conféquent 
*fr  x  \  a  t  ou  ^  X  4—  fera  fa  folidité  (  Géom.  an 
&  144  ). 
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Si  Ton  nomme  x  la  hauteur  d'un  fegment  quel- 
conque ,  on  aura ,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la 

folution  de  la  dernière  queftion ,  ^—  pour  la  foli- 

dité  du  fe&eur  ,  &  —  X  (***  —  **  )  *  —^ 

pour  celte  du  cône  qui  en  fait  partie  ;  donc  celle 

du  fegment  (  Giom.  148  )  fera    € *** ■  —  -~-  • 

|       c  iaax  —  laax  +  axx  +  laxx  -  s1     __^      c 

3'     #  *  ^     3'     • 

*£*£=•!  =  £  x  (  a  —  -J  x  )  qui  feit  voir  que 

la  folidité  du  fegment  eft  égale  au  cercle  qui  auroit 
pour  rayon  la  hauteur  de  ce  fegment  ,  multiplié 
par  le  rayon  moins  le  tiers  de  cette  hauteur. 

Quand  on  a  les  expreffions  algébriques  des  quan- 
tités ,  il  eft  facile  de  réfoudre  plufieurs  queftions 
qu'on  peut  faire  fur  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple,  fi  Ton  demandent  quelle  doit  être  la  ban*- 
teur  d'un  cône  qui  feroit  égal  en  folidité  à  une  fphérp 
donnée,  &  qui  auroit  pour  rayon  de  fa  bafe  le  rayon  de 
1a  iphère  :  en  nommant  h  cette  hauteur  &  a  le  rayon  de 

la  bafe ,  on  aura  —  X  pour  la  folidité  de  ce  cône; 

&  puifqiTiI  doit  être  égal  a  la  fphère  qui  a  aufli  pour 

rayon   a ,   on   aura  —  X  -^-  =  —  X  -^-  •    d'où 

Ton  tire  h  =  44,  en  effaçant,  dans  chaque  membre ,  le 

fààeur  commun  —  X  "-?-• 

*r         3 
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.  Cette  valeur  de  h  nous  fait  connoJtre  que  la  hauteur  doit 
être  double  du  diamètre  de  la  fphère  •  ce  qui  doit  être  en 
effet;  car  la  fphère  étant  (Géom.  256)  les  f  du  cylindre 
circonfcrit ,  doit  être  le  double  d'un  cône  de  même  bafe  & 
de  même  hauteur  que  ce  cylindre,  c'eft- à-dire,  égale  à  un 
cône  de  même  bafe  &  d'une  hauteur  double* 

.  a$f.  Pour  donner  encore  un  exemple  ,  propofbns-nou* 
cette  queftion  :  Connoijfant  le  poids  d'une  fphère  dans  l'air  p 
4r  fin  poids  dans  Veau ,  connoùre  le  rayon  de  cette  Jphht, 

Pour  réfoudre  cette  queftion  nous  fuppoferons  un  prin- 
cipe d'hydroftatique  que  nous  démontrerons  dans  la  qua- 
trième Partie  de  ce  Cours.  Ce  principe  eft  que  ce  qu'ua 
corps  perd  defon  poids  dans  l'eau  ou  dans  tout  autre  liquide, 
efl  égal  au  poids  du  volume  de  liquide  qu'il  déplace.  Cela 
pofé,  fuppofons  que  p  eft  le  poids  cTun  pouce  cube  d'eau, 
&  x  le  rayon  inconnu  de  fat  fphère  dont  il  s'agit  :  c'eit-à* 
dire  ,  le  nombre  de  pouces  de  ce  rayon.  La  folidité  de 

cette  fphère  fera  donc  -%ex   ;  &  pour  avoir  le  poids  d'un 

pareil  volume  d'eau ,  il  faudra  multiplier  cette  quantité  parj?» 
puifqu'un  ponce  cube  d'eau  pc&nt  jr,  un  nombre  de  pouces 

cubes  d'eau  exprimé  par doit  pefer  p  de  fois  autant; 

c'eft-à-dire ,  qu'il  doit  pefer  ?pex    ;  fuppofons  donc  que  P 

eft  le  poids  qu'a,  dans  l'air,  la  fphère  en  queftion;  alors 
félon  le  principe  que  nous  venons  de  pofer,  elle  ne  doit 

pefer  dans  l'eau >  que  P  —   %cp*  ■  ;  puis  donc  qu'on  fup- 

pofe  connoitre  ce  qu'elle  pèfe  dans  l'eau  %  fi  l'on,  repréfente 

ce  poids  par  P \  on  aura  P  —  -? c  r  *'    =5  Fi  &  par 
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toaféquent  JS±  zsP-F  ou   *>  =  (*-*")«?'  . 

^  $r  2cp 

tirant  h  racine  cubique  *  ss  tyU*-*)**r\ 

-  Suppofons ,  pour  en  donner  une  application ,  que  la 
fphère  dont  il  s'agit  pèfe  5  onces  dans  l'air  &  2  onces  dans 
l'eau;  &  qu'un  pied  cube  d'eau  pèfe  72  livres,  ce  qui  donne 
(en  divifant  par  1718  qui  efl  le  nombre  des  pouces  con- 
tenus dans  un  pied  cube)  7^7  ou  ~  de  livre ,  c'efi-à-dire, 
~~  ou  ~  d'once  pour  un  pouce  cube  :  prenons  d'ailleurs  le 
rapport  de  113  à  355  pour  celui  du  diamètre  à  la  circon- 
férence, &  par  conféquent,  celui  de  —-  à  355  pour  celui 
de  r  à  c;  nous  aurons  donc  p  =  f ,  P  =  5 ,  P'  =  2, 
r=  ^£2-,  c  zzi  355,  &  par  conféquent .  . 

*  =  ^C^F&f)  =  ï(0)  -■  *** 

ou  (en  prenant  les  logarithmes,  pour  plus  de  facilité) 
Lx  =  \  L  iJH  =  ?  (*  3°ï*  —  *  0840); or  L  3051  = 
3,4844422  &  L  2840  =  3,4533183  ;  retranchant  &  prenant 
le  tiers  du  refte,  on  a  Lx  ==  0,0103746  qui  répond  i 
1,0241  à  très-peu  près  :  ce  globe  a  donc  un  pouce  &  0,0242» 
ou  1  pouce  &  242  dix-millièmes  de  pouce ,  pour  rayon. 

Nous  avons  fuppofé  tacitement  que  le  globe  entrait  en- 
tièrement dans  l'eau ,  par  fon  poids  ;  fi  au  contraire  il  £J- 
loit  lui  ajouter  un  certain  poids  pour  le  faire  plonger  en- 
tièrement ,  alors  ce  ferait  cette  quantité  qu'il  faudrait  prendre 
pour  F  9  mais  en  même  temps,  il  faudrait  traiter  F  comme 
négatif;  c*eft  à-dire ,  qu'alors  on  aurait. #  9 

x  -  pur  +  nmr)    ^     ^c^  éaM 

que  nous  l'avons  vu  dans  la  folution  précédente)  le  poids 
d'un  volume  d'eau  égal  à  ce  globe,  &  P  le  poids  de  ce 
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globe  dans  l'air ,   *cpx P  fera  la  quantité  dont  il  pèfe 

moins  qu'un  pareil  volume  <Teau,  &  par  conséquent,  ce 
qu'il  faut  ajouter  pour  le  faire   plonger  entièrement;  on 

aura  donc    **f  *■    —  P  zz  F ,  qui  donne  la  valeur  de  x 

3  r 

que  nous  venop^diafligner  pour  ce  cas. 

Des   Lignes   courbes  en  général  ;   ô  y   en 
particulier  y  des  Sections  coniques. 

281.  La  confidération  des  lignes  courbes  n'eft 
point  iin  objet  de  pure  fpéculation.  Tant  que  les 
queftions  qu'on  a  à  réfoudre  ne  paflent  pas  le  fécond 
degré ,  on  n'a  pas  befoin  du  fecours  de  ces  lignes  ; 
mais  au-delà  elles  deviennent  néceffaires.  Nous  allons 
donc  donner  une  idée  générale  des  lignes  courbes  , 
&  des  ufages  qu'elles  peuvent  avoir  pour  la  conf- 
îruâion  des  équations  auxquelles  on  arrive  dans 
la  réfolution  des  queftions. 

Parmi  les  lignes  courbes  que  Ton  confidère  en 
Géométrie ,  les  unes  font  telles  que  chacun  de  leurs 
points  peut  être  déterminé  par  une  même  loi  ;  c'eft- 
à-dire ,  par  des  calculs  &  des  opérations  femblables  : 
dans  d'autres ,  chaque  point  fe  détermine  par  une 
loi  différente ,  c'eft-à-dire ,  par  des  calculs  ou  des 
opérations  différentes  ;  mais  cette  différence  elle* 
même  eft  aflujettie  à  une  loi. 

.   Quant  aux  ligne?  tracées  au  hafard  ,  telles  91e 
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feraient  par  exemple  ,  les  traits  qu'imprime  fur  le 
papier ,  la  plume  d'un  'écrivain ,  ils  ne  peuvent  être 
l'objet  d'une  Géométrie  rigoureufe.  Néanmoins  les 
recherches  dont  celle-ci  s'occupe  conduifent  même  à 
imiter,  par  des  procédés  direâs  &  certains  ,  des 
contours  qui  ne  femblent  aflujettis  à  aucune  loi  :  & 
l'art  de  lier  ainft ,  par  des  rapports  approchés ,  des 
quantités  dont  la  loi  véritable  feroit  ou  inconnue  ou 
trop  compofée,  n'eft  pas  une  des  applications  les 
moins  utiles  de  la  Géométrie  &  de  l'Algèbre  ;  nous 
aurons  quelques  occafions  de  le  voir  par  la  fuite. 

Pour  pouvoir  tracer  les  lignes  courbes  qui  font 
l'objet  de  la  Géométrie,  il  faut  donc  connoître  la 
loi  à  laquelle  font  aflujettis  les  différens  points  de 
leur  contour.  Or  cette  loi  peut  être  donnée  de  plu- 
fieurs  manières  :  ou  en  indiquant  un  procédé  par 
lequel  ces  courbes  peuvent  être  décrites  d'un  mou- 
vement continu  :  tel  eft  le  cercle  qui  fe  décrit  en 
faifant  tourner  dans  un  plan ,  une  ligne  donnée ,  & 
autour  d'un  point  donné.  Ou  bien  en  faifant  con- 
noître quelque  propriété  qui  appartienne  conftam- 
ment  à  chacun  des  points  de  cette  courbe  :  c'eft 
ainfi  que  fâchant ,  que  tout  angle  qui  a  fon  fom- 
met  à  la  circonférence  du  cercle  ,  &  qui  s'appuie 
fur  un  diamètre ,  eft  droit ,  je  puis  trouver  fuccefli- 
vement  chacun  des  points   d'un   cercle   dont  je 
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connois  le  diamètre ,  en  tirant  d'une  des  extrémités  A 
de  ce  diamètre  0^*34  )  une  infinité  de  lignes  droites 
AC>  AD  ,  AE  ,  AFf  &  menant  de  Fautre 
extrémité  B  ,  les  perpendiculaires  B  C  ,  5  Z?  , 
BE ,  BF;  les  différens  points  C9  D,  E,F,  &c. 
déterminés  de  cette  manière  appartiendront  tous  à 
la  circonférence  qui  a  AB  pour  diamètre. 

Enfin  cette  loi  peut  être  donnée  par  une  équa- 
tion ,  &  on  peut  toujours  fuppofer  qu'elle  eft  donnée 
par  ce  dernier  moyen  ,  parce  que  les  deux  autres 
dont  nous  venons  de  faire  mention  fervent  à  trouver 
l'équation  qui  exprime  cette  loi.  Ceft  fous  ce  dernier 
point  de  vue  que  nous  allons  principalement  confi- 
dérer  les  courbes.  Ceft  tout  à  la  fois  le  plus  (impie 
&  le  plus  fécond  pour  en  connoître  les  propriétés , 
les  fingularités ,  &  les  ufages.  Voyons  donc  com- 
ment une  équation  peut  exprimer  la  nature  d'une 
ccmrbe;  &  puifque  jufqu'ici  nous  ne  connolffons 
encore  que  la  circonférence  du  cercle ,  commençons 
par  celle-ci» 

183.  Suppofons  donc  que  A  MB  (fig.^â)  efi 
une  courbe  à  laquelle  nous  ne  connoîtrions  encore 
d'autre  propriété  que  celle-ci  ;  que  la  perpendiculaire 
P  M  abaiffée  d'un  point  quelconque  M  de  cette 
courbe ,  fur  la  ligne  AB9eû  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  parties  AP  6c  PB.  Voyons 

comment 
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comment  l'Algèbre  peut  nous  aider  à  trouver  cha- 
cun des  points  de  cette  courbe»  &  fes  différentes 
propriétés. 

Si  je  nomme  a  la  ligne  AB;  la  partie  AP%  x  ; 
&  la  perpendiculaire  PM9y;  alors  PB  fera  a  —  x  ; 
&  puifque  nous  fuppofons  PM  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AP  &  PB ,  nous  aurons  x  :  y  :: 
y  :  a  —  x;  &  par  conféquent  ?yyz=zax  —  x  x. 

Concevons  maintenant  que  AB  foit  partagé  en 
un  certain  nombre  de  parties  égales  ,  en  10  par 
exemple  ;  &  que  par  chaque  point  de  divifion  on 
élève  des  perpendiculaires  pm9  pm,  pm,  &c.  ;  il 
eft  vifible  que  fi  ,  dans  l'équation  qu'on  vient  de 
trouver ,  Ton  fuppofe  x  fucceffîvement  égal  à  cha- 
cune des  lignes  Ap ,  Ap ,  &c. ,  y  deviendra  égal  à 
chaque  ligne  correfpondante  pm,pm,  &c. ,  puifque 
l'équation  y  y  =sax  —  xx  exprime  que  y  eft  tou- 
jours moyenne  proportionnelle  entre  x  &  a  —  x  9 
quel  que  foit  d'ailleurs  x,  ce  qui  eft  la  propriété 
que  nous  fuppofons  à  chaque  perpendiculaire  p  m. 
Donc  on  peut  trouver  fucceflivement  chacun  des 
points  de  cette  courbe,  en  donnant  fucceflivement 
à  x  plufieurs  valeurs ,  &  calculant  les  valeurs  cor- 
refpondantes  de  y  :  en  voici  un  exemple. 

Dans  la  fuppofition  que  nous  venons  de  (aire,  que  a  eft 
divifé  en  10  parties,  ou  qu'il  eft  compofé  de  10  parties , 
Marine.  Algibn.  Z 
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nous  aurons  «  =  10,  &  par  conféquent  l'équation  devient 
y  y  =  io*  —  **.  Si  donc  nous  fuppofons  fucceffivement 
*  =  i,*  =  i,  *=33,*  =  4»  *  =  ï>  x  =  69 
x  r=  7,  *  =  8,*  =  9f*  =  io;on  trouvera  fuccef- 
fivement y  =  1/9,  y  ï=  •  16,  y  =  ^ii ,  y  =  •  14* 
y=  j/aj,yc:^M,y  =  ^aii  y  =  1/ 16,  y=  1/9* 
y  =  */o;  ou  bien  y  =  3;  y  =  4;  y  =  4»  5>y==4»9> 

y  •=  î;y  =  4,  9  5  y  =  4,  j;y  =  4;y  =  3>y  =  °- 

Ainfi ,  fi  l'on  porte  ces  valeurs  de  y  fucceffivement  fur  les 
perpendiculaires  correspondantes  aux  valeurs  1,2,3,  &c. 
de  *,  les  points  m9  m,  déterminés  de  cette  manière  appar- 
tiendront tous  a  une  courbe  qui  aura  cette  propriété  que 
chaque  perpendiculaire  pm  fera  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  parties  Ap  &  pB  de  la  droite  AB9  courbe 
eue  nous  allons  voir ,  dans  -un  moment  t  être  la  circonfé- 
rence même  du  cercle. 

Nous  avons  vu  queioute  racine  paire  avoit  deux  valeurs; 
l'une  pofitive ,  l'autre  négative.  Ainfi  outre  les  valeurs  de 
y  que  nous  venons  de  trouver ,  on  a  encore  ces  autres-ci, 

y  =  —  3;y==  —  4;y  =  —  4>  Sîy  =  —  4*5» 
y  s  —  5;  y  =  —  4,9;y=  —  4,  y,  y  =5  —  4; 

y  =  —  5  ;  y  —  * 

Pour  avoir  les  points  de  la  courbe  qu'annoncent 
ces  nouvelles  valeurs  de  y ,  il  faut ,  conformément 
à  ce  que  nous  avons  déjà  dit  plufieurs  fois  fur  les 
quantités  négatives ,  prolonger  les  perpendiculaires 
pm; pm,  &c ,  &  porter  à  Toppofite ,  c'eft-à-dîre , 
àcp  en  m',  les  quantités  pni \pni \  &c  égales  cha- 
cune à  fa  correfpondante  pm. 
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Si  l'on  veut  avoir  uû  plus  grand  nombre  de  points  de 
la  courbe,  il  n'y  a  autre  chofe  à  faire  qu'à  fuppofer  AB 
tfivifé  en  un  plus  grand  nombre  de  parties,  par  exemple 
en  loo  ;  c*efl-à-dire,  fuppofer  a  -=  ioo;  ou  bien  en  coû- 
ferrant  a  a  la  même  valeur  10,  que  ci-deflus,  fuppofer  à 
x  des  valeurs  intermédiaires  entre  celles  qu'on  lui  a  données 
ci-deflîis;  on  trouvera  de  même  les  valeurs  intermédiaires 
de  y ,  &  par  conféquent  de  nouveaux  points  de  la  courbe» 

La  valeur  y  =  o ,  qu'on  a  trouvée  ci-dcffus  f 
fait  voir  que  la  courbe  rencontre  la  ligne  AB  au 
point  j,ouxa=d=aio;  puifque  la  perpendicu- 
laire pm  ayant  alors  pour  valeur  zéro,  la  diftance 
du  point  m  à  la  droite  ^5eft  nulle»  On  peut  voir, 
aufli  avec  facilité ^  quelle  doit  rencontrer  la  ligne 
AB  au  point  A  :  en  effet  puifqu'aut  endroits  oïl 
la  courbe  rencontre  cette  ligne ,  la  valeur  de  y 
doit  être  o  ;  pour  favoir  quels  font  ces  endroits  » 
il  n'y  a  qu'à  fuppofer  que  y  eft  zéro ,  dans  l'équa- 
tion y  y  =2  a  x— x  x9  ce  qui  la  réduit  à  o  c=  a  x  —  xx; 
or  a  x  —  xx  étant  =  x  X  {a  —  *),  ce  produit 
eft  zéro ,  dans  deux  cas ,  lorfque  x  =*  o ,  &  lorf» 
que  x  =  <z .  Donc  réciproquement  y  fera  aufli  zéro 
dans  ces  deux  cas  ;  or  x  eft  évidemment  =  oau 
point  A ,  &  il  eft  c=  a ,  au  point  £  ;  donc  la  Courbe 

rencontre  en  effet  la  ligne  AB ,  aux  points  A&cB. 

» 

D'après  cet  exemple  ,  on  peut  commencer  à 
appercevoir  comment  une  équation  fert  à  déterminer 

Z  a 
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les  différent  points  d'une  courbe.  Nous  en  verrons 
d'autres  exemples  ;  maïs  auparavant  expliquons- 
nous  fur  certains  mots  dont  nous  ferons  ufage  par 
la  fuite. 

184.  Lorfqu'on  veut  exprimer ,  par  une  équation , 
la  nature  d'une  ligne  courbe ,  on  rapporte ,  ou  l'on 
conçoit  qu'on  rapporte  chacun  des  points  m9m,&c. 
à  deux  lignes  fixes  AB  &  O  AO  ,  qui  font  entre 
elles  un  angle  déterminé  (  aigu ,  droit  ou  obtus  )  ; 
&  en  imaginant  que  de  chaque  point  m  on  mène 
les  lignes  mp  &  mjf  parallèles  aux  lignes  OAO 
&  A  B ,  il  eft  évident  qu'on  connoîtra  la  fituation 
de.  ce  point ,  fi  Ton  connoît  les  valeurs  des  lignes 
mpf  ou  Ap  &  pm ,  ou  (ce  qui  revient  au  même) 
fi  1  on  connoît  l'une  de  ces  lignes  ,  &  fon  rapport 
avec  l'autre.  Or  ce  que  l'on  entend ,  lorfqu'on  dit 
qu'une  équation  exprime  la  nature  d'une  ligne 
courbe ,  c'eft  que  cette  équation  donne  le  rapport 
qu'il  y  a ,  pour  chaque  point  m  >  entre  la  ligne  Ap 
&  la  ligne  p  m  ,  enforte  que  Pline  étant  connue  ; 
l'équation  fait  connoître  l'autre  ,  &  félon  que  ce 
rapport  eft  plus  ou  moins  compofé ,  la  courbe  eft 
elle-même  d'un  genre  plus  ou  moins  élevé. 

Les  lignes  Ap ,  ou  mp1 ,  qui  mefurent  la  dis- 
tance de  chaque  point  m  à  l'une  O  A  O  des  deux 
lignes  de  comparaifon,  s'appellent  les  at/dj/isj  fit 
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les  lignes  mp  ou  jf  A  qui  mefurent  la  diftance  à 
l'autre  ligne  A  B  de  comparaifon ,  s'appellent  les 
ordonnées  ;  la  ligne  AB ,  s'appelle  fax*  <&5  abfciffes  f 
&  la  ligne  OA  09  s  appelle  Caxe  des  ordonnées.  Le 
point  A  d'où  Ton  commence  à  compter  les  abfciffes  , 
s'appelle  t origine  des  abfciffes  ;  on  appelle  de  même 
origi/z*  des  ordonnées ,  celui  d'où  Ton  commence  à 
compter  les  ordonnées  Api  ou  /tir  :  dans  la  figure  3  ç  , 
ces  deux  points  font  un  feul  &  même  point ,  /avoir 
le  point  A  ;  rien  n'afliijettit  à  compter  les  abfciffes 
depuis  le  même  point  d'où  l'on  compte  les  ordonnées  ; 
mais  quand  aucune  circonftance  ne  détermine  à 
faire  autrement ,  il  eft  toujours  plus  fimple  de  les 
compter  du  même  point» 

Les  lignes  Ap9pm ,  fe  nomment  <fun  nom  com- 
mun, les  coordonnées  de  la  courbe  ;  &  considérées 
comme  appartenant  indifféremment  à  un  poinÇ  quel- 
conque de  la  courbe ,  on  les  appelle  des  indéterminées; 
on  donne  le  même  nom  aux  lettres  ou  lignes  algé- 
briques x  &  y  par  lefquelles  00  repréfente  ces  lignes 
Ap  &  pm. 

185.  Revenons  maintenant  à  notre  équation,  & 
voyons  comment  on  peut  en  tirer  les  propriétés 
da  la  courbe» 

i°.  Du  milieu  C  de  AB ,  tirons ,  à  un  point 
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quelconque  M  de  la  courbe  ,  la  droite  CM  ;  en 
quelque  endroit  que  ce  (bit ,  le  triangle  MP  C  fera 
toujours  reâangle  >  &  Ton  aura,  par  cooféquent, 
(MPy  +  (PCy  =  (AfC)2,  c*eft-à-dire, 
(  puifque  PC  —  AC  —  AP  =  ±  a  —  *  ) , 
yy  +  h**  —  **  +  xx  =  (  MC  )*  ;  or 
puifque  la  droite  Af  P ,  ou  y ,  eft  par-tout  moyenne 
proportionnelle  entre  AP  &c  PB ,  ona,  par-tout , 
yy*=zax —  xx  ;  on  aura  donc  auffi,  par -tout, 
ax — xx  +  ~aa  —  a x  +xx=*(MCy ;  cfeft-à- 
dire,  \aa  =  (AfC)2,  qui  donne  MC=  {a; 
chaque  point  M  ou  m ,  eft  donc  également  éloigné 
du  point  C;  la  courbe  eft  donc  une  circonférence 
de  cercle. 

i°.  D'un  point  quelconque  Mou  m  de  la  courbe, 
menons  aux  deux  extrémités  A  &  B9  les  droites 
MA  &MB;\es  triangles  reûangles  MPA9  MPB% 
nous  donneront  (  AP)1  +  (  PM )*  =  (  AM)1, 
&  (/>Af)2  +(/,2?)*  =  (M2?)\ouen  mettant 
les  valeurs  algébriques  ,  xx  +  y  y  =  (AM)1, 
&  a  a  — xax  +  xx  +yy  =  (iW5)2,  donc  en 
ajoutant  ces  deux  équations ,  &  mettant  pour  yy 
fa  valeur  a*  —  xx,  on  aura  aa  —  lax  +  ixx 
+  %ax  —  2xx  =  (^Af)2  +  (Af5)a;c*eft-à-dîre, 
(^M)*  +  (iW5)l  =  tftf=(^5y;  propriété 
du  triangle  reâangle ,  &  qui  par  conféquent  nous 
£ut  connoître  que  l'angle  A  MB  eft  toujours  droit 
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en  quelque  endroit  que  foit  le  point  M  fur  la  courbe* 
voyez  (  Gionu  65  ). 

3°.  Si  dans  l'équation  xx  +  yy  =  (AM)*i 
on  met,  pour  yy  fa  valeur  ax  —  xx9  on  aura 
(A M)1  s=s  axy  qui  donne  cette  proportion  a  :• 

am ::  am : *,  ou  AB :AM::  amiAP; 

c'eft-à-dire  >  que  la  corde  A  M  eu  moyenne  propor- 
tionnelle ,  entre  le  diamètre  A  B ,  &  le  fegment  ou 
Fabfrifle  AP}  voyez  (  Giom.  ni  )• 

On  trouveroit  de  même  toutes  les  autres  pro- 
priétés du  cercle  que  nous  avons  démontrées  ea 
Géométrie,  &  cela  en  partant  toujours  de  cette 
fuppofition  y  que  l'ordonnée  PM  o\xpm  eft  moyenne 
proportionnelle  entre  AP  &  PB>  ou  Ap  &  pB. 

Nous  avons  compté  les  abfciffes ,  depuis  le  point  A 
origine  du  diamètre,  &  nous  avons  eu  l'équation 
y  y  =  ax  —  xx.  Si  nous  voulions  compter  les 
abfciffes  depuis  le  centre ,  c'eft-à-dire  »  prendre  pour 
abfciffes  les  lignes  CP ,  Cp ,  &c.  -%  alors  repréfentant 
chacune  de  ces  lignes ,  par  { ,  nous  aurions  CP  =* 
AC — AP>  c'eft-à-dire ,{  =  \a — x ,  &par  cônfé- 
quent  x.  =  ^  a  —  {.  Mettant,  donc  pour  x  cette 
valeur  dans  l'équation  y  y  =zax  —  xx ,  on  aura 

W  — *G«—  Ù  —  G*  —  O*»  qui  fe  rédukà 
yy=* xaA  —  Cl  y  c'eft-là  l'équation  du  cercle  en 
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fiippofant  les  coordonnées  perpendiculaires ,  &  leur 
origine  au  centre* 

Au  refte,  toute  propriété  qui  appartiendra  effen- 
tiellement  à  chaque  point  de  la  courbe ,  donnera 
toujours,  en  la  traduifant  algébriquement ,  la  même 
équation  pour  la  courbe  ;  du  moins  tant  qu'on  pren- 
dra les  mêmes  abfciffies  &  les  mêmes  ordonnées  ; 
mais  quand  on  changera  l'origine,  ou  la  direôion 
des  coordonnées ,  ou  toutes  les  deux  ,  on  pourra 
avoir  une  équation  différente  ;  néanmoins  elle  fera 
toujours  du  même  degré.  Nous  venons  de  voir  la 
vérité  de  la  dernière  partie  de  cette  propofirion, 
dans  le  changement  que  nous  venons  de  faire  pour 
les  abfciffes  ;  au  lieu  de  l'équation  yy=*  ax  —  xx% 
nous  avons  eu  y  y  —^aa  —  {{9  qui  étant  déduite 
de  la  première ,  a  pour  bafe  la  même  propriété  ;  mais 
fi  nous  partions  de  cette  autre  propriété ,  que  chaque 
diftance  M C  eft  toujours  la  même ,  &  =  £<i  ;  alors 
nommant  C  Py{;&  PM>  y;  nous  aurions,  à  caufe 
du  triangle  reâangle  MPC,  y  y  +  { 1  =s  ^  a  a ,  qui 
donne  y  y  =  ^  a  a —  n ,  équation  qui  eft  la  même 
que  tout  à  l'heure ,  quoique  déduite  d'une  propriété 
différente. 

De  VEllipfc. 

186.  Propofons-noas  maintenant  d'examiner  quelle 
iêrok  la  courbe  qui  aurait  cette  autre  propriété  »  que 
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la  fommedes  deux  diftances  M  F+.  Mf  (fig.  3G)  de 
chacun  de  fes  points  à  deux  points  fixes  F  &  /,  feroit 
toujours  égale  à  une  ligne  donnée  <u 

Pour  trouver  les  propriétés  de  cette  courbe  qu'oa 
appelle  une  Ellipfe,  il  faut  chercher  une  équation 
qui  exprime  quelle  relation  il  y  à ,  en  vertu  de  cette 
propriété  connue,  entre  les  perpendiculaires  PM 
menées  de  chaque  point  M  fur  une  ligne  déterminée 
telle  que  Ff9  par  exemple ,  &  leurs  diftances  F  P 
cuAPk  quelque  point  F  on  A  pris  arbitrairement. 

Dans  cette  vue ,  je  prends  pour  origine  des  abfcifîes 
le  point  A ,  déterminé  en  prenant  depuis  le  miliea 
Cde  Ff,  la  ligne  CA  =  ±a;  &  ayant  fait  CB  =s CA% 
je  nomme  AP9  x  ;  PM>  y;  la  ligne  A  F  qui  eft 
cenfée  connue,  c;  &  la  ligne  FM,  {;  alors 
FP=:AP—  AF=(*)x—  c;  Mf^FMf— 
FM=:a—iJ&fP=*PB  —  Bf=AB—AP— 
Bf=a  —  x  —  c. 

Cela  pofé,  les  triangles  reâangles  FPM,fPM, 
donnent  {F M )2  =( PM )z  +  {FPy9Sc[ Mf)z 


(*)  Si  le  point  M  tvoit  été 
pris  de  manière  que  la  perpen- 
diculaire M  P  tombât  entre  A 
&  F,  alors  FP  feroit  «— *; 
fiiais  cela  n'apporteroit  aucun 
changement  à  l'équation  finale , 


parce  que,  dans  la  formation 
de  cette  équation  on  n'emploie 
que  le  quarré  de  FP ,  qui  e$ 
toujours  **  —  2  r  x  +  c  *  *  foit 
qu'il  vienne  de  *  —  c ,  foit  qa'rl 
Tienne  dç  *  —  *« 
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+  CC,  &  a  a  —  n*{  +  {î=.y.y  +  aa  —  ux  + 
xx  —  idc  +  ic^  +  a,  Retranchant  la  féconde  de 
ces  deux  dernières  équations  ,  de  la  première ,  & 
effaçant  a  a  qui  fe  trouvera  de  part  &  d'autre, 
j'ai  ia{  =  iax+iac  —  4  c  x ,  &  par  conféquent 

l=ax+ae^~lcx  ;  mettant  donc  pour  [ ,  cette  valeur 
dans  l'équation  n=yy+xx —  zcx+cc,  faurai 

*axX'\-'iaacx-\-aacc—  4  a  ex!1  -  Aac% x-\*  accxx  . 

ri  — w+ 

«x  —  2  ex + c  c,  ou  chaffant  le  dénominateur ,  tranf- 
pofant  &  réduifant,  aayy  =  ^aacx —  ^accx  — 
4acxz  +  4ccxxf  ouaayy  =  (4ac —  4cc)ax  + 
(4cc  —  4ac)x29  ou  (parce  que  40c  —  4*ceft 
la  même  chofe  que  —  (4<*£  —  4cc ) ,  on  a  aayy=* 
{4*0  —  4^)  ax —  (4<*e —  4Ctf)x2 ,  ou  enfin 
aayy  =  (4**  —  4^0  (**  —  **)  9  d'où  Ton 

toe^^=1— zr-  •  (**  —  **)• 

Telle  eft  l'équation  de  la  courbe  dont  chaque  point 
a  la  propriété  que  nous  avons  fuppofée. 

287.  Cette  équation  peut  fervir  à  décrire  la  courbe  par 
points ,  en  donnant  fucceffivement  à  x  plufieurs  valeurs 
comme  nous  lavons  fait  ri-deffus  à  i'occafion  du  cercle, 
&  calculant  en  même  temps  les  valeurs  de  y.  Comme  le 
procédé  eft  abfolument  k  même,  nous  n'en  ferons  point  le 
calcul» 
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288.  On  peut  encore  décrire  Pellipfe  par  points,  en  cette 
manière;  après  avoir  fait  Cf?=  CA  =  \&%  on  prend  un 
intervalle  quelconque  Br9  &  l'on  décrit  au-deflhs  &  au- 
deffous  de  AB9  du  point  /  comme  centre  &  du  rayon  Br9 
un  arc  que  Ton  coupe  en  M  Se  Af  par  un  arc  décrit  du 
point  F  comme  centre  &  du  rayon  Ar.  Tous  les  points  M 
&  M!  trouvés  de  cette  manière  font  a  l'ellipfe. 

289.  La  propriété  fondamentale  d'après  laquelle  nous  ve- 
nons de  trouver  l'équation  ,  donne  elle-même  un  moyen 
fort  (impie  de  déaire  cette  courbe  par  un  mouvement  con- 
tinu. £0  effet,  ayant  choûl  les  deux  points  F  &  /tels  qu'on 
les  veut,,  on  placera  deux  pointes  ou  piquets  ,  aux  deux 
points  F  &  /,  &  y  ayant  fixé  les  deux  extrémités  d'un 
fil  plus  grand  que  la  difiance  Ff9  fi  l'on  tend  ce  fil  par  le 
moyen  d'un  ftyle  M  que  Ton  fera  marcher  en  tenant  tou- 
jours ce  fil  tendu ,  ce  flyle  M  tracera  la  courbe  en  ques- 
tion ,  puîfque  la  fomme  des  deux  diflances  du  fiyle  aux 
deux  points  F  Se  f  fera  toujours  égale  à  la  longueur  to- 
tale du  fil. 

290.  De-là  il  eft  aifé  de  voir  que  fi  la  longueur 
du  fil  a  été  prife  égale  kAB9  h  courbe  paffera  par 
les  deux  points  A  &  B.  Car  puîfque  C/=  CF \ 
on  aura  AF=Bf9  &  par  conféquent  AF+Af 

=sAf+Bf=a,&cBF+Bf=2BF+AF=:a. 
C'eft  ce  que  l'équation  fait  voir  auffi;  car  pour  favoir 
où  la  courbe  rencontre  la  droite  F  f  prolongée  , 
il  faut  faire  y  =  o  ;  or  cette  fuppofition  donne 

AdC  —  ACC        /  \  Qm  Ad  c  —  acc 

*   ,/■■  .  («-«)=ao,& comme  4  ■■ 
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ne  peut  être  zéro ,  il  faut ,  pour  que  cette  équation 
ait  lieu ,  que  a x — xx  ou  xx(a+—  x)  =  o,  ce 
qui  a  lieu  dans  deux  cas;  fa  voir,  lorfque  x  =  of 
c'eft-à-dire ,  au  point  A ,  &  lorfque  x  »  a ,  c'eft-à- 
dire ,  au  point  B. 

291.  L'équation  fait  voir  auffi  que  la  courbe 
s'étend  au  -  deflbus  comme  au  -  deffus  de  la  ligne 
AB ,  &  qu'elle  eu  abfolument  la  même  de  part  8c 
d'autre  de  l'axe  AB.En  effet ,  cette  équation  donne 

y  =db \f  [4<c^4"  .  (a x  —  ##)J  y  qui fait  voir 

que  pour  chaque  valeur  de  x  ou  de  AP9  il  y  a 
deux  valeurs  de  .y  ou  de  PM  parfaitement  égales, 
mais  qui  étant  de  fignes  contraires,  doivent  être 
portées  de  côtés  oppofés. 

Il  eft  encore  évident  que  fi  fur  le  milieu  CàtAB 
on  élève  1b  perpendiculaire  DD  y  la  courbe  fera 
partagée  en  deux  parties  parfaitement  égales  &  fem* 
btebles  :  cék  une  fuite  immédiate  de  la  defcription  ; 
c'eft  aufli  une  fuite  de  l'équation  ;  mais  on  l'en  con- 
clura plus  aifément  quand  nous  aurons  fait  fur  cette 
équation  les  autres  remarques  qui  nous  reftent  à 
faire. 

292.  La  b'gne  AB  s'appelle  le  grand  axe  de  Fel- 
Hpfe ,  &  la  Bgne  D  &  le  petit  axe*  Les  deux  points 
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F  &/  s'appellent  les  foyers.  Les  points  A9B9D9Df9 
font  les  fommets  des  axes  ;  &  le  point  C  le  centre. 

193.  Si  Ton  veut  avoir  la  valeur  de  l'ordonnée 
F  ni1  qui  pafle  par  le  foyer,  il  faut  fuppofer  AP 

ou  x  ess  A  F  =  c  ;  alors  on  aura  y  y  ss  4ac  —  *ccm 


X  {ac  —  cc)^±dlLÇSlI;  donc,  tirant  la 
racine  quarrée ,  y  =  ±  1l(î1=l2£1  ;  donc  /»"  m"1 
ss  M*^— rw  ;  cette  ligne  m11  mm  eft  ce  qu'on 

appelle  le  paramètre  de  l'ellipfe.  Le  paramètre  ejl  donc 
moindre  que  le  quadruple  de  la  dijlance  c  du  fom- 
met  au  foyer ,  puifque  fa  valeur  *-<*'—")  ^  ^ 

la  même  chofe  que  4  c  —  &~  eft  évidemment  moindre 
que  4*. 

Si  Ton  nomme  />  cette  valeur  du  paramètre ,  on 
aura  p  =  4*c-Vc  ^  &  par  C0Bfëquent  ^   ^  ^ 

^4C^4f,C  ;  on  P°Uf|,a  donc  changer  l'équation  à 
Pellipfe,  en  cette  autre  .yj  «  i.  (  **  —  xx  ) 
qui  eft  plus  fenple.  , 

294.  Si  l'on  veut  favoif  quelle  eft  la  valeur  de. 
la  ligne  CZ),  il  n'y  a  qu'à  fuppofer  dans  l'équation 

ou  i  a;  on mtayy  =  4-"~4"  (  i aa  —  ^aa), 
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qui  fe  réduit  à  y  y  =s  a  c  —  ce  ;  c'eft-à-dire  ,  que 
(CDy  =  ac  —  cc  =  c.(ka  —  c)  =  AFxBF; 
d'où  Ton  tire  AF  :  CZ)  ::  CD  :  BF.  On  voit 
donc  que  CD  ou  le  demi» petit  axe ,  eft  une  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  difiances  d'un  même  foyer 
aux  deux  fommets  A  6-  B. 

Comme  la  ligne  DD'  eft  une  des  lignes  les  plus 
remarquables  de  Fellipfe ,  on  l'introduit  dans  l'équa- 
tion de  préférence  à  la  ligne  AF  ou  c.  Pour  nous 
conformer  à  cet  ufage ,  nous  nommerons  b  cette 

ligne  DD1  ;  nous  aurons  donc  CD  =  —  ,  & 

puifque  nous  venons  de  trouver  (  CD  y  =ac  —  cc9 

nous  aurons—  =  ac —  ccf  ou  bb  =  44c  —  40c; 

l'équation  à  Tellipfe  pourra  donc  être  changée  en 

Puifque  nous  avons p  =  **c~*ee ,  ou  pa  =2 

4<ic  —  4cc9  &  bb  =  4<ic  —  40c  ;  de  ces  deux 
équations  nous  conclurons  p  a  t=  bb9  &  par  confé- 
quent  %  en  réduifant  cette  équation  en  proportion 
a  Z  b  il  b  l  p  ;  le  paramètre  eft  donc  une  troiftm 
proportionnelle  au  grand  axe  &  au  peut  axe. 

29  j.  Si  dans  l'équation^  =3  —  .  (ax  —  xx ) ,  on 

ebafle  le  dénominateur ,  on  aura  aayy  =  bb  (ax — xx), 
&  par  conféquent^  :  ** — xx  ::  bbiaa;  faîfaûf 
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donc  attention  que  ax  —  xx  eft  la  même  choie 
que  *  X  (  *  —  *)$  &.  mettant ,  au  lieu  des  quan- 
tités algébriques ,  les  lignes  de  la  figure  qu'elles  repré- 

c?eft-à-dire  ,  que  le  quarri  d'une  ordonnée  quelconque  au 
grand  axe  de  fellipfi ,  eft  au  produit  des  deux  abfciffes 
A  P  &  PB/  comme  le  quatre  du  petit  axe  eft  au  quarri 
du  grand.  Et  puifque  cette  propriété  a  lieu  pour  tous 
les  points  de  l'ellipfe,  il  s'enfuit  que  les  quarrés  des 
ordonnées  font  entre  eux  comme  les  produits  des  aifcijfcs 
correfpondantes* 

196.  L'équation  yy  t= — ,  (ax  —  xx)ne  dif- 
fère (183)  de  celle  du  cercle  qui  feroit  décrit  fur 
AB  comme  diamètre  (^.37)  qu'en  ce  que  la  quan- 
tité ax — xx 9  y  efl  multipliée  par  — 9  c'eft-à-dire  , 

par  le  rapport  du  tjuarré  du  petit  axe  au  quarré  du 
grand;  enforte  que  û  Ton  nomme  [  une  ordonnée 
quelconque  PN  du  cercle ,  on  aura  n  =  a x  —  xx; 
mettant  donc  pour  ax  —  x  x ,  cette  valeur  {{dans 

f  équation  à  l'ellipfe ,  on  aura  y  y  =  —  n ,  &  tirant 

la  racine  quarrée ,  y  =  —  1  ou  ay  =  b[  qui  donne 

y:  c::  t:  a,  ou  PM :  PN  ::  dd'  :  ab,  ou 

il  Cp  :  A  Cou  CE;  on  voit  donc  que  les  ordonnées 
à  VtUXpfe  ne  font  autre  chofe  que  les  ordonnées  du  cercle 
décrit  fur  le  grand  axe,  diminuées  proportionnellement  f 
c'eft-à-dire,  dans  le  rapport  du  grand  axe  au  petit  axe. 
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De-ii  il  efl  aifé  de  décrire  une  ellipfe  par  le  moyen  du 
cercle.  On  voit  en  même  temps  que  le  cercle  eft  une  el- 
lîpfe dont  les  deux  axes  a  Se  b  font  égaux ,  ou  dont  la  dif- 
tance  du  fommet  au  foyer  eft  égale  au  demi-grand  axe ,  ou 
encore  dont  le  paramètre  eft  égal  au  diamètre.  Car  en  fup- 
pofant  dans  les  équations  ci-defliis,  bz^a,ouczz{a9 
ou  p  r=  *,  on  a  yy  zz  ax  —  xx9  équation  au  cercle. 

297.  Par  les  équations  que  nous  avons  trouvées  jufquïci, 
il  paroît  donc  qu'il  n'en  eft  pas  de  l'elltpfe  comme  du 
cercle  :  une  feule  ligne  détermine  celui-ci ,  c'eft  fon  dia- 
mètre; au  lieu  que  le  grand  axe  AB  (Jfg.  36)  ne  fuffit 
pas  pour  déterminer  Pellipfc;  il  faut  encore  connoitre  ou 
le  petit  axe  b  ou  fon  paramétre  p ,  ou  la  diftance  e  du 
fommet  au  foyer.  Quand  on  connoit  le  grand  axe  &  la 
difiaoce  c,  l'eliipfe  eft  facile  à  décrire  ,  comme  on  Fa  vu 
ci-deflus.  Mais  fi  l'on  donnoit  le  grand  axe  6k  le  peut  axe  y 
il  faudroir,  pour  décrire  l'ellipfe  par  un  mouvement  con- 
tinu 9  déterminer  les  foyers;  c'eft  une  chofe  facile,  en  pre- 
nant le  demi-grand  axe  pour  rayon,  &  traçant  de  l'extré- 
mité D  {fig.  36)  du  petit  axe,  comme  centre,  deux  pe- 
tits arcs  qui  coupent  le  grand  axe  aux  deux  points  F  &  f 
qui  feront  les  foyers:  car  la  fomme  des  deux  diftances 
FD  +  Df  devant  être  égale  à  a ,  il  faut  ,  lorfque  ces  deux 
lignes  font  égales,  que  chacune  fojt  égale  k  {a. 

Si  l'on  donnoit  le  grand  axe  &  le  paramètre,  ou  déter- 
mineroit  le  petit  axe  en  prenant  une  moyenne  proportion- 
nelle  entre  ces  deux  lignes  ;  c'eft  ce  qu'enfeigne  la  propor- 
tion a  l  b  H  b  l  p,  trouvée  ci»denus  (294).  Le  petit 
axe  étant  trouvé,  on  achèveront  comme  il  vient  d'être  dit* 

298.  Sif  pour  quelque  point  M  que   ce  foit  à 

UBpjt 
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iV2iff/>/è(fig.  36)5  on  prolonge,  la  ligne  f  M  tirée  d'un 
des  foyers  ,  jufquà  et  que  fpn  prolongement  M  G  foie 
égal  à  t autre  di fiance  MF;  &  qu  ayant  tiré  GF,  on 
hd  mine  du  point  M  la  perpendiculaire  MOT ,  cette 
dernière  fera  tangente  à  fellipfe ,  cefi-à-dire9  ne  la 
rencontrera  quau  feul  point  M. 

En  effet,  à  caufe  des  lignes  égales  MF  &  MGf 
la  ligne  AfTeft  perpendiculaire  fur  le  milieu  de  G  F. 
Donc  fi  de  tel  autre  point  N  que  ce  foit ,  de  cette 
ligne ,  on  mène  les  deux  droites  NG  &  NF ,  elles 
feront  égales.  Suppofons  donc  que  M  T  pût  rencon- 
trer Tellipfe  en  quelque  autre  point  N9  alors  en  tirant 
Nf9  il  faudroit  que  FN  +  Nf  pût  être  égal  à 
MF+Mf,  ou  à  GM  +  Mf9  c'eft-à-dire ,  à  Gf; 
mais  Gf  eft  plus  petit  que  G  N  +  Nf9  &  par  confé- 
quent  plus  petit  que  FN  +  Nf;  donc  le  point  N  eft 
hors  de  l'ellipfe. 

199,  Les  angles  FMO  9  OMG  font  égaux, 
d'après  la  conftraâion  qu'on  vient  de  donner;  or 
OMG  eft  égal  à  fon  oppofé  fMN9  donc  F  MO 
eft  égal  à  fMN.  Donc  les  deux  lignes  qui  vont  d'un 
même  point  de  tellipfe  aux  deux  foyers ,  font  des  angles 
égaux  avec  la  tangente.  < 

L'expérience  apprend  qu'un  rayon  de  lumière  qui  tombe 
fur  une  furface»  fe  réfléchit  en  faifant  l'angle  de  réflexion 
égal  à  l'angle  d'incidence;  doac.fi/*  eft  un  point  lumineux, 

Manne.  Algèbre.  Aa 
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tous  les  rayons  qni  partis  du  point  F9  tomberont  fur  h 
concavité  MAAf9  iront  fe  raffembler  en  /,  &  récipro- 
quement. 

Si  du  point  M ,  on  élève  fur  M  T  la  perpendi- 
culaire M I  (  qui  fera  en  même  temps  perpendiculaire 
à  la  courbe),  cette  ligne  divifera  l'angle  -FAf/en 
deux  parties  égales;  car  fi  des  angles  droits  IMT> 
1MN  on  retranche  les  angles  égaux  FMT  & 
fMN  9  les  angles  reftans  FMI  &  IMffetont  égaux. 

300.  De-là ,  on  peut  calculer  la  valeur  de  la  diftance 
P I  depuis  l'ordonnée  jufqu'à  l'endroit  où  la  perpen- 
diculaire MI  rencontre  Taxe.  Cette  ligne  PI  s'appelle 
f ouf  normale ,  &  la  ligne  MI,  normale. 

m 

Pour  calculer  PI9  nous  allons  d  abord  calculer  FI 
Puifque  l'angle  FMfzfb  divifé  en  deux  parties  égales, 
on  a  Mf:  MF::/I:FI  (Giom.  104) ;&  par 
conféquent  (  Gcom.  98  )  M/+  MF  :  Mf—  MF:: 
fI  +  FI:fI  —  FI.  Or  Mf+MF=*a;  &  en 
nommant  MF ,  ç ,  comme  ci-deffus  (  z86  ) ,  Af/= 
a  —  1 9  &  par  conféquent  Mf —  M  F  =3  a  —  1  {; 
d'ailleurs  fI+FI=Ff=*AB  —  %AF=a  —  ic9 
&  //  —  FI  =  Ff—  i  FI=*a  —  xc  —  %FI; 
donc  a  :  a  —  i{  ::  a  —  ic  :  a  —  xc  —  iFI; 
donc  la —  xac  —  xaxFIxaaa — %ac  — 1*{+ 

4cç,  d'oh  l'on  tire  FI  =2  tlulli^  ou  en  mettant 
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pour  [ ,  fa  valeur  ax  +  ac^-*c*  trouvée  (  186  ) , 

onaf/e  <tgc"2afC  +  «««-4«g*  +  4"*  . 

a  a  » 

mais  F1  =  FP  +  PI  =*4P  —  4F+  PI  =* 
x  —  e  +  PI  ;   donc  P/zs//-*  +  c=a 

««g  —  aacg-4-  dtfjg—  4acx  +  +ccx  t      _     a  aoc  *■»  gage  —  4<tcjr  -*>  4CC*. 

l*.(«c  —  ce)  —  4*.(tfc—  ec) **  — 4*       />  „  v 

X[AC CCJ  + 


au  a  a 


OU 


on 


en  mettant  pour  a c  —  ce  fa  valeur  —  (  104  )  ; 
a  enfin  PI=bb^=^  ou  Pl=h-± ('-a—  x\ 


301.  De- là,  il  eft  aifé  d'avoir  la  valeur  de  la 
diftance  P  T  depuis  l'ordonnée  jufqu'à  la  rencontre 
de  la  tangente ,  ce  qu'on  appelle  tefoutangente.  Car 
le  triangle  IMT  étant  reûangle,  &cPM  une  perpen- 
diculaire abaiffée  de  l'angle  droit ,  on  a  (  Gcom.  1 1 1  ) 

PI  :  PM  ::  PM  :  PTy  c'eft-à-dire,  i-i  x 


a  a 


G«  -x)  :  y  ::  y  :  P  T;  donc  pt=J£1L-  ou 

(en  mettant  pour  yy9  fa  valeur  —  (a x — **)), 


p  >-p  \&  XwmmXXj 


•jtf  — X 


Les  expreffions  algébriques  des  deux  lignes  PI  8c  PT 
peuvent  fervir  à  mener  une  perpendiculaire  &  une  tangente 
à  Fellipfe ,  en  quelque  point  M  que  ce  (bit.  Car  lorfque  le 
point  M  eft  donné,  en  abaiflant  la  perpendiculaire  MP ; 
©A  a  la  valeur  de  A  P%  x.   Et  comme  on  eft  fuppoft 

Àa  1 
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connoître  a  &c  b9  on  connoît  donc  tout  ce  qui  entre  dans  la 
valeur  de  PI  &  dans  celle  de  PT. 

302.  De  l'expreffion  de  PT,  on  peut  conclure  que  fi  l'on 
mène  une  tangente  au  cercle  décrit  fur  le  grand  axe  AB 
(fig.  37) ,  au  point  N  où  ce  cercle  eft  rencontré  par  l'or- 
donnée PM  à  l'ellipfe,  les  tangentes  NT  &  Ai  T.  abouti- 
ront au  même  point  T  fur  l'axe.  Car  puifque  le  fécond 
axe  b  n'entre  point  dans  l'expreffion  de  PT,  cette  ligne  PT 
fera  donc  toujours  la  même  tant  que  a  fera  le  même  & 
x  le  même.  Ainfi  toutes  les  tangentes  aux  points  correfpon- 
dans  de  toutes  les  ellipfes  décrites  fur  AB  comme  grand 
axe ,  fe  rencontrent  au  même  point  T. 

Si  à  P  T(fig.  3<?)  ,on  ajoute  CP,  qui  eft  £  a  —  x, 
on  aura  CT=s*  VE""**'  +  ?a — xqxû,  enrédui- 

i  a  d. 

lànt  tout  en  fraâion ,  fe  réduit  à  -7-* ;  c'eft-à- 

t    A  f*\% 

dire,  que  CT=  K  cpJ   ;  d'où  l'on  tire  cette  pro- 
portion CP  :  ac  ::  AC\  CT. 

303.  Si  Ton  veut  avoir  l'expreffion  de  TM ,  cela 
fera  facile  ,  par  le  moyen  du  triangle  re&angle  TPM 
qui  donne  (TM)1  =±  (TP)2  +  ( />  M)2  = 

(  ax  —   xx  Y       t         bb  f  N 

(  1^  —  x  y    T    *<*        v  ' 

304.  Si  de  quelque  point  itf  que  ce  foit  de  rellipfe, 
on  mène  fur  le  petit  axe  D  D1  la  perpendiculaire 
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ou  l'ordonnée  MP'9&C  qu'on  nomme  D  P'\  x*  ; 
MP'9y;  QTizmzDP'=CD—CP'=CD  —  PMy 
c'eft-à-dire,  x*  =  jlr  —  ,y ,  &  par  conféquent y  = 
\b  —  od.  On  aura  de  même  M  P'=  CP^CA- A  P; 
c*eft-à-dire  ,  y'  =  7  a  —  x ,  &  par  conféquent  x  =' 
\a  — y.  Si  Ton  fubftitue  ces  valeurs  de  x  &  dey , 

dans  l'équation  y  y  =  —  (<x  x —  x  x  )  .  ou  a  ayy 

=  bb  (ax —  xx)  ,  on  aura  \aabb  —  aabxf  + 
aax*x*=i  {aabb —  abby1 — \aabb  +  abby1  — 
bbyy ,  qui  fe  réduit  à  bby^y1  =zaabxl  —  a didx ', 

d'oii  Ton  tire  y  y  =  -j^-  (bx1  —  y7  x*) ,  équation 

femblable  à  celle  qu'on  a  eue  pour  le  grand  axe , 
&  dont  on  tirera  par  conféquent  des  conclufions 
femblables,  fa  voir  que  le  quant  d 'une  ordonnée  P7 "M 
au  peut  axe  ,  efi  au  produit  des  deux  abfcijjes  D  F  X 
P'D',  comme  le  quarré  du  grand  axe ,  efi  au  quarré  du 
petit  ;  en  effet ,  on  tire  de  cette  équation  %  y'  y  : 
bx'—x'x'  llaaibbiorbx'— xfxfe(ïxr(b  —  x') 
ou  DP'  x  PfDr.  On  en  conclura  auffi  que  les  quarris 
des  ordonnées  au  petit  axe ,  font  entre  eux  comme  Us 
produits  des  abfcijjes  correfpondantes  ;  &C  que  tellipfz 
peut  être  décrite  par  le  moyen  du  cercle  confirait  fur  fon 
peut  axe  ,  en  allongeant  Us  ordonnées  de  ce  cercle  dans 
le  rapport  du  petit  axe  au  grand.  Voyez  (fg.  $j  ). 

305.  On  peut  voir  facilement,  par -là,  que  la 
courbure  de  la  furfâce  extérieure  des  mais  eft  celle 

Aa  3 
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d'une  portion  cfeilipfoïde ,  c'eft-à-dire,  d'un  folide 
engendré  par  la  révolution  d'une  demi-ellipfe  DRO 
(fig+39  )  tournant  autour  de  fon  grand  axe. 

En  effet ,  pour  déterminer  les  diamètres  moyens 
-entre  le  plus  grand  &  le  plus  petit ,  on  tire  une  ligne 
CD  pour  repréiènter  le  plus  grand  diamètre;  & 
décrivant  des  extrémités  C  &  D  comme  centres,  & 
du  rayon  CD  les  deux  arcs  DA  &  CA  qui  fe  coupent 
en  A ,  on  abaiiTe  la  perpendiculaire  A  B ,  &  ayant 
mené  parallèlement  à  CD  une  ligne  EF  égale  au 
plus  petit  diamètre  du  mât,  on  regarde  la  partie 
interceptée  B  L  comme  repréfentant  la  hauteur  du 
mât  depuis  le  premier  pont  (où  fe  trouve  le  plus 
grand  diamètre)  jufqu'au  chouquer.  On  divife  BL 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales  ;  &  menant 
par  les  points  de  diviûon  des  parallèles  IgN  à  la 
ligne  CD  ,  on  prend  ces  parallèles  pour  les  dia- 
mètres moyens  que  doit  avoir  le  mât  à  des  hau- 
teurs repréfentées  par  la  ligne  correfpondante  Bg  ; 
or  fi  l'on  conçoit  que  B  M  foit  la  hauteur  réelle 
qui  a  été  repréfentée  par  B  L  ;  &  fi  Ton  prend 
BT  telle  que  Ton  ait  BT  :  BM  :;  Bg  :  BL$ 
alors  B  T  fera  la  hauteur  à  laquelle  on  doit  placer 
le  demi-diamètre  gN  ;  tirant  donc  TR  parallèle  & 
égale  à  g  TV,  le  point  R  fera  un  point  de  la  furfàce 
du  mât  ;  mais  fi  par  le  point  R  &  par  le  point  N9 
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on  mène  R  N  qui  rencontre  BD  en  V9  cette  ligne 
fera  parallèle  à  BM ,  &  puifqu'on  a  BT  :  5itf  :  : 
Bg:  BL  ,  ou  5T  :  5g  ::  5Jf  :  J?I ,  on  aura 
(  à  caufe  que  BT=:RV&C  Bg  =  VN)  RV  : 
VN  :  :  BM  :  BL  ;  c'eft-à*dire  ,  que  les  ordonnées 
RV  de  la  courbe  du  mât  font  aux  ordonnées  VN 
du  cercle  AND ,  toujours  dans  un  même  rapport; 
donc  cette  courbe  eft  une  ellipfe.  Si  l'on  vouloit  la 
décrire  par  un  mouvement  continu ,  il  faudrait  en 
déterminer  les  axes,  ce  qui  eft  facile  en  menant  CO 
parallèle  à  BM,  &  telle  que  CO  :  CD  ::  BM  :  BL; 
CO  &  CD  feront  les  deux  demi-axes ,  avec  les- 
quels il  fera  facile  de  déterminer  les  foyers ,  &  par 
conféquent  de  décrire  la  courbe  ,  par  quelqu'une 
des  méthodes  que  nous  avons  données  (  187 ,  88 
&  89  ).  Mais  tout  ceci  fuppofe  qu'on  fait  déter- 
miner le  point  L>  tel  que  menant  EL  F  parallèle 
à  CD,  ELF  foit  égal  au  plus  petit  diamètre  du 
mât  ;  c'eft  ce  que  l'on  fera  facilement  en  cette  ma- 
nière ;  on  prolongera  D  C  vers  H  d'une  quantité 
CH  égale  à  la  moitié  du  petit  diamètre  :  du  point 
H  comme  centre  &  d'un  rayon  égal  à  CD ,  on 
tracera  un  petit  arc  qui  coupera  AB  au  point  cher- 
ché L.  Car  fi  Ton  imagine  E  F  prolongée  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  CO  en  T,  &  que  l'on  tire  le 
rayon  CF,\e  triangle  reâangleCTF  donnera  CT 

—  •[(coi-(rOt]=^[(^if)1- 

Aa  4 


376  Cours 

(BHyss=BL,  puifqu'on  prêtent  de  faire  HL=* 
CD  sa  CF,  &  #C  =  à  la  valeur  de  IF,  ce  qui 
rend  BH  =  TF. 

306.  Par  ce  qui  précède,  on  voit  donc  que  les 
propriétés  à  l'égard  du  fécond  axe  font  femblables  à 
celles  qu'on  a  trouvées  à  l'égard  du  premier ,  du 
moins ,  en  ce  qui  ne  dépend  point  des  foyers.  Si 
Ton  veut  avoir  fur  le  fécond  axe  les  lignes  analogues 
à  celles  que  nous  venons  de  calculer  fur  le  premier 
axe ,  c'eft-à-dire,  />'/',  P'T,  CTUMT,  (fig.36) 
on  les  trouvera  aifément  par  le  moyen  de  leurs  cor- 
refpondantes  qu'on  vient  d'avoir,  &  des  triangles 
femblables  qu'il  eft  aifé  de  reconnoître  dans  la  figure. 
Si  on  exprime  ces  lignes  par  le  moyen  des  abfcifles 
D  P1  ou  x*  ,  on  trouvera  leurs  expreflions  toutes 
femblables  à  celles  qu'on  a  eues,  en  x,  pour  les 
lignes  analogues  fur  le  premier  axe. 

On  donne  auffi  un  paramètre  au  fécond  axe  ;  mais 
ce  qu'on  entend  alors  par  cette  ligne  ,  ce  n'eft  pas 
une  ligne  qui  paffe  par  le  foyer  de  ce  fécond  axe, 
(  car  il  n'a  point  de  foyer  ) ,  mais  une  troifième 
proportionnelle  à  ce  fecoàd  axe  &  au  premier. 

307.  Jufqu'ici  nous  n'avons  compté  les  abfcifles 
que  depuis  le  fommet  ;  fi  nous  voulions  les  compter 
depuis  le  centre  C,  alors  nommant  l'abfcifle  CP,  {, 
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nous  aurions  AP  oxx  *• = { <z  —  ç  ;  fublbtuant  cette 
valeur  de*,  dans  Féquation  yy=  —  (<** — xx) 
&  dans  les  valeurs  de  PI,  PT,  CT,  &  (TAf)% 
on  aura  yy=:~.{^aa  —  {<);  PI=  -2X. 


L'équation  y  y  =  —  .  (  £  <id  —  ç  £  )  donne 


11 

&  a. 

y  =  db  -j-  y/  ($  aa  —  ^  ) ,  qui  fait  voir  que  pour 

une  même  valeur  de  CP  ou  {  ;  on  a  deux  ordoa- 
nées  P  M  &  PM.  Comme  les  valeurs  de  {  com- 
mencent enC,  &  finirent  en  A ,  il  femble  d'abord 
que  cette  équation  ne  donne  que  la  moitié  DADF 
de  l'ellipfe  ;  mais  rien  ne  détermine  à  donner  à  j  , 
des  valeurs  pofitives ,  plutôt  que  des  valeurs  néga- 
tives ;  en  donnant  à  ^  de  ces  dernières  valeurs ,  on 
aura  les  ordonnées  pm  qui  déterminent  la  féconde 
moitié  ;  &  comme  en  mettant  —  { ,  au  lieu  de 


+  {  dans  ±  —  V{haa  —  îO>  cette  quantité  ne 
change  point,  il  s'enfuit  que  la  moitié  DED*  eu. 
parfaitement  égale  &  femblable  à  la  moitié  DAHy. 
308.  Si  d'un  point  quelconque  M  de  l'ellipfe 
(  fig.  $8  ) ,  on  mène  au  milieu  C  de  l'axe  AB , 
c'eft-à-dire  7  au  centre ,  une  droite  M  CM  terminée 
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de  l'autre  part  à  l'ellipfe,  on  appelle  cette  droite 
un  diamètre.  Et  fi  par  le  fommet  M ,  on  mène  la 
tangente  M  T  ,  &  par  le  centre  C  le  diamètre  Ntf 
parallèle  à  M 7%  celui-ci  s'appellera  diamètre  conjugue 
du  premier.  Une  ligne  m  O  menée  d'un  point  m  de 
l'ellipfe  parallèlement  à  M  T ,  &  terminée  au  dia- 
mètre M  Af',  s'appelle  une  ordonnée  à  ce  diamètre  ;  & 
M  O  s'appelle  l'abfciffe.  Le  paramètre  du  diamètre 
MM'  eft  unetroiûème  proportionnelle  à  MM' 6c  NI/. 

309.  Nous  allons  faire  voir  maintenant ,  que  les 
ordonnées  mO,  à  un  diamètre  quelconque,  ont 
des  propriétés  femblables  à  celles  des  ordonnées 
aux  axes. 

Pour  cet  effet ,  f abaiffe  des  point*  m  &  O ,  les 
perpendiculaires  /»/>,  O  Q9  fur  l'axe  AB;&c'p 
mène  la  ligne  mS  parallèle  au  même  axe.  Je  nomme 
AB,a;PM,y,  CP,{;  Qp9g;  CQ,k,  j'aurai 
AP  =  i  a  —  1;  PB  =  ±  a  +  {;  Ap=*CA 
—  Cp  =  CA  —  CQ—  Qp=  {a  —  k  —  g; 
pB=*CB  +  Cp  =  ia  +  k  +  g. 

Les  triangles  femblables  TPM,  mS09  donnent 
TP  :  PM  ::  mS  ou  pQ  :  SO;  c'eft-à-dire, 

*"p*  :yi:g:SO=  ij?!^-  Les  triangles 
femblables  CMP,  COQ,  donnent  CP;  PM:: 
CQ:  QO;  c'eft-à-dire,  î^::  *:  QO  =  ^; 
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Or  puifque  le  point  m  eft  un  point  de  l'ellipfe,  il  faut 
(1^5)  que  (pmY:  (PM)1  ::  ApXpB  :  JPxPB, 

c'eft-à^re,^-^^)1  :yy  V.  ^a-k-g) 

x  (t*+*  +  *)  :  (î«  — î)  (i"  +  0,ou 

A  A;  —  xkg — gg\  ±aa — {%;  ou,  en  multipliant  les 
extrêmes  &  les  moyens,  &  faiiànt  attention  aux  quan- 
tités qui  fe  trouveront  multipliées  &  divifées  en 
même  temps  par  £  a*  —  {£,  &  à  celles  qui  le  feront 

auffi  par  {,on  aura  -^  (£  aa — {{)  —  igkyy  + 

£!iî^  =i  aayy  __*  kyy  —  igkyy  —  ggyy9 


±aa 


il 


ou ,  en  développant  le  terme  — —  (J^aa  —  îî)& 

fupprimant  —  kkyy  8c  —  2  g  kyy  qu'on  aura  alors 
de  part  &  d'autre ,  divifant  de  plus  par  y  y ,  on  aura 

4 j_  ft>\\,  _.  ^  a a  —  gg^  équation  qui  nous 

eft  néceffaire  pour  notre  objet  ;  mais  avant  de  l'y 
employer  ,  tirons  -  en  une  connoiffance  dont  nous 
avons  befoin. 

Si  Ton  fuppofe  que  le  point  O  r  qu'ici  nous  avons 
fuppofé  quelconque ,  (bit  le  point  C9  c'eft-à-dire, 
que  la  ligne  m  O  paffe  par  le  centre  ,  ou  devienne 
CN,  alors  CQ  ou  k  devient  zéro,  &  la  ligne  Qp 
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ou  g ,  devient  CR.  Or  fi  dans  l'équation  qu'on  vient 
de  trouver ,  on  fait  k  =  o ,  on  aura  9  après  avoir 
chaffé  le  dénominateur ,  tranfpofé ,  réduit ,  &  divifé 
par  \aa,  gg  =  \aa  —  u;<?&-k-d\ie9(CRy=3 
\aa  —  n  =  ^-a~i){\a^O^APyiPB. 

Après  cette  remarque,  revenons  à  notre  objet, 
&nommonsCiW,  x-&9  ;  CN,±V\mO,y' ;CO ,  (. 
Les  triangles  femblables  CPM ,  CQO  ,  donnent 

CM  :  co  ::  C7>  :  CQ;  ou  i *'  :  ^  ::  t  :  k  =4^ 

les  triangles  CN  R  ,  mSO ,  femblables  à  caufe  des 
côtés  parallèles ,  donnent  m  O  :  m  S  :  :  CiV  :  C/î ,  ou 

y  :  g  ::  \V  :  Ci?  =i^;  donc  {CKf  «t^; 

mais  on  vient  de  voir  que  (C/Î)2=^tf  tf — çç;  donc 

Reprenons  maintenant  l'équation  *— - Y  >x  f-e*t 

=i±aa  —  gg9  &  fubftituons  -  y  pour  gg  &  iUUes 
valeurs  que  nous  venons  de  trouver;  nous  aurons 

Laa       U<<    +  //«(?«*-«)  _,  ltfYl  _ 
4a  a  te         4**i4*tf  —  tt) 


»      r 


**aJu    +  y«^i5»  ou  en  réduifant  &  divifant  enfuïte 


ib'b'    ^  ±b'b 


4 


pat  ^aa ,  a^  5  .  =  i rrrrr ;  ou,  chaffant  les  déno- 

4  a  a  4 

minateurs  ^d cl  &  ;*'£',  on  a^'^Y^-^aW 

-ïs*>ys,  &  enfin  yy =££ G«v-tï).- 
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d'où  Pon  tire /y:i*V  —  f  J  y.  M  :  JJ^tlt- 
l-&re,  (m  Oy  :  MOx  O  M'::(NN'y  :  (MM*)Z. 
Ainfi  l'équation  par  rapport  à  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques ,  eft  femblabîe  à  celle  qu'on  a  eue 
à  l'égard  des  deux  axes. 

310.  Si  Ton  feit  y  =3  o,  on  trouve  {'  ^  — 
\eld  =  o,  qui  donne  ^  =  zb  ±af;  la  courbe 
rencontre  donc  la  ligne  MM1  en  deux  points  oppo- 
(és  M  &  M1 ,  éloignés  du  centre ,  chacun  de  la 
quantité  ja'9  ou  CM;  ainfi  tous  les  diamètres  font 
coupés  en  deux  parties  égales  au  centre. 

311.  L'équation  y> y'  «  ^  ( { <  -  *«',') 


a'  a? 

y 

donnant  y9  =  db  -^  |/(  \  J  ol  —  tf  {'  ) ,  fait  voir 

que  fi  Ton  prolonge  m  O  de  manière  que  Omf=zOm9 
le  point  ni  appartiendra  à  la  courbe  ;  donc  chaque 
diamètre  de  Cellipfe  coupe  en  deux  parties  égales  Us 
paralâles  à  la  tangente  qui  pajfe  par  fon  origine  M. 

312.  De-là  on  peut  conclure  i°.  que  la  tangente  à 
l'extrémité  JVdu  diamètre  iW,  eft  parallèle  au  diamètre 

MM!.  x0.;Decequey=±-£|/GaV  —  {Y)> 

on  peut  conclure  que  les  ordonnées  Omm  diamètre 
MM'  y  font  celles  du  cercle  qui  auroit  MM'  pour 
diamètre  ,  mais  diminuées  ou  augmentées  dans  le 
rapport  de  J  à  V ,  &  inclinées  fous  un  angle  égal 
à  celui  des  diamètres  conjugués.  Si  d  m  V ,  ces 
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ordonnées  font  précifément  égales  à  celles  de  ce 

même  cercle.  Enfin  fi  Ton  veut  favoir  à  quel  endroit 

de  l'ellipfe  les  deux  diamètres  conjugués  peuvent 

être  égaux  »  il  n'y  a  qu'à  chercher  à  quel  endroit 

on  *  CP  =  CR  ou  (CPy  «  (£*)*;  c'efU- 

dire ,  n  =  ±aa  —  {{  ;  or  cette  éqyation  donne 

l  =  \/jaa  =3  ^  a  \/ {  ,  que  l'on  confiruira  ainfi: 

ayant  décrit  fur  le  grand  axe  AB  comme  diamètre 

(/g.  37  )  le  demi-cercle  ANEB  coupé  en  £  par 

le  petit  axe  CD ,  on  divifera  l'arc  AE  en  deux 

parties  égales  en  Nff ,  &  ayant  abaiffé  N"  P  qui 

coupe  rellipfé  en  M\  &  M'  ;  CM1  &  CM  feront 

les  deux  demi-diamètres  conjugués ,  égaux.  Car  fi 

Ton  nomme  CP>  {,  comme  le  triangle  CPN"  eft 

reôangle  &  ifofcèle ,  à  caufe  de  l'angle  A  CN91  de 

45  degrés ,  on  aura  n  +  n  =?  (  CN"  )2  =  ±  aa  ; 

donc  u=ïaa,  &  {  =  |/(i")  =  î*  v'ï- 

313.  Si  du  centre  (7  {fig^S)  on  mène  la  per- 
pendiculaire CF  fur  la  tangente  TM ,  les  triangles 
femblablesTPAf,  TCF  donneront  TPM-.PMv. 

CT:  CF;  d'ofe  CF  =  ™l£l   Pareillement  les 

triangles  TPM  &c  CNR,  femblables  à  caufe  des 
côtés  parallèles ,  donneront  TM:  PT  ::  CNiCR; 

donc  <7Af  =s  — j~ —  ;  &  par  conséquent ,  on  aura 

s*\i^*r>i?       PMxCTxTMxCR       PMxCTxCR  _ 

CNxCF= tMxPT = Tt—  f0»***- 
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quamnt,  (^)*x(CF)^^2L^lïI£^; 

or  nous  avons  vu  ci-defliis  que  y  y  ou  (  P  M  )2  = 


(Pr)»^*"""*';  &  (C7îy  =  jM  _  {{ 

(  309  )  :  fubftit uant  ces  quantités ,  on  aura ,  après 
les  réduOions  Eûtes, (Ctf)2x(CF)2==JL*tf*J, 
&  par  conféquent  CN x  CF  =  \ab  ;  or  en  menant 
la  tangente  NT"  qui  rencontre  TM  tnI,CNxCF 
exprime  la  furfàce  du  parallélogramme  CMIN,  & 
\ab  ou  \aX\b  exprime  celle  du  reâangle  formé 
fur  les  deux  demi  -  axes  ;  donc  les  parallélogrammes, 
formés  par  Us  tangentes  aux  extrémités  des  diamètres 
conjugués  y  font  égaux  entre  eux ,  &  au  rectangle  formé 
fur  les  deux  axes. 

314.  Les  mêmes  triangles  femblables   TPM & 
CRN  donnent,  P  T  :  P  M  ::  CR\  RN  ;  donc 

(if- -«)^(i"-«)X«       „  . 

«;  mais  les 


triangles  redangles  CRN  UCPM  donnent ( CR )* 
+  (/?A^)2=(CiSr)a  &  (CP)2+(PAf)2==(CAf  )2; 
donc  (C/î)2+(AJV)2  +  (C,P)2  +  (PAf)1=« 
(Ctf)*  +  (CAf)2;  fubftituant  dans  le  premier 
membre,  au  lieu  des  lignes  qui  y  entrent,  leurs 
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valeurs  algébriques,  on  aura,  toute  réduûion  faite , 
$aa+±bb=: (CNy  +  ÇCM)1;  donc  la fomme 
des  quarris  de  deux  demi-diamitres  conjugués  quelconques 
de  VeUipfe  efi  égale .  k  la  fomme  des  quarrés  des  deux 
demi-axes. 

315.  Si  dans  (£#)*  =  (CRy+  (RN)\ on 
fubftitue  pour  CR  &c  RN  leurs  valeurs,  on  aura 

(CN)2=$aa  — 11+  -~i  or  nous  avons  trouvé 
cWeffus  (ritf)l=(i«-  «+^r  )  X&^i 

par  conféquent  (TM)*  «  (CA/)1  x  *^^i 

mais  les  triangles  femblables  TPMfMP'T  donnent , 
enquarrant^Pr)1:  ( TM)Z ::(/>' M)z  :  (MV)1 
ou(i^-u)>;(c^)zxil±=JLt;;  u:  («r)1; 

donc  (itfr/)z=(fj71''u;  donc  (TM)ix(3f  r)1 

=  (CA/)+ou  TAfxAf7"=(CA/)1;  maisfil'on 
nomme  p1  le  paramètre  du  diamètre  MM' ,  00  aura 
aCAf  :  xCJV::  xCA/:/(jo8);&  par  conféquent 
a/xCAf=4(C,iV)1  ou(<?A/)*«±/xC#; 
donc  TM  x  MT'=s  l-p  x  CAf  ;  &  par  conféquent 

CM:  ta*  ::  MT'ii/. 

Si ,  fur  7*  7"  comme  diamètre  (fig.  40) ,  on 

décrit  un  demi-cercle,  il  paflera  par  le  point  Cf 

puifque  f  angle  TCTf  eft  droit  ^  or  fi  Ton  prolonge 

CM 
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CM  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  la  circonférence  en 
F,  on  aura,  par  la  nature  du  cercle  (Gtom.  114)* 
CM:  TM::  MV  :  MF;àoncMV=*±p'. 

31&  De-là  on  peut  tirer  une  méthode  fimple  pour  avoir 
les  aies  d'une  ellipfe,  &  par  conféquent  pour  la  décrire» 
lorfqu'on  ne  connoit  que  deux  diamètres  conjugués  MAf 
&  NN* ,  &  l'angle  qu'ils  font  entre  eux. 

On  prolongera  CM  d'une  quantité  MF  égale  à  Ton 
demi-paramètre;  &  du  milieu  X  de  CV  on  élèvera  une 
perpendiculaire  XZ  qui  rencontre  en  Z  la  ligne  indéfinie 
T  T  menée  par  le  point  M ,  parallèlement  à  NN' ,  du  point  Z 
comme  centre,  &  de  la  diftance  ZC  comme  rayon,  on  dé- 
crira un  cercle  qui  rencontrera  TV  en  deux  points  T  &  T , 
par  lefquels  8c  le  point  C  tirant  TC  &  T  C9  ce  feront  les 
direâions  des  deux  axes.  On  déterminera  enfuite  la  gran- 
deur de  ces  axes ,  en  abaiflant  les  perpendiculaires  MP  Qc 
MF  9  &  prenant  CA  égal  à  la  moyenne  proportionnelle 
entre  CT  &  CPi  &  CD  égal  à  la  moyenne  proportion- 
nelle entre  CT  &  CP9  ;  car  on  a  vu  ci-deflîis  (  302)  que 
CP  l  CA  II  CA  l  CT;  il  eft  aifé  de  prouver  (par  le 
moyen  des  triangles  femblables  TPM  &  TCTf  &  des 

valeurs  connues  de  TP,  PM  &  CT)  que  cr  =  ^£, 
tfeft-à-dire,  que  C/"  :  CP  ::  CD  l  CT. 

317.  Remarquons,  en  finiffant  ce  qui  regarde  l'ellipfe, 
qu'on  emploie  fouvent  cette  courbe  dans  l'architeâure  na- 
vale. On  s'en  fert  pour  déterminer  les  diamètres  moyens 
des  vergues  ;  comme  nous  avons  vu  ci-deflus  >  qu'on  s'en 
fervoit  pour  les  diamètres  moyens  des  mâts.  On  l'em- 
ploie encore  pour  déterminer  les  projetons  des  lifts ,  &fe 

Marin**  Algibrt,  B  b 


386  Cours 

Dans  tous  ces  cas  on  part ,  pour  décrire  PeUipfe ,  de  h 
propriété  qu'a  cette  courbe  ,  favoir  que  fes  ordonnées 
■font  proportionnelles  à  celles  du  cercle  décrit  fur  l'un 
de  Tes  axes.  Ceft  encore  fur  ce  principe  qu'eft  fondée 
la  règle  fuivante  que  l'on  donne  pour  contraire  le  maùrt 
couple  d'un  navire  auquel  on  veut  donner  beaucoup  de 
capacité. 

Suppofant  (fig.  41)  que  AE  eft  égale  à  la  ligne  du 
creux;  EM  perpendiculaire  à  AE9  la  demi  -  largeur  du 
vaifleau;  MF  le  demi-plat  de  la  varangue;  FB  =  El 
îacculement;  on  décrit  à  part  un  quarté  opqr  dont  on  (ait 
le  côté  op^zEF.  Ayant  divifé  op  en  un  certain  nombre 
4e  parties  égales,  &  ^/  en  un  pareil  nombre  de  parties, 
on  mène  par  les  points  de  divHîon ,  des  perpendiculaires 
k  op  &  AI  ;  puis  décrivant  du  point  r  comme  centre,  & 
du  rayon  ro9  le  quart  de  cercle  onq9  on  porte  la  partie 
mn  de  chaque  parallèle  à  pq9  en  m V  fur  la  parallèle  à  1B% 
correfpondante  à  pareille  divifion  ;  la  couibe  Arl  B  qui 
pafle  par  tous  les  points  n'  ainfi  déterminés,  forme  une 
partie  du  maître  couple  qu'on  achève  enfirite ,  pour  la  partie 
inférieure,  en  menant  du  point  B  au  point  C  bord  de  la 
quille,  la  Kgne  BC9  élevant  fur  fon  milieu  l9  la  perpen- 
diculaire Ik  qui  coupe  en  A:  la  ligne  Bk  parallèle  à  AE; 
alors  du  point  A  comme  centre  &  du  rayon  kB ,  on  décrit 
Tare  de  cercle  B  C  qui  touche  la  courbe  An! B  au  point  B% 
parce  que  fon  centre  A:  eft  fur  la  perpendiculaire  à  la 
courbe  An1  B  9  au  point  B.  L'autre  moitié  fe  confirait 
de  même. 

Il  eft  facile  de  voir  maintenant  que  la  courbe  dont  il 
s'agit,  eft  une  ellipfe  dont  le  demi-grand  axe  eft  BT^zAI; 
&  le  demi-petit  axe,  eft  AT  —  pq  zz  EF;  en  effet  fi 
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fîr  le  point  (*)«'&  par  le  point  n  on  mène  n'n;  cette 
ligne  fera  parallèle  b  AE;  8l  puifque  les  points  m  &  m' 
font  deux  points  de  divifion  correfpondans ,  on  aura ,  ont 
:  Ani  \\  op  :  AI;  c^eft-à-dire  (en  fuppofant  que  nit 
rencontre  or  en  s  &  AT  en  « )  >  sn  Z  un'  H  or  ou  AT 
•  7*5,  donc  les  ordonnées  u*'  de  la  courbe  An'B  font 
aux  ordonnées  5/i  du  quart  de  cercle ,  toujours  dans  le  rap- 
port de  BT  à  AT  ;  donc  cette  courbe  eft  une  ellîpfe: 
d'ailleurs  il  eft  facile  de  voir  que  BT  Ht  AT  font  les  demi- 
ares.  Or  comme  l'ellipfe  rencontre  perpendiculairement  ifes 
axes ,  il  eft  vifible  que  pour  joindre  le  point  B  &  le  point  C 
par  un  arc  qui  touche  la  courbe  en  B ,  il  faut  que  le  centre  k 
de  cet  arc  foit  fur  la  ligne  TB  prolongée. 

De  l'Hyperbole. 

318.  Confidérons  maintenant  là  conrbe  {Jlg.  4a) 
qui  auroit ,  en  chacun  de  fes  points  M ,  cette  pro- 
priété ,  que  la  différence  Mf  —  MF  des  diftances 
Alf&c  MF  k  deux  points  fixes  F  6c  f9  fut  toujours 
la  même ,  &  égale  à  une  ligne  donnée  a. 

Nous  allons  chercher  ,  comme  nous  l'avons  fait 
pour  l'ellipfe ,  une  équation  qui  exprime  la  relation 
entre  les  perpendiculaires  PM  menées  fur  la  ligne 
Ff9  &c  leurs  diftances  FP  ou  AP  à  quelque  point 
fixe  F  ou  A  ,  pris  arbitrairement  fur  la  ligne  Ff. 

Je  prends  donc ,  pour  origine  des  abfcifles ,  le 


(*  )  Nous  fuppofons  ici ,  pour 
faciliter  la  démonftration ,  qu'en 


a  placé  le  côté  op  fur  le  pro- 
longement de  IA. 

Bb  x 


•"& 


* 
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point  A  déterminé  en  prenant  depuis  le  milieu  C 
de  Ff9  la  ligne  CA  =  x-a,  &  je  fois  Cff  =  CA. 
Cela  pofé ,  je  nomme  AP  >x  ;  PM,y;\a  ligne  A  F 
qui  eft  cenfée  connue ,  c;  &  la  ligne  /\M,  1;  alors 
FP  =  AF—AP=c—x(*)ifP=*fA  + 
AP  =:fB  +  AB  +  AP=*c  +  a  +  x;  &  puif- 
qu  on  a  Mf  —  MF  =  af  on  aura  Mf  =  a  + 
MF  z=za  +  {. 

Les  triangles  reâangles  FPMyfPM^  donnent 
(FP)1  +  (P3f)2=(FAi)%&(//>)1+(P3fy 

=  (/Af )*  ;  c*eft-à-dire ,  ce  —  xcx  +  **  +^,y  =  {{ 
&  ce  +  lac  +  aa  +  tex  +  lax+xx  +  yy  = 
ta  +  i  * {  +  {{*  Retranchant  la  première  de  ces  deux 
équations,  de  la  féconde  >  on  a ,  en  effaçant  a*  qui 
fe  prouvera  de  part  &  d'autre,  4  c*  +  xac  +  iax 

s=  iai ,   d'oii  Ton  tire  {  =a 

mettant  donc  pour  [ ,  cette  valeur  dans  la  première 

équation  ,  nous  aurons  ce  —  %cx  +  xx  +  yy  =* 

Accxx  +  4accx  +  aace  +•  4*cxx  +  l*&cx  +  <laxx 
aa  ,  vu, 

ebaflant  le  dénominateur,  tranfpofant,  &  réduifant, 
aayy  =  +aacx  +  +accx  +  +acxx  +  4<:c*x, 
ouaayy  =  (4<x<:  + 4**)  (ax  +  xx)  ;  d'où  l'on 

ényy  =  ^77^  (•*  +  **)• 

(  *  )    Si  le  point  ?  étoit  au-  I  feroit  *  -  c  ;  mais  cela  ne  chas* 
delà  de  F  par  rapporta  A>  FP\  gewt  rien  à l'équation  finale» 


2CX   -t-    tftf   •*■    ** 
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319.  Cette  équation  peut  fervir  à  décrire  h  courbe,  pat 
des  points  trouvés  fucceffivcment  f  en  donnant  à  x  plufieurs 
râleurs. 

■ 

On  peut  encore  décrire  la  courbe,  par  points,  en  pre- 
nant arbitrairement  une  partie  Br  plus  grande  que  BF9 
&  décrivant  du  point  /comme  centré,  &  du  rayon  Br9 
un  arc  que  l'on  coupera  en  quelque  point  Ai  par  un  autre 
arc  décrit  du  point  /"comme  centre ,  &  du  rayon  Au 

Enfin  on  peut  décrire  cette  même  courbe,  par  un  mou- 
vement continu,  de  la  manière  fuivante. 

On  fixera  au  point/,  une  règle  indéfinie  qui  puifle  tourner 
autour  de  ce  point.  Au  point  F  Se  k  l'un  des  points  Q  de 
cette  régie  ,  on  attachera  les  extrémités  d*un  fil  FMQ  9 
moins  long  que  /Q,  &  dont  la  différence  avec  /Q,  foit 
égale  k  AB9  alors  par  le  moyen  d'Une  pointe,  ou  ftile  M9 
on  appliquera  une  partie  MQ  du  fil,  contre  la  régie:  foi- 
fant  mouvoir  le  fiile»  de  M  vers  A,  en  tenant  toujours 
le  fil  tendu ,  la  règle  s'abaiflera ,  la  partie  FM  diminuera  9 
&  le  fiile  M  décrira  la  courbe  MA  dont  il  s'agit ,  &  qu'on 
appelle  une  kyptrbok.  En  effet  il  eft  évident  que  la  totalité 
fQ  ou  fM  +  MQ  étant  toujours  de  même  grandeur,  & 
FM  +  MQ  étant  auffi  toujours  de  même  grandeur,  leur 
différence  fM  +  MQ—FM-  MQ,  ou  /AI  —  FM 9 
fera  auffi  toujours  de  même  grandeur. 

310.  L'équation  y  y  =*  ±^7^  (  ax  +  **  ) 

donnant  y  =3  ±  \Y  \^~~  (  *x  +  **  )  1  , 
bât  voir  que  pour  une  même  abfcifle  A  P  ,  ou  x  9 

00  a  toujours  deux  ordonnées  égales  PM>  PNf , 

Bb  3 
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qui  tombent  de  part  &  d'autre  du  prolongement 
de  AB9  qu'on  appelle  le  premier  axe  :  ainfi  la  courbe 
a  une  féconde  branche  A  M!  parfaitement  égale  à  la 
première  ;  &  Tune  &  Fautre  s'étendent  à  l'infini , 
puifqu'il  eft  évident  que  plus  on  augmentera  x  ,  plus 

les  deux  valeurs  =fc  Y  f4tfC^4Cf  (**4-**)l 
augmenteront. 

3  21.  Si  dans  cette  même  quantité  on  fait  x  négatif, 
c'eft-à-dire,fi  l'on  fuppofe  que  le  point  P  tombe  au-deffus 

de^,  elle  deviendra  ±  |/  [4^/gc  (*2  -**)]; 
orxx—ax,  ovlx(x— a)  étant  négatif  tant  que  x  eft  pi  tis 
petit  que  a,  la  quantité  rb  j/  l/**,4'*  (#*— *x)  1 

eft  alors  imaginaire ,  &  par  conféquent ,  y  n'a  aucune 
valeur  réelle  depuis  A  jufqu  à  B  ;  mais  fi-tôt  que  x 
furpaffe  a9xx  —  ax  redevenant  pofitif ,  les  valeurs 
de  y  redeviennent  réelles  ;  il  part  donc  du  point  B 
une  nouvelle  portion  de  courbe  m  B  ni  qui  comme 
la  première  s'étend  à  l'infini' de  chaque  côté  du 
prolongement  de  AB>  &  qui  eft  parfaitement  égale 
à  celle-là  ;  parce  que  fi  l'on  prend  Bp  =  AP , 
alors  xx  —  a  x  ou  Ap  XpB  devient  égal  à  APxPB; 
donc  auffi  pm  eft  égal  à  PM. 

311.  Si  dans  l'équation  yy=  4"*/f'x  (**+**)> 
on  fait  y  =  0  ,  on  trouvera  que  ax  +  xx  on 
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x . ( a  +  x)  =  o ;  qui  donne  x  =  o9  fk  x+a=so 
ou  x  =  —  a  ;  donc  la  courbe  rencontre  Taxe  AB 
aux  deux  points  A  &c  B. 

313.  Si  Ton  fuppofe  AP  =  AF,  c'eft-à-dïre , 
x  —  cy  pour  avoir  la  valeur  de  l'ordonnée  F  m* 
qui  paffe  par  k  point  F  (  qu'on  appelle  le  foyer , 

ainfi  que  le  point/)  on  aura • 

y  =,  ±  V  [ ±iLl^L  (  ae  +  c c )  ]  -  =fc  .  .  • 

y^*«  +  *«ï]--db%{"  +  €9)i  donc  la  double 

ordonnée  m» mm  =*  *(ac+  cc)  :  cette  ligne  eft  ce 
qu'on  appelle  le  paramètre  de  l'hyperbote  :  amfi  ei> 
repréfentant  cette  ligne  par/y,  on  aura/>  =  "  e*  "  ; 
&  par  conféquent  £  =  ^ac^cc\  Subftituant  dans 
Téquation  de  la  courbe  >  on  la  changera  en  cette 
autre  plus  fîraple  %yy  =*  —  Qax  +  xx)+ 

De  la  valeur  de  p9  on  peut  conclure  que  k 
paramètre  du  premier  axe  de  ChyperboU  efi'  plus  que  li 
quadruple  de  ta  iïjtanct  du  fommu  À  au  foyer  F  ;  car 

cette  vafeur*==t^L^ 

qui  eft  évidemment  plus  grande  que  4c* 


314.  Si  for  le  milieu  C  de  AB,  on  élève  «ne 
perpendiculaire  DDt*  dont  la  moitié  CD  (bit  moyenne 

Bb4 
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proportionnelle  entre  c  &  a  +  cy  c'eft-à-dire  ,  entré 
AF  6cfA  ,  cette  perpendiculaire  eft  ce  qu'on  appelle 
\t  fécond  axe  de  l'hyperbole  ;  ainfi  en  la  nommant  b, 

on  aura  —  =*c.(a  +  c),ou££  =  4<*c  +  ^cc; 
&  en  introduifant  cette  valeur  de  bb  dans  l'équa- 
tion yy  a=s  4ae  +  *cc.  (ax+  xx ) ,  celle-ci  fe  chan- 


gera en  yy  =  7^  (**  +  xx).  On  voit  donc  que 

ces  trois  équations  de  l'hyperbole ,  ne  diffèrent  de 
trois  équations  correfpondantes  de  l'ellipfe ,  que  par 
le  ligne  du  quarré  ce  &  du  quarré  xx* 

Cette  même  équation  y  y  =  —  (  ax  +  xx) 

nous  fourhit  aufli  une  propriété  analogue  à  celle 
que  nous  avons  remarquée  dans  l'ellipfe  :  en  effet, 
fi  l'on  chaffe  le  dénominateur  aa>  on  aura  aayy  = 
bb  (  ax  +  xx  )  ,  qui  donne  cette  proportion , 
yy  :  ax+xxllbb:  aa9  o\i(PM)*  :  APxPB 

::  (DD'y*.  (ABy  ou  ::  (CD)*:  (AC)*;u 

quarré  d'une  ordonnée  au  premier  axe  de  P hyperbole  ,  efi 
donc  au  produit  AP  X  BP  des  deux  abfcijfes  ,  comme 
U  quarré  du  fécond  axe  efi  au  quarré  du  premier  ;  & 
par  conféquent ,  les  quarrés  des  ordonnées  font  entre 
eux  comme  les  produits  des  abfciffes  correfpondantes. 

Lorfque  les  deux  axes  ail  b  font  égaux,  l'équa- 
tion ç&  yy=:ax  +xx  qui  ne  diffère  de  celle  du 
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cercle  que  par  le  figne  du  quarré  xx.  L'hyperbole 
s'appelle  alors  hyperbole  cquilaàrt. 

De  l'équation  p  =  **c  +  4gf  ,  on  tire  4 a c  + 

4<rc  s  ap9  &  puifqu'on  a  auflî  44c  +  ^cc  =  bb9 
on  a  donc  ap  =  bb  ,  qui  donne  *:£:.*:/>;  donc 
k  paramètre  du  premier  axe  eft  une  troifième  pro- 
portionnelle à  ce  premier  axe ,  &  au  fécond. 

315.  Si  du  point  D  au  point  A  on  tire  la  droite 
DA ,  le  triangle  reâangfe  DCA  donnera  DA  = 
•  [(<7Z))1  +  (^C)l]  =  l/(iW+i^)>ou,en 
mettant  pour  M  fa  valeur  44c  +  4 ce  ,  DA  = 
\/(cc  +  ac  +  ±aa)=:c  +  ia=:AF+CA=:CF; 
donc  pour  avoir  les  foyers  quand  on  a  les  axes ,  il 
faut  porter  DA  de  C  en  F  ;  &  au  contraire  pour 
avoir  le  fécond  axe  quand  on  a  le  premier  &  les 
foyers ,  il  faut  décrire  du  point  A  comme  centre  & 
du  rayon  CF9  un  arc  qui  coupe  la  perpendiculaire 
Z>/y,  en  quelque  point  D. 

346.  On  voit  auffi  que  la  defeription  de  l'hyper- 
bole dépend  de  deux  quantités ,  favoir  le  grand  axe 
&  le  petit  axe  ;  ou  le  grand  axe  &  les  foyers ,  ou 
le  grand  axe  &  le  paramètre.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  dire ,  on  ramènera  toujours  aifément  la 
defeription  de  l'hyperbole  à  fune  des  méthodes  que 
nous  venons  d'indiquer»  Car  fi  Ton  donnoit ,  par 
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exemple ,  le  grand  axe  &  le  paramètre ,  alors  pre- 
nant une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
lignes  ,  on  auroit  le  fécond  axe  qui  ferviroit  à 
trouver  les  foyers. 

3 17.  Si  Ton  prend  fur  Mf,  la  partie  MG  =  MF, 
&  qu'ayant  tiré  F  G  on  lux  mène  du  point  M  la 
perpendiculaire  MOT ,  cette  ligne  fera  tangente  à 
l'hyperbole ,  c'eft-à-dire ,  ne  rencontrera  la  courbe 
qu'au  feul  point  M. 

En  effet ,  d'un  autre  point  quelconque  -AT  pris  fur 
TM,  menons  aux  deux  foyers  les  droites  Nf6c  NF9 
&  au  point  G  la  droite  NG;  il  eft  évident ,  par  la 
conftruûion ,  que  NF  &  NG  feront  égales  ;  or  Nf 
eft  plus  petit  que  NG  +  Gf,  &  par  conféquent , 
plus  petit  que  NF  +  Gf;  donc  Nf —  NF  eft  plus 
petit  que  Gf,  c'eft-à-dire  ,  que  Mf —  MF;  donc 
le  point  N  eft  hors  de  l'hyperbole  :  on  démontrera 
la  même  chofe  de  tout  point  de  T  M ,  autre  que  le 
point  M. 

Les  angles  FMO  &  OMG  font  égaux ,  d'après 
la  conftruâion  précédente  ;  or  OM  G  eft  égal  à  fon 
oppofé  NMQ;  donc  FMO  eft  égal  à  NMQ;  donc 
la  ligne  MF,  qui  va  au  foyer  F ,  fait  avec  la  tan- 
gente, le  même  angle  que  fait,  avec  cette  même 
tangente  >  le  prolongement  Af  Q  de  la  ligne  fM  qui 
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va  à  l'autre  foyer.  Donc ,  fi  le  point  F  eft  un  point 
lumineux ,  tous  les  rayons  qui  ,  partis  du  point  F9 
tomberont  fur  la  concavité  M  A  M'  fe  réfléchiront 
comme  s'ils  partoient  du  point/. 

328.  Déterminons  maintenant  la  foutangente  PT. 

Puifque  l'angle  FMf  eft  divifé  en  deux  parties 
égales  par  la  tangente  MT,  on  aura  ÇGiom.  104) 
fM  :  MFnfT  :  FT  ;  or  en  nommant ,  comme 
ci-deffus ,  M  F9  [  f  on  a  fM  =i  +  a:  d'ailleurs  Ff 
eu  Bf+AB  +  AF  valant  a  +  ic,  la  ligne /T ou 
J5/ —  «FT ,  vaudra  a  +  %e  —  FT  ;  on  aura  donc 
î  +  *  :  ï  ::  <*  +  **  —  FT  :  FT  ;  donc  en  mul- 
tipliant les  extrêmes  &  les  moyens  ,  on  aura 
lXFT  +  axFT  =  ai+  xc[  —  [X  FT;  d'où, 
après  les  opérations  ordinaires  ,  on  tire  FI  == 

VJ 1  *}  =   VV  *  #  <>r  nou$  avons  trouvé  (  x  18) 

2(«    -4-    «C    -f-    tf* 


,  donc  z  1  +  a 


•  •  •  • 


4c  x  +  I4f -f  2<t*  +  a«   _^   (ic-Ka).iy-t-(ic>i-a)j 

(**  +  «?(*»•'"«/  •  fubftituant  ces  valeurs  dans  celle 

m 

de  FT,  on  aura  FT  =*  - 


(ic  +  a)X 


IX  -f-  4 


ou  en  fupprimant  le  &âeur  commun     **  *  * 
FT=  *"*?*".  Ayant  ainfi  trouvé  FT,  il  eft 
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aifé  d'avoir  la  foutangente  PT ;  car  PT  =  FT— 
FP  =*  FT  —  AF  +  AP  =:  FT  —  c  +  x  =* 

acx-\-ac  +  ax  laxA-ixx        ax  +  xx 

donc  ?I  =  "*  +  **  :  d'où  Ton  voit  que  l'ex- 

preflion  de  la  foutangente ,  pour  l'hyperbole  ,  ne 
diffère  que  par  les  figrtes  ,  de  celle  qu'on  a  eue  pour 
fellipfe. 

319.  Si  de  PT  gn  retranche  AP9  on  aura  AT 
ou  la  diftance  du  fommet  jufqu'à  l'endroit  où  la 
tangente  rencontre  l'axe.  Cette  diftance  fera  donc 

^™*P"T^-*>  qui  fe  réduit  à 

AT=     Ux 


i*  +  * 


330.  Cette  expreffion  de  AT  nous  donne  lieu  de 
faire  quelques  remarques  fur  la  courbure  de  l'hyper- 
bole. Nous  avons  vu  ci-deffus  que  chacune  des  deux 
branches  A  M  9  AAf  s'étendoit  à  l'infini.  Cependant 
leur  courbure  eft  telle  que  toutes  les  tangentes  que 
l'on  peut  mener  à  chacun  des  points  de  ces  branches 
infinies ,  ne  rencontrent  jamais  l'axe  que  dans  Tinter* 
valle  compris  entre  A  6c  C.  En  effet ,  fi  dans  la  valeur 
de  AT  on  fubltitue  pour  x ,  toutes  les  quantités 
imaginables  depuis  o  jufqu'à  l'infini ,  h  valeur  de 
AT  ne  croît  que  depuis  o  jufqu'à  {a  ;  car  quand 
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x  eft  infini  ,  le  dénominateur  {a  +  x  doit  effen- 
tiellement  être  regardé  comme  la  même  chofe  que  x  , 
puifque  fi  Ton  confervoit  alois  {  a  ,  ce  feroit  fup- 
pofer  qu'il  peut  augmenter  x  ,  &  détruire  ,  par 
conféquent ,  la  fuppofition  qu'on  fait  que  x  eft  infini  : 

-ax 

or  dans  ce  cas  la  quantité  AT  fe  réduit  à  - — ;  c'eft- 

à-dire >  à  £  *  ;  donc  la  tangente  à  l'extrémité  infinie 
de  chaque  branche  AM&cAM1,  pafie  par  le  centre 
C.  Et  puifque  les  branches  oppofées  Bm  &  Bm9 
font  parfaitement  égales  à  celles-là ,  &  que  les  points 
A  &c  B  font  également  éloignés  de  C ,  il  s'enfuit  que 
ces  mêmes  tangentes  font  airffi  tangentes  aux  extré- 
mités infinies  des  branches  Bm  &  Bmf.  On  les  voit 
(fi$*  43  )  repréfentées  par  les  lignes  CXy  CY. 

331.  Ces  tangentes  s'appellent  les  afymptous  de 
l'hyperbole  :  ce  font ,  comme  on  le  voit ,  des  lignes 
qui  partant  du  centre ,  s'approchent  fans  ceffe  de 
l'hyperbole,  fans  pouvoir  l'atteindre  qu'à  une  dis- 
tance infinie. 

Si  par  le  fommet  A  (fig.  42  ) ,  on  mène  la-droite 
A  t  parallèle  à  P  M ,  les  triangles  femblabjes  TAtf 
TPM  donnent  TP  :  PM  ::  TA  :  At;  c>eft-à-dire, 
»x+n      tt  \*x     4      i**y  vt«+*_  i*y 

±a  +  x  •^••itf  +  *#  ia+x*ax+xx~~a+x* 

ou,  en  mettant  pour  y  ù  valeur  —  i/(ax+xx),. 
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Jt=ï — (**+xx)  ^  ^.^  lorfque  x  eft  infini, 

devient  \b  ou  CD9  parce  que  ax  doit  êtrefup- 
primé  vis-à-vis  de  x  x ,  &  a  vis-à-vis  de  x.  Voici 
donc  comment  on  déterminera  les  afymptotes.  On 
élèvera  au  point  A  (fig.  43)  une  perpendiculaire 
AL,  que  Ton  prolongera  de  part  &  d'autre  du 
point  A ,  d'une  quantité  égale  à  CD;  alors  tirant 
par  le  centre  C  &  par  les  deux  extrémités  L  & 
2/ deux  lignes  droites ,  elles  feront  les  afymptotes. 

331.  Pour  avoir  Texpreflion  de  CT  {fig.  41), 
il  faut  de  CA  retrancher  AT,  &   Ton  aura  CT 

\ax  \aa  {C  A)*        .,  _^ 

=  î* -7^=17+^= W  ^donnecette 
proportion  CP  :  CA  ::  CA  :  CT. 

333.  Si  Ton  veut  avoir  l'expreffion  de  TM, 
le  triangle  redangle   TPM  donne    (TAf)*  =s 

{PAty  +  (PTy   «  ii   .  (**  +  **)  + 

(a*  -+-xx) 
(*«  +  *)'• 

334.  Pour  avoir  Pexpreffion  de  P/  ou  de  la 
foufnormale  ;  les  triangles  TPM ,  AfP/  (fem- 
blables  à  caufe  que  l'angle  TMl  eft  droit,  &  que 
f  Al    eft  une  perpendiculaire   abaiffée   de   l'angle 
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iioît),  donneront  TP  :  PM  ::  P  M  :  PI,  ou 

335.  Cherchons  maintenant  l'équation  par  rapport 
au  fécond  axe  D  Df  ;  &  pour  cet  effet  menons  la 
perpendiculaire  MF  fur  ce  fécond  axe,  &  nommant 
MP'9y;  DF.xf;  on  aura  CP'^PM ^=y=» 
±^_^;P'iH=sC,P=^+^=y;&parconfé- 
quent  #  =y  —  ±  a;  fubftituant  donc  pour  x  &  y  , 

ces  valeurs ,  dans  l'équation  j^  =  —  (ax+xx) 
au  *  *y,y  =a^i (a x + **),  on  aura,  après  les  réduc- 
tions faites,  y  y  =~  (^  bb  —  bx1  +xfxf);  d'où 

l'on  voit  qu'il  n'en  eft  pas  de  l'hyperbole  comme  de 
îellipfe;  Féquation  à  l'égard  du  fécond  axe,  n'eft 
pas  femUableà  celle  qu'on  a  à  l'égard  du  premier. 

336.  Enfin  fi  l'on  veut  l'équation  ,par  rapport  à 
Taxe  A  B ,  en  prenant  les  abfcifles  depuis  le  centre 
C;  on  nommera  CP,i;  &  l'on  aura  [=*CA  + 
A  P  =s  ±a  +  x;  &  par  conféquent  x  =  [  —  ±a; 

fubftituant  dans  l'équation  y  y  =  —  (  *  *  +  xx)f 

on  aura  yy=*  —  ({{  —  iaa)*  Pour  l'équation 


par  rapport  au  premier  axe ,  les  abfciffes  étant  prifes 
du  centre* 
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Et  à  l'égard  du  fécond  axe  DD*  9  fi  Ton  nomme 
CP\i;  on  aura  f  =  CD  —  DP'  =  ±b  —  *';& 
par  conféquent  x*  =2  {b  =  (  ;  fubftituant  dans 

l'équation  y'y*  =*  \\  (  \bb  —  bx'  +  x*  x1 )  que 

nous  avons  trouvée  (335)  pour  le  fécond  axe , 

on  aura//  =  jy  ( tV  +  *  **)• 


337.  Si  l'on  veut  rapporter  au  centré  C9  les 
expreffions  de  ?T,  CT9  PI  &  TM9  trouvées 
ci-deffus  9  il  n'y  a  qu'à  fubftituer ,  dans  ces  expref- 
fions ,  1  —  ±  a  au  lieu   de  x ,  &  l'on  trouvera 


C-^+«-j")u=f 


rda 


■  • 


Et  fi  Ton  prolonge  M  T  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
le  fécond  axe  en  T7 ,  les  triangles  femblables  TPM, 
TCT'  donneront   TP  :  PM  ::  CT  :  CT',ou 

g*-*":y  ::  iiï--:  cr^    *"/    ;mais 

Tf      *„  —  «&.  donc  CT'—  i*£-  WWACDf 
donc  CP1  \CD\\  CD:CT>. 

338.  Si  parle  centre  Cde  l'hyperbole  (fig.  43  )on 
mène  une  droite  quelconque  M  CM  terminée  de 
part  &  d'autre  à  l'hyperbole ,  cette  droite  s'appelle 
un  diamètre.  Toute  droite  m  0  menée  d'un  point 

m  de 
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19}  de  la  courbe  parallèlement  à  la  tangente  en  M% 
&  terminée  au  diamètre  MM'  prolongé,  s'appelle 
une  ordonna  à  ce  diamètre.  MO  &  0  M!  en  font 
les  abfciffis.  Nous  allons  démontrer  que  les  propriétés 
des  ordonnées  mO ,  à  l'égard  des  diamètres  terminés 
à  la  courbe ,  font  les  mêmes  que  celles  des  ordon- 
nées M  P  k  l'égard  du  premier  axe. 

Menons  des  points  m  &  O ,  les  perpendiculaires 
mp  &  OQ  fur  Taxe  AB ;  &  du  point  02  menons 
mS  parallèle  à  AP  ;  nommons  PMyy;  CP9i; 
Qp9g;  CQj  k;  nous  aurons  AP=sCP—CA 
*=l  —  \a;BP=sCP  +  BC=n  +  {a;Ap=* 
Cp  —  CA=CQ  —  Qp—CA=*k—g—ïa; 
Bpe=>Cp  +  BC=*k—g+ia. 

Les  triangles  femblables  CPMf  CQO,  donnent 
CP  :  PM  ::  CQ  :  QO;  cVft-à-dire ,  <  :  y  \\  k  : 

QO=ii.  Les  triangles  femblables  TPM9mSO, 

donnent  PT  :  PM  ::  /ni  ou  Ç/;  :  SO;  tfeft-à* 

or  puifque  le  point  m  appartient  à  l'hyperbole ,  # 
feut  (314)  que  (pm)%  :  (PM)2  ::  ApxpB* 

APxPB;  c'&-k^reJ^—-£^>:yy 
Marine*  Algibrc,  C  c 
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kk  —  *kg  +  gg —  ±aa\n  —  ^ «a;  donc,  en 
multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  &  feifant 
attention  aux  quantités  qui  fe  trouveront  multipliées 
&  divifées,  en  même  temps ,  par  n —  £  **,  &  à 

celles  qui  le  feront  aufli  pardon  aura— — (tt — iaa) 

—  igtyy  +  [[i\y/a =  kk*y  ~  xshy  + 

ggyy  —  kaayy<>  <>«>  **  développant  le  terme 

^^  Çll^iaa)9&{v^namdkkyyêC-%gkyjr 
que  Ton  aura  dors  dans  chaque  membre  9  divifant 

de  plus  par  yy9  on  aura  —  \*-^-  +  t*-\*i 

<=*gg — i**?  équation  qui  va  nous  fervir  à  démon- 
trer la  propriété  dont  il  s'agit  ;  mais  auparavant  nous 
ferons  obferver  que  fi  de  part  ou  d'autre  du  centre  C, 
on  prend  fur  Taxe  A  B  la  partie  CR  qui  foit  moyenne 
proportionnelle  entre  BP  &  AP  ;  c'eft-à-dxre,  telle 
que  (CRy=sAJ>xPB=£K~~±aa;ÔC  fi  ayant 
élevé  la  perpendiculaire  RNf  terminée  en  N't  par 
la  ligne  NNf  menée  par  le  centre  C  parallèlement 
à  FM,  on  fait  CN=CN\  alors  N N'  eft  ce qu'on 
appelle  un  diamètre  conjugue  au  diamètre  MM1  ;  & 
l'on  appelle  paramètre  du  diamètre  MM9,  une  troi- 
fième  proportionnelle  à  itfilf7  &  JVAT. 

Revenons  maintenant  à  notre  objet  ;  nommons 
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CM,±a;CNou  CN' ,±b' ;  C09  ?  ;  8cOm9y'. 
Les  triangles  femblables   CPM,  CQO ,  donnent 

cm :  cp ::  co :  CQ;c'e&-k-&tt,ia' :  1  ::(:k; 

doncA:=f£.. 


»* 


Les  triangles  mS06c  CWR ,  femblables  à  caufe 
des  côtés  parallèles,  donnent  CN'  iCRii'mO:  mS9 

ou  Ï#:CR::  y':  g;  donc  g*=  ^%£  ,  &  par 


conséquent  g  g  =  — x^y  J  ,  ou  (  puifqu'on  a  fait 

Subftituons  pour  gg  &c  kk,  les  valeurs  que  nous 
venons  de  trouver;  fubfti  tuons  -  les ,  dis- je,  dans 

Féquation— i^^  +  ^^==W--^tf,tn)u. 
vée  ci-deffus ,  &  nous  aurons  —  x  a  a  .  ,*î*/*  ■  + 

i*' *'(«  —  $**)  i*'*'  ±y*'  4**,ou 

(en rédui&nt & divi&nt enfuite par  \aa )  TM  = 
—  -2ttt3 —  1 ,  ou ,  après  les  opérations  ordinaires, 


y/s:!A(iY  —  i  «'«'),  équation  fcmblable  à 


a  a 


celle  qu'on  a  eue  pour  le  premier  axe. 


Ttf'n' 


339.  Si  Ton  fait  y  =  o ,  on  trouve  {£ —  £ 
s  0,  qui  donne  ^  ==  ±  £4';  la  courbe  rencontre 

Ce  2 


J 
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donc  la  ligne  MM1  en  deux  points  oppofés  Af  &  JM1, 
éloignés  du  centre ,  chacun  de  la  quantité  ±J ,  ou 
CM  ;  ainfi  tous  les  diamètres  font  coupés  en  deux 
parties  égales  au  centre. 

340.  L'équation  y  y'  =  £$■  (  ff  -  x  <v  ) 


donnant/ =a±  £  •(tY  —  \  JJ  );c>eft-à- 

dire ,  deux  valeurs  égales  &  de  figne  contraire,  pour 
y ,  fait  voir  que  fi  Ton  prolonge  m  O  ;  de  manière 
que  Om'=Om,]e  point  /»' appartiendra  à  la  courbe; 
chaque  diamètre  MM  coupe  donc  en  deux  parties 
égales  les  parallèles  à  la  tangente  qui  paffe  par  (on 
origine  M. 

341.  La  même  équation  donne  a  a' y' y  = 
y  y  (  CY  _  ±  a'a'  )  ,  d'où  Ton  tire  y  y  :  {'{'  - 

$*V  ::  *'*':  aV,ou(/*o)2:  «OxOtf:: 

(JW)1  :  (JOf')z;c*eft-à-dire,&  quarri  £m 
ordonnée  quelconque  ta  O  à  un  diamètre  termine  à  la 
courbe ,  eft  au  produit  M  O  X  O  M'  de /es  deux  abfciffes9 
comme  U  quarri  du  diamètre  conjugué  9  eji  au  quarri 
de  ce  premier  diamètre. 

341.  Si  du  centre  C  on  abaiffe  fur  TM  la  per- 
pendiculaire CF y  les  triangles  femblables  CFT9 
TfM,  donneront  TM  :  PM  ::  CT  :  CF,  &par 

conféquent  CF  =  — j^j — .  Les  triangles  femblables 
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CRN',  TPMt  donneront  PT  :  TM  ::  CR  :  CN' 
ou  CN;  donc  CN  =s  ï"^  ;  donc  CF  x  CN  ^ 

PMxCTxTMxCR  PMxCTxCR 

tmxPT s=ï  PT »  ou  en  quarrant, 

(  CFy  X  (  CNy  =  i^^li£«r  ;  or  on  a 
{PNiy=yy=  "    («-*««);  (C*)»  =  «- 


«* 


i«(338);&(337)(CTy=:iiJ-,  (PT)» 
«=  "* — 2 — -  ;  fubftituant  ces  valeurs  *  on  a  , 

après  les  réduaions  fcites ,  (CF)%  x  (  CAr)2  =* 
ii*abb  9ovlCFx  CN  =  ±ab;  or  fi  Ton  prolonge 
Jtf  r  jufqu'à  l'afymptote  9taI9MI  fera  égal  à  CN, 
comme  nous  le  verrons  ci-deflbus ,  &  CIMN  fera 
par  conséquent ,  un  parallélogramme  dont  la  fur- 
fcce  fera  ==  CF  x  Ml  =  CF  x  CN;  donc  quel- 
que part  où  foit  le  point  M ,  le  parallélogramme 
CIMN  fera  toujours  égal  en  furface  au  reâangle 
des  deux  demi  ->  axes ,  c'eft  -  à  -  dire ,  à  {  a  x  i  b 
ou^ab. 

343.  Les  triangles  femblables  TPM  &  CRN' 
donnent    TP    :    PM    ::    CR  :    RN'  ;    donc 

kit  «  2ft£*f  &  (**')*  =  JJUÊ^pL 

lh±L  en  fubftituant  les  valeurs  algébriques  & 


a  « 


réduifant  ;   or  les   triangles  reÔangles   CPM  Se 
CRN'  donnent  (CW)a  «  (CP)Z  +  (PM)1, 

Ce  j 
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&  (CN'y  ou  (CN)Z  =  (CRy  +  (*#')*; 
donc  (CM)1  —  (  CW)1  =  (C7>)2  +  (/Mf)*  — 
(CR)Z  —  (*#')*  ;  fubftituant  dans  le  fécond 
membre ,  au  lieu  des  lignes  qui  y  entrent ,  leurs 
valeurs  algébriques  trouvées  ci-deffus,  on  aura, 
après  les  réduûions  faites,  (CM )z  —  (CN)1  = 
J  a  a  —  ~  bb  ;  c*eft  -  à  -  dire  ,  que  la  différence  as 
quarrés  de  deux  demi-diamètres  conjugués  quelconques  9 
eji  toujours  la  même ,  &  égale  a  la  différence  des  quarris 
des  deux  demi-axes. 

H  fuit  de -là  que  dans  l'hyperbole  équilatère, 
chaque  diamètre  eft  égal  à  Ton  conjugué  ;  car  fi 
a  =  b,  on  a  (CM)7-  —  (CN)1  =  o,  &  par 
conféquent,  CM  =  CN. 

344.  Si  dans  (CN)%  =■  (CR)2  +  (RN1)2 
on  fubftitue  pour  CR  &  RN'  leurs  valeurs  algé- 
briques, on  aura  (  CN)2  =  n  —  \aa  +  ^*  * 
or  nous  avons  trouvé  ci-deffus  (  3  37) ,  (  TM)2  = 

(■*£-  +  «-*")   «"*"  ;*>■* 

(  T  JH  )*  =    «-*"    x  (  CN  y  ;  mais  les 

triangles  femblables  MPT  &  MPT*  donnent,  en 
quanant,  (PT)2  :  (TJW)1  ::  (P'M)*  :  (T'ilf)*, 
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donc  (  TMy  =  (  CNS£?  S  donc  (  ™ Y  * 
(TMy  =  (CW)4,  ou  TM  xT'M=z(CNy; 
mais  fi  Ton  nomme  p  le  paramètre  du  diamètre 
MM'$  on  aura  iCM  :  iCN  ::  xCN  :  p'  9 
&  par  conféquent  1  p  X  CM  =  4  (  C# )* ,  ou 
(  CN)Z  =  i/  x  CM;  donc  TAf  x  T'M  = 
ip  x  CM ,  d'oii  l'on  tire  CM  :  TM  ;:  TU  :  ±p'. 

345.  De-la  on  peut  conclure  la  méthode  fuivante  pour 
avoir  les  axes  de  l'hyperbole  ,  &  par  conféquent  pour  dé- 
crire cette  courbe ,  lorfqu'on  ne  connoît  que  deux  diamètres 
conjugués ,  &  l'angle  qu'ils  font  entre  eux* 

On  prendra  fur  MC  (fig.  44)  une  ligne  MM  =  \p* r 
&  fur  le  milieu  1  de  CH  on  élèvera  une  perpendiculaire 
1K9  qui  coupera  en  quelque  point  K  la  ligne  MT  menée 
par  le  point  M  parallèlement  au  conjugué  AW.  De  ce 
point  JC  comme  centre  9  &  d'un  rayon  égal  à  la  diftance 
de  K  a  C,  on  décrira  un  cercle  qui  rencontrera  MT  aux 
deux  points  T  &  V  par  îefquels  &  par  le  centre  C  tirant 
TC  &  CT ,  ce  feront  les  directions  des  axes;  car  il  eft 
clair,  i°,  que  l'angle  TCV  fera  droit,,  puifque  la  circon- 
férence paffe  par  le  point  C,  &  qu'elle  a  TT  pour  dia- 
mètre ;  2°.  par  la  nature  du  cercle ,  on  a  (  Géom.  1 17  )  CM 
!  TM  :  :  TM  :  M  H;  donc  puifqu'on  a  feit  MH  =  £/>% 

on  a  CM  :  TM  ;:  r'M:£/. 

Ayant    ainlî  déterminé    les  direffions   dès   axes- ,    on 
en  déterminera  h  grandeur  en   abaiflant  du  point  M  >   les 
perpendiculaires  MP  9  MF  9   &   prenant   CA   moyenne» 
proportionnelle    entre  CP   Se    CT  £  &    CD*  moyenn» 

Gc  4 
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proportionnelle  entre  CPf  &  CT  ;  c'eft  une  fuite  des  ex- 
preffions  que  nous  avons  trouvées  (337)  pour  CTSlCT. 

Quand  les  deux  diamètres  conjugués  que  Ton  connoit 
font  égaux ,  alors  le  paramètre  leur  eft  égal  auffi ,  ce  qui 
rend  MH  ~  MC  ,•  les  deux  points  de  (eâion  H  &  C  fe 
confondant  alor*,  M  C  eft  une  tangente  au  cercles  ainfi, 
il  faut  tout  Amplement»  pour  avoir  le  centre  K$  élever 
fur  CM  une  perpendiculaire  au  point  C 

• 

De  V Hyperbole  entre  fes  afymptotes. 

346.  L'hyperbole  .confidérée ,  par  rapport  à  fes 
afymptotes ,  a  quelques  propriétés  dont  la  connoif- 
fance  peut  être  utile  ;  nous  allons  les  expofer.  Il 
feut  fe  rappeller  ici  comment  on  détermine  les  afymp- 
totes ;  voyez  (331). 

Nous  allons  rapporter  chaque  point  E  de  l'hyper- 
bole (jig.  4J),  aux  deux  afymptotes  CLO,  CL'o, 
en  menant  la  ligne  E  Q  parallèle  à  Tune  d'entre 
elles  ;  &  nous  chercherons  la  relation  qu'ont  entre 
elles  les  lignes  E  Q  &  CQ. 

Pour  trouver  cette  relation ,  nous  mènerons  par 
le  point  quelconque  Ey  la  ligne  OEo  parallèle  au 
fécond  axe  DD1,  &  la  ligne  ES  parallèle  à  CLO; 
par  le  fommet  A  nous  tirerons  A  G  parallèle  à 
QU 0.  Et  nous  nommerons  CA%  ±a;  CD  ovlAL 
SAxAV,  \b;  CP,  [;  PE,y;  AG,m;  GL,nf 
CQ>  t;  QE,  u. 
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Les  triangles  fecnblables  ,  CPO  ,  CAL ,  nous 
donnent  CA  :  AL  ::  CP  :  PO,  ou  £  a  :  £*,  ou 

a:  bllii  PO  =  Po  =  ±S;  donc  EO  =  ^  —  y  , 

&  £0  =  ÎI  4-jr;  par  conféquent  £0  x  Eo  =  -^ 

.-—  jry  =3  \  b  b  (en  mettant  pour  y  y  (a  valeur 

£i#(t*t_LM)t  &  réduifant);  c'eft- à-dire* 

que  £Ox£o  =  (CZ?)*  =  (-^I)2,  propriété  qui 
appartient  à  tout  point  de  l'hyperbole ,  puifque  te 
point  £  a  été  pris  arbitrairement 

347.  Les  triangles  QE 09ESo9  &  AGL  fem- 
blables  entre  eux ,  donnent  AL  \  A  G  ::  £0  :  £Q, 
&  AL  :  CI  ::  £0  :  ES  ;  donc  multipliant  ces 
deux  proportions  par  ordre  (  afin  d'y  .introduire 
EOxEo,  dont  on  a  la  valeur)  on  aura  (AL)1: 
AGxGL  ::  EOxEo  :  £Qx£5;c'eft-à-dire, 
±bb  :  mn  \\  \bb  :  nr;  donc  0/  =  mn  ;  équation 
à  l'hyperbole  entre  fes  afymptotes.  Ainfî  en  quelque 
point  £  que  ce  foit  de  l'hyperbole ,  on  a  toujours 
£Q  x  ES,  ou  plutôt  EQxCQ  =  AGx  GL. 

Or  fi  Ton  fuppofe  que  le  point  £  tombe  en  A% 
CQ  devient  CG ,  &  QE  devient  AG ;  on  a  donc 
CGx  AG  =  AGx  GL;  donc  CG  =  CI.  Mais 
le  point  G  fe  trouvant ,  par-là ,  être  le  milieu  de 
CL ,  on  doit  avoir  CG  =  A  G  =GL;  car  le  cercle 
décrit  fur  CL  comme  diamètre  (&  qui  auroit  par 
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conféquent  CG  pour  rayon),  pafferoit  par  le  point 
A ,  à  caufe  de  l'angle  droit  A  ;  on  a  donc  m  —  n9 
&  par  conféquent  ut  =  mz  =  {CG)2. 

Ce  quatre  confiant  mz  ou  (  CG  )*  ,  auquel  Te 
produit  ut  ou  CQ  x  QE  eu  toujours  égal ,  s'ap- 
pelle la  puiffanu  de  l'hyperbole. 

348.  De  la  propriété  que  nous  venons  de  démon* 
trer ,  on  peut  déduire  cette  autre  :  De  quelque  point 
E  que  ce  foit  de  Vhyperbole  9.fi  l'on  lire,  de  quelque 
manière  que  ce  foie  9  une  droite  REr  terminée  aux  afymp- 
totes  y  les  parties  RE,mr,  interceptées  entre  la  courbe 
&  les  afymptous  ,  feront  égales. 

Car  fi  par  le  point  m  on  mène  hmH  parallèle 
à  OEo3  les  triangles  femblables  REO,  &  RmH 
donnent  ER  :  Rm  ::  EO  :  Hm;  &  les  triangles 
femblables rhm6croE9  donnent £r:  mr  ::  Eo  :  mh; 
multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ,  on  aura 
ER  X  Er:  Rmxmr  ::  EO  xEo:  Hm  x  mh; 
or  les  deux  produits  EO  X  Eo  &  Hm  x  mh  font 
égaux  chacun  à  ( CD )2  (  346 ) ;  donc  ERxEr=* 
Rmxmr,  ou  ERx(Em+ mr)zz  (ER  +  Em) 
Xmr  ;  fàifànt  les  multiplications  indiquées ,  &  fup- 
primant ,  de  part  &  d'autre ,  E  R  x  m  r ,  oa  aura 
ERx  Em=z  Em  x  mr;  donc  ER  =  mr. 

349.  De  là  on  conclura  que  toute  tangente  Te 
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à  l'hyperbole,  terminée  aux  afymptotes,  eft  divifée 
en  deux  parties  égales  au  point  de  contaâ  M. 

350.  Si,  par  le  point  M,  on  tire  IMi  paral- 
lèle à  DD' ,  &  fi ,  par  un  point  quelconque  E , 
on  tire  REr  parallèle  à  la  tangente  Tt9  les  triangles 
femblables  TMI  &  REO  donneront  TM:MI 
::  R  E  :  E  O  ;  &  les  triangles  femblables  Mit,  Eor 
donneront  Mt  ou  TM  :  Mi  ::  Et  :  Eo;  mul- 
tipliant ces  deux  proportions  par  ordre,  on  aura 
(TM)2:MIxMi::  RExEr-.EOxEo;  or 
les  deux  produits  MI  x  Mi  &  EOxEo  font  cha- 
cun égal  à  {CD)2;  donc  (TM)x=RExEr. 

351.  Si  ,  du  centre  C ,  on  mène  le  diamètre  CMV9 
il  divifera  en  deux  parties  égales  la  ligne  Rr  pa- 
rallèle à  Tr,  puîfque  (  349)  il  paffe  par  le  milieu 
M  de  Tt;  nommant  donc  CM,  \d ;  TM,  \q; 
CV9  [  ;  l'ordonnée  VE  ,  y  ;  les  triangles  femblables 
CM T,  CVR  donneront  CM:  MTy.CVz  FR; 

c'eft-à-dire,  ±Ji\q ou*':*:: (: rR=rf=*£i 

donc  RE = *£  —y,  &  E  r  =  ^  +/  ;  donc  puifque 
iî£x£r==(i»fr)*  =  ^?,  on  aura  ^îl— /y 
=  î^;or(338)yy  =  ^(ï/î,-^V); 

donc ,  en  fubftituant ,  on  aura  ig?  —  >'£& + J  V  V 
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u*  -  *nîi  -  i  (  m  - vv  )  =  °>  «* 

^7  — 7,  on  aura  ?? —  ^=so,qui  donne  fl=y, 

ou  £  f  =  ±V ,  c'eft-à-dire  9MT=CN9CN  étant  le 
demi-diamètre  conjugué  de  CM;  c'eft  ce  que  nous 
avons  promis  (  3  41  )  de  démontrer.  On  a  donc 
Ofc.43)  MI=CN, 

351.  On  a  donc  aufïï  pour  toute  droite  REr  paral- 
lèle au  conjugué  CN(fig.+i)  RExEr  =  ( CN)\ 

353.  On  voit  donc  que,  connoiflant  deux  demi- 
diamètres  conjugués  CM9  CN^fig.+ô)  &  l'angle 
qu'ils  font  entre  eux ,  il  eft  très-facile  de  décrire 
l'hyperbole  par  des  points  trouvés  fucceffi  veinent. 
En  effet  ce  qui  a  été  dit  (  349  &  35 1  )  fait  voir 
qu'en  menant  par  l'origine  M  du  demi  •diamètre 
CM  la  ligne  TMt  parallèle  à  CNy  &  prenant  de 
part  &  d'autre  du  point  M  les  parties  MT9  Mty 
égales  chacune  à  CN  9  fi  par  le  centre  C  on  tire 
les  lignes  CT  &  Ct9  elles  feront  les  afymptotes. 
Et  ce  qui  a  été  démontré  (  3  48  )  fait  voir  que  fi 
par  le  point  M  on  tire  arbitrairement  tant  de  droit-;  s 
PMQ,  PMQ  qu'on  voudra,  &  qu'on  faffe  fur 
chacune  PO  =  MQ9  les  points  O trouvés  de  cette 
manière,  appartiendront  tous  à  l'hyperbole  cherchée; 
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On  paît  enfuite  faire  fervir  chaque  point-  0 ,  à  en 
trouver  d'autres  tels  que  Vy  f ,  &c.  en  tirant  les 
droïtesROS,ROS,  &cc>6tfai(znt  S F=RO. 

3  54.  On  voit  auffi ,  par-là ,  comment  ,  entre  deux 
lignes  données  pour  afymptotes,  on  peut  décrire 
une  hyperbole  qui  paffe  par  un  point  donné  entre 
ces  lignes. 

355.  Enfin  ,  en  divifimt  l'angle  des  afymptotes  & 
Ion  fupplément ,  chacun  en  deux  parties  égales ,  on 
aura  les  direâions  des  deux  axes,  dont  on  déter- 
minera la  grandeur  comme  il  a  été  dit  (  345  )  ;  ce 
qui  donne  un  fécond  moyen  de  réfoudre  la  queftion 
dont  il  s'agiflbit  au  même  endroit. 

De  la  Parabole. 

356.  Il  s'agit  maintenant  de  trouver  les  propriétés 
de  la  courbe  dont  chaque  point  feroit  auffi  éloigné 
d'un  point  fixe  F  (fig.  47  ) ,  que  d'une  droite  XZ 
dont  la  pofition  eft  connue,  c'eft-à-dire ,  d'une  courbe 
telle  que  pour  chaque  point  M ,  abaiflant  la  per- 
pendiculaire M  H,  on  auroit  toujours  MF=MH. 

Du  point  /"menohs  F  F  perpendiculaire  fur  XZy 
&  partageons  FF  en  deux  parties  égales  en  A  : 
A  fera  un  point  de  la  courbe,  {taifque  AFs&AFf 
ce  point  eft  \tfomma. 

Pour  trouver,  les  propriétés  de  cette  courbe  qu'on 
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appelle  une  parabole;  nous  allons  chercher  uneéquatîon 
qui  exprime  la  relation  entre  les  perpendiculaires  MP 
abaiffées  fur  FF >  &  leurs  diftances  AP  au  point  A. 
Nous  nommerons  donc  AV  ou  A  F  >  c  ;  AP  yx; 
PM,  y  ;  alors  nous  aurons  VP  =  AV  +  AP  m 
c  +  x  x=*MH  ;  &  puîfque  MF*=s  MH,  nous  aurons 
auffi  MF=sc  +  x:  d'ailleurs  FP  =  AP  —  AF=* 
x  —  c;  or  le  triangle  reâangle FPM  donne  (-FP)* 
+  (PMy  =  (FM)z;  donc  xx  —  icx  +  ce  +yy 
*=3cc  +  icx  +  xx9  donc tranfpo&nt ,  & réduifant, 
y  y  =  4  c  x  ;  c'eft-là  l'équation  de  la  courbe ,  & 
voici  ce  qu elle  nous  apprend. 

i°.  Cette  équation  donney  =  rfc|/4cr;  donc, 
pour  une  même  valeur  de  x  ou  AP  9  on  a  deux 
valeurs  égales  de  y  ou  P M;  mais  comme  Tune  eft 
pofitive  y  &  l'autre  négative ,  elles  tombent  de  côtés 
oppofés  de  la  ligne  indéfinie  API  qu'on  appelle 
taxe  y  c'eft-à-dire,  qu'elles  font  PM  &  PM':  1a 
courbe  a  donc  deux  branches  AM9  A  M'  parfai- 
tement égales  &  qui  s'étendent  à  l'infini ,  puifquil 
eft  clair  que  plus  x  augmentera ,  plus  V  Acx  >  & 
par  conféquent  y ,  augmentera. 

i°.  Si  l'on  fiât  x  négatif  9  on.  aura  y  =»  ± 
|/  —  4  c  x.  ;  c'eft-à-dire  ,  imaginaire  ;  la  courbe  ne 
s'étend  donc  point  au-deffus  du  point  A. 

3°.  Si  l'on  fait  x  =  c  pour  avoir  l'ordonnée  qui 
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paffe  par  le  point  F  qu'on  appelle  le  foyer ,  on  3 
y  =  db  V4CC  s  db  2* ;  c  eft-à-dire,  que  FmH  szxc; 
donc  nP  m"  sa^,  Cette  ligne  m11  m"  qui  paffe 
par  le  foyer  eft  ce  qu'on  appelle  le  paramètre  de 
Taxe  de  la  parabole.  Ainfi  le  paramètre  de  l'axe  de 
la  parabole  ejl  quadruple  de  la  diflanec  AF  du  fommet 
nu  foyer. 

4°«  Donc  fi  l'on  nomme  p  ce  paramètre ,  oa 
aura  41=3/?,  &  l'équation  de  la  parabole  devien- 
dra, par  conféquent  9  y  y  =apx* 

357.  Ayant  l'équation  d'une  parabole ,  il  eft  aifé 
de  décrire  cette  courbe  par  des  points  trouvés  fuc- 
ceffivement ,  en  donnant  fucceflivement  à  x  plufieuts 
valeurs  ,  &  calculant  les  valeurs  correfpondantes 
dey. 

358.  On  peut  encore  la  décrire  par  points ,  de 
cette  autre  manière  :  ayant  choifi  le  point  A  que 
Ton  veut  prendre  pour  fommet  &  la  ligne  indé- 
finie TVI  qui  doit  être  la  dire&on  de  faxe,  on 
prendra  les  parties  AVyAF  égales  chacune  à  \p  , 
le  point  F,  fera  le  foyer  ;  alors  on  élèvera  fur  chaque 
point  de  l'axe  des  perpendiculaires  indéfinies  MM\ 
&  traçant  du  point  F  comme  centre ,  &  de  la  dis- 
tance VF  comme  rayon ,  deux  petits  arcs  qui  coupent 
chaque  perpendiculaire  en  deux  points  M  &  M'9  ces 
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points  feront  à  la  parabole ,  puifque  FM  9  qu'on  (sût 
par-là  égal  à  VP  fera  égal  à  M  H  9  en  imaginant 
la  droite  VU  perpendiculaire  à  l'axe.  Cette  droite 
XV  H  s'appelle  la  directrice. 

359.  Enfin  on  peut  décrire  la  parabole  par  un 
mouvement  continu  en  employant  une  iqucrrt  VHf: 
on  attache  fur  un  point  quelconque  /  d'une  des 
branches  de  cette  équerre  ,  l'extrémité  d'un  fil 
de  longueur  égale  à  fH;  &  ayant  attaché  l'autre 
extrémité  au  point  F  9  on  applique  par  le  moyen 
d'un  ftile  M  ,  une  partie  du  fil  contre  fU  9  & 
tenant  toujours  le  fil  tendu,  on  fait  gliffer  l'autre 
côté  de  Féquerre  ,  le  long  de  ZX;  le  ftile  M  dans 
ce  mouvement ,  trace  la  parabole  MA. 

360.  L'équation  y  y  =/>*,  nous  apprend  que 
pour  chaque  point  M,  le  quatre  de  t ordonnée  MP, 
tfl  égal  au  produit  de  Vabfàffe  correfpondanu  f  par  le 
paramètre. 

On  voit  dans  cette  même  équation  ,  que  Us 
quarrés  y  y  des  ordonnées  ,  font  entre  eux  comme  les 
abfciffes  x,  c'eft-à-dire,  que  (PJf)1  :  (/»»)*  ;: 
AP\  Ap;  car  (PM)1  =  p  x  AP  &(/*)*  « 
pxAp;  donc  (PM)1  :  (pm)1  Il  pxAP;px 
Ap  ::  AP  :  Ap ,  en  divifant  par  p. 

L'équation  à  l'ellipfe  ,   trouvée  (186),  eft 

yy 
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jy  ~  4*C~a4C€  iax — xx)i  fi  l'on  y  fappofe  que 
le  grand  axe  a  eft  infini,  alors  xx  dok  être  fup- 
primé  comme  incapable  de  diminuer  ax  ;  il  qp  eft 
de  même  de  +cc  à  l'égard  de  441;  l'équation  fe 

réduit  donc  à  y  y  =  iî^^  =  *^  ;  c'eft-à- 

à -dire ,  y  y  =  4c*,  qui  eft  l'équation  à  la  para- 
bole ;  la  parabole  n'efi  donc  qu'une  elâpfe  dont  le  grand 
axe  efi  infini. 

361.  Si  après  avoir  joint  les  points  F  &  H  par 
la  ligne  FH9  on  mène  du  point  M ,  fur  cette  ligne  , 
la  perpendiculaire  MOT;  cette  dernière  fera  tan- 
gente à  la  parabole ,  c'eft-à-dire ,  ne  la  rencontrera 
qu'au  feul  point  M. 

En  effet  ,  d'un  autre  point  quelconque  N  de 
cette  ligne,  menons  NF,  N£f;  &  la  ligne  NZ 
perpendiculaire  fur  XZ  ;  fi  quelque  autre  point 
tel  que  N  de  cette  ligne  pouvoit  appartenir  à  la 
parabole  f  il  feudroit  que  NF=  NZ  ;  or  NZ  eft 
plus  petit  que  NH ,  qui ,  en  vertu  de  la  conftrucr 
tion,  eft  égal  à  NF. 

361.  L'angle  FM  O ,  étant ,  par  cette  conftruc- 
faon ,  égal  à  OMH,  lequel  eft  égal  à  fon  oppofé 
fMN9  il  s'enfuit  que  FMO  eft  égal  à  fMN  ; 
donc  les  rayons  de  lumière  partis  du  point  F  & 
tombant  fur  la  concavité  M'A  M  fe  réfléchirent 
Marine.  Algtbre.  D  d 
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toits  parallèlement  à  Taxe  ;  &  réciproquement  les 
rayons  qui  arrivent  parallèlement  à  Taxe  ,  vont  tous 
fe  raflembler  au  foyer  F. 

363.  La  ligne  M  H  étant  parallèle  à  VP ,  les 
triangles  HOM$TOF  font  femblables,  &  de  plus 
égaux ,  puifque  HO  eu  égal  à  OF;  donc  FT  =5 
M  H  =  PV '  =  x  +  c\  par  conféquent ,  P  T  = 
FT  +  FP  =  x  +  c  +  x-c  =  %xi  donc  la 
foutanguitc  VT  delà  parabole  eft  double  de  tabfciffe  A  P. 

364.  Si  du  point  M, on  mène  la  perpendiculaire 
MI  fur  la  tangente  TAf ,  les  triangles  femblables 
TPM,  PMI  donneront  TP  :  PM  :;  PM  :  PI; 

c'eft-à-dire ,  %x  :  y  \\  y  :  PI  =  |1 ,  ou  (à  caufe 

que  y%  =  />#  ),  P/t^  =  Jp,  £0  foufnormak 

de  la  parabole ,  */?  <&ww  £z  otohi  /?ow  chaque  point  j 
&  égale  à  la  moitié  du  paramétre. 

365.  On  emploie  la  parabole  pour  tracer  le  maure  couplt 
des  vaiffeaux  auxquels  on  veut  donner  beaucoup  de  façons. 
On  décrit  un  reftangle  ABCD  (fig.  48)  dont  la  longueur 
AB  eft  celle  du  bauy  &  la  hauteur  eft  le  creux  du  navire: 
de  part  &  d'autre  du  milieu  £  de  DC9  on  prend  £  G,  EH 
égales  chacune  au  demi- plat  de  la  varangue ,  &  ayant 
mené  G  M  &  HL  perpendiculaires  à  D  C  &  égales  cha- 
cune à  l'acculement,  on  décrit  deux  paraboles  égales  AMf 
BL  qui  aient  leurs  Commets  en  A  &  en  B9  pour  axe  corn* 
mun  la  ligne  AB9  &  dont  la  première  pafle  par  M  &  la 
féconde  par  L% 
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Pour  pouvoir  tracer  ces  paraboles ,  il  faut  connoître  leur 
paramètre  ;  or  fi  l'on  prolonge  G  M  jufqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre AB  en  P,  alors  MP  fera  une  ordonnée,  &  AP 
Ptbfciffe  correfpondante  ;  mais  l'équation  y  y  =  px,  fai- 
fant  voir  que  l'ordonnée  eft  moyenne  proportionnelle  entre 
rabfrîfte  &  le  paramètre ,  nous  indique  que  pour  trouver 
le  paramètre,  on  peut  tirer  A  M  &  à  fon  extrémité  M9 
élever  une  perpendiculaire  MK  qui  rencontrera  AB  au 
point  K9  &  déterminera  KP  pour  ce  paramètre;  car  à. 
caufe  de  l'angle  droit  AMK,  la  perpendiculaire  PM  eft 
moyenne  proportionnelle   entre   A  P  &  P  Jl.  Ayant  dé- 
terminé ainfi   le  paramétre ,  il  fera  facile  d'avoir  tant  de 
points  de  la   parabole  que   Ton    voudra  par   la  méthode 
donnée  (358). 

Lorique  ces  paraboles  font  tracées ,  on  achève  le  plat  de 
la  varangue,  en  employant  deux  arcs  de  cercle  dont  l'un 
MO  tourne  fa  convexité  en  bas,  &  l'autre  OS  la  tourne 
en  haut;  mais  il  faut,  non- feulement ,  que  les  deux  arcs 
MO  &  OS  fe  touchent  (ce  qui  eft  aifé  d'après  ce  qui  a 
été  dit  en  Géométrie  49);  il  faut  encore  que  MO  touche 
la  parabole  en  M;  c'eft  ce  qui  aura  lieu  fi  le  centre  de  l'arc 
MO  eft  en  quelque  point  R  de  la  perpendiculaire  MI  à  la 
parabole;  or  nous  venons  de  voir  (364)  que  pour  déter- 
miner cette  perpendiculaire  ,  il  falloit  prendre  la  foufnor- 
male  PI  égale  à  la  moitié  du  paramètre;  il  n'y  aura  donc 
qu'à  tirer  du  point  M9  au  milieu  /  de  PK  la  ligne  MI9 
&  prendre  le  centre  de  l'arc  MO  fur  cette  droite  ML  On 
prend  ordinairement  ce  centre  de  manière  que  le  point  O, 
où  Tare  MO  rencontre  la  ligne  Ai 5  tirée  au  bord  S  de  la 
quille,  foit  le  milieu  de  MS;  c'eft  pourquoi  ayant  pris. 
MF  Se  FO  égales  chacune  au  quart  de  MS9  on  élèvera 
du  point  F  fur  MS  la  perpendiculaire  FR  qui.  déterminera. 
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le  centre  R  de  Tare  M09  puis  par  le  point  R  &  le  point  0, 
on  tirera  RO  que  l'on  prolongera  de  la  quantité  OT  égale 
à  R  O ;  &  le  point  7  fera  le  centre  de  l'arc  OS;  enforte 
que  les  deux  arcs  MO  &  05  fe  toucheront  en  O,  &  le 
premier  touchera  la  parabole  en  M.  L'autre  moitié  s'achève 
de  même. 

366,  Toute  ligne  MX  (fig.  49)  tirée  d'un  point 
M  de  la  parabole,  parallèlement  à  Taxe  AQ9  s'ap- 
pelle un  diamhre  ;  chaque  diamètre  a  fon  paramètre , 
qui  eft  en  général  le  quadruple  de  la  diftance  MF  de 
l'origine  de  ce  diamètre ,  au  foyer.  Toute  droite  m  0 
menée  d'un  point  m  de  la  parabole ,  parallèlement  à 
la  tangente  T  M  qui  paffe  par  l'origine  ou  le  fommet 
M  de  ce  diamètre ,  s'appelle  une  ordonna  à  ce  dia- 
mètre. Nous  allons  voir  que  les  ordonnées  à  un 
diamètre  quelconque ,  ont  la  même  propriété  que 
les  ordonnées  à  l'axe. 

Menons  l'ordonnée  MP  à  l'axe,  &  des  points  m 
&  O  ,  menons-lui  les  parallèles  mp ,  OQ;  enfin 
du  point  m  y  menons  m  S  parallèle  à  l'axe.  Nom- 
mons AP ,  x;  PM9y  ;  Qp ,  g  ;  AQ9  Jk.  Nous 
aurons  Ap=*k  —  g.  Les  triangles  femblables  TPM , 
mSOy  donnent  TP  :  PM  ::  mS  :  SO  ;  c'eft-à- 

dire,  xx  :  y  II  g  :  50  =  |^;  doncpm=*QS 

—  QO—SO  =  PM—  SO  =y  —  ££;or 
puifque  le  point  m  appartient  à  la  parabole  ,  il  faut 
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(360)  que  (pmy  :  (PM)%  ::  Ap  :  AP;  c'eft-à- 

&**>  (y  —  g£y*yy  »  *  — g-  x>  °*yy  — 
*-¥r  +  ^ :  yy  ::  *  ~  s  •  *  >  «k1*  »  w  ««î- 

tipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on  a  xyy  — 

gyy  +  %Jït  =  kyy  —  gyy  >  qui  fe  réduit  (  en 
divifant  par  y  y ,  &  fupprimant  les  termes  qui  font 

les  mêmes  de  part  &  d'autre  )à*  +  a  =  k  ou 
Il -si x 

Nommons  maintenant  Tabicifle  MO  9  x'  ;  8c 
l'ordonnée  mO,  y' ♦  Nous  aurons  M O  =  P Q  = 
-rfQ  —  urfP  =  Jt  —  x  ;  donc  x  =  k  —  x  ;  6c  par 

conféquent  ££  =  x  ,  ou  gg  =.  4x0e  r  mais  le 

triangle  reûangle  mS09  donne  (^5)2  +  (5'0)* 

=  (m O)*;  c'efcà-dire,  gg+g-fg  =yj.  Mettant 

donc  pour  g-f  fa  valeur  4**' ,  &  pour  jyj  fa  valeur 
f  x  ,  on  auraf  après  les  réduâions  faites ,.  4XX  4- 
/>*'  ss  yyf  ou  (4*  +  />)  x  =y'y'.  Mais  fi  on 
appelle  p  le  paramètre  du  diamètre  MX>  on  aura 
/  =  4FM  ss  4X  +  4c  ss  4*  +  p  ;  donc  enfin 
f  x  ss  yy.  L'équation  à  l'égard  d'un  diamètre 
quelconque  eft  donc  la  même  qu'à  Fégard  de  Faxe. 
le  quart i  de  for  dormit  mO  à  un  diamètre  quelconque 
MX  ,  eft  donc  égal  au  produit  de  Vabfàffe  par  k  para* 
mette  de  ce  diamkre  ;  &  les  quarres  des  ordonnées  à  un 

Va  j 
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diamètre  quelconque  Je  la  parabole  font  entre  eux  comme 
les  abfcijfcs  corrcfponJantes. 

3  67.  Il  fuît ,  de  tout  xe  qui  précède ,  que  fi  l'on 
veut  décrire  une  parabole  qui  ait  une  ligne  indéfinie 
MX  pour  diamètre ,  une  ligne  donnée  p  pour  pa- 
ramètre de  ce  diamètre ,  &  dont  les  ordonnées  faflent 
un  angle  donné  avec  ce  même  diamètre  ;  on  tirera 
par  l'origine  M  une  ligne  NMT  ,  faifànt  avec 
MX  l'angle  NMX  égal  à  l'angle  donné.  Par  le 
même  point  M ,  on  mènera  MF  fàifant  de  l'autre 
part  avec  MT  l'angle  FMT  égal  à  NMX;  & 
ayant  fait  M  F  =  £  p1 ,  le  point  F  fera  le  foyer  de 
la  parabole  (  3  62  &  3  66  )  ;  tirant  donc  par  le  point 
F  la  ligne  indéfinie  TFQ  parallèle  à  MX,  &  qui 
rencontre  TM  en  T,  ce  fera  la  direûion  de  Taxe, 
dont  on  déterminera  le  fommet  A  en  abaiflant  la 
perpendiculaire  M  P  ,  &  partageant  PT  en  deux 
parties  égales,  en  A  (363).  Alors  ayant  le  foyer 
&  le  fommet ,  il  fera  facile  de  décrire  la  parabole 

(  358  &  359).     - 

368.  Les  trois  courbes  que  nous  venons  de  con- 
fidérer  fucceflivement ,  ont  été  nommées  feBons 
coniques ,  parce  qu'on  les  obtient  en  coupant  un 
cône  par  un  plan.  Par  exemple  ,  on  a  l'ellipfe 
AMmB  (fig.  io)  fi  l'on  coupe  le  cône  C77/par 
un  plan  AMmy  de  manière  que  ce  plan  rencontre 
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les  deupc  cotés  CH9  CI  en  deçà  du  fommet  C;  il 
faut  feulement  en  excepter  le  cas  oii  ce  plan  ferait 
avec  le  côté  CI  le  même  angle  que  fait  l'autre 
côté  CH  avec  la  bafe  ;  dans  ce  cas  la  feâion  eft 
un  cercle. 

» 

£  au  contraire  le  plan  coupant  ne  rencontre  Fuit 
des  côtés  CH  qu'autant  que  celui-ci  fera  prolongé  , 
on  a  l'hyperbole  A  Mm  (fig.  61  ). 

Enfin  on  a  la  parabole ,  fi  le  plan  coupant  eft 
parallèle  à  Fun  CH  des  côtes  du  cône  {fig.  Sz  )  : 
en  voici  la  démonftration. 

Concevons  le  cône  CHI  (Jig.  5o  &  Si)  coupé 
par  un  plan  qui  paffe  par  la  droite  qui  joindrait 
le  fommet  C,  &  le  centre  du  cercle  qui  fert  de  bafe  ; 
c'eft-à-dire  ,  par  un  plan  qui  paffe  par  l'axe  du  cône  : 
la  feâion  fera  un  triangle.  Coupons  maintenant  le 
cône  par  trois  plans  AMm9  FMG9  H  ml  perpen- 
diculaires à  ce  triangle ,  &  dont  les  deux  derniers 
foient  parallèles  à  la  bafe  du  cône.  Les  deux  fec- 
tions  FMG,  H  ml  feront  des  cercles  (jGiom.  199), 
<jui  rencontreront  la  feâion  A  Mm  en  M  &  en  m. 
Les  interférions  FG9  HI  des  plans  de  ces  cercles, 
avec  le  triangle  par  l'axe ,  feront  les  diamètres  de 
ces  mêmes  cercles.  Les  interférions  PM9  p m  de 
ces  cercles  >  avec  le  plan  A  Mm  feront  (Géom.  188) 
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perpendiculaires  an  plan  du  triangle  par  faxe,  & 
feront  en  même  temps  ordonnées  de  ces  cercles, 
&  de  la  feâion  A  Mm. 

Cela  pofé,  les  triangles  femblables  AP G ,  Api 
donnent  AP  :  Ap  \\  P  G  :  pi 9  6c  les  triangles 
femblables  BFP,  BHp  donnent  PBipB\\FP\Hp; 
multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  on  a 

APxPB:ApxpB::FPxPG:Hpxpl;or 

par  la  nature  du  cercle  FPxPG^z^PMy^U 
HpXpl=*  (pmy  ;  doncAPxPBiApxpB:: 
(PAty  :  (pm)*  ;  donc  les  quarrés  des  ordonnées 
de  la  feâîon  A  Mm  font  entre  eux  comme  les  pro- 
duits des  abfciffes  ;  or  ces  abfcifles  tombent  de  différens 
côtés  de  l'ordonnée  (fig.  60  ) ,  &  d'un  même  côté 
(fig.Jt);  donc  A  Mm  (fig.So)  eft  une  ellipfe ,  & 
{.fis*  ^0  une  hyperbole. 

Quant  à  la  figure  51 ,  en  fuppofant  les  mêmes 
chofes  que  ci-deflus ,  on  a  ,  par  la  nature  du  cercle, 
(PMy  =  FPxPG9  (pmy  =  ffpxpl,  ou 
(à  caufe  des  parallèles  Pp,  FH9  &  FP,  Hpqà 
donnent  FP=sHp)  (pm)z  =*FPxpl;  donc 

(  PM y  :  (pm)1  ::  FPxPG:  FPxpl  ::  PG: 

,pl  ::  AP  :  Ap9  à  caufe  des  triangles  femblables 
A  PGf  Api  ;  donc  les  quarrés  des  ordonnées  font 
entre  eux  comme  les  abfcifles  ;  donc  la  courbe  eft 
une  parabole. 
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Réflexions  fur  les  Équations  aux  Sections 

coniques. 

369.  Il  fuit  de  ce  que  nous  avons  démontré  (  309)  que 
fi  dans  l'ellipfe,  on  nomme  *,  l'abfcifle  CO  (fig.  38)  prife 
depuis  le  centre  fur  le  diamètre  MM  ;  y  l'ordonnée  mO 

parallèle  au  diamètre  conjugué  CN,  on  aura  yy  =  — 

(~aa  —  xx)  pour  l'équation  à  ce  diamètre,  quelque  angle 
que  (âflent  d'ailleurs  ces  deux  diamètres  conjugués.  Et  fi, 
par  le  point  m ,  on  mène  m  0  parallèle  à  M  ht  &  qui  fera 
alors  une  ordonnée  au  diamètre  NN1;  alors  nommant  CC,  x*; 
&  m&9  y;  on  aura  y  =z  x*  &  x  =3  y  ;  &  l'équation  de- 

viendra  x*x'  =  -J£  {\aa  —  //);  d'où  l'on  tire  // 

=  TT  (5**  —  *'*')•  ^«fl-^-d^j  «P,,en  Panant  les  abf- 
cifles  du  centre ,  l'équation ,  par  rapport  ï  quelque  diamètre 
.que  ce  foit,  eft  toujours  de  même  forme,  tant  qu'on  prend 
les  ordonnées  parallèles  au  diamètre  conjugué. 

Si  b  eft  égal  à  a ,  l'équation  devient  yy  s:  \a*  —  **, 
que  nous  avons  vu  (285  )  appartenir  au  cercle.  Mais  il  faut 
bien  faire  attention  que  c'eft  en  fuppo&nt  les  ordonnées  per- 
pendiculaires au  diamètre;  car  lorfqu'elles  font  tout  autre 
angle  qu'un  angle  droit,  l'équation  yy  =2  \aa  —  xx  ap- 
partient à  Tellipfe  rapportée  aux  diamètres  conjugués  égaux* 

Pour  l'hyperbole,  fi  Ton  nomme  x%  l'abfdfle  CO  {fig.  4s) 
prife  depuis  le  centre  fur  le  diamètre  MM1  terminé  à  la 
courbe ,  &  y  l'ordonnée  mO  parallèle  au  diamètre  conju- 
gué JVJV,  on  aura  (338)  W=ijX(«-  ±aa) 
pour  l'équation  à  ce  diamètre,  quel  que  foit  d'ailleurs  l'angle 
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compris  entre  les  deux  diamètres  conjugués.  Mats  fi  menant; 
par  le  point  ni  9  la  ligne  m'O  parallèle  au  diamètre  CM, 
on  nomme  y  la  ligne  m'O*,  qui  eft  alors  une  ordonnée  an 
diamètre  NN*  ;  &  fi  l'on  nomme  x9  rabfcifle  C  O ,  on  aura 
*'=ry,&y,r=x,  ce  qui  changera  l'équation  en  x*x'  =: 

ii  (//-}«<)  qui  donne  y/ = -îf  <*V+}*i), 

d'où  Ton  voit  que  l'équation ,  par  rapport  au  diamètre  con- 
jugué NN*9  n'eft  pas  femblable  à  celle  que  l'on  trouve  pour 
le  diamètre  MAf  terminé  à  la  courbe, 

Â  l'égard  de  la  parabole,  nous  avons  vu  (366)  qu'os 
prenant  les  abfcifles  fur  un  diamètre  quelconque ,  depuis 
l'origine  de  ce  diamètre ,  &  prenant  les  ordonnées  parallèles 
à  la  tangente  au  Commet  de  ce  diamètre,  Féquation  étoit 
toujours  y  y  ==  px9  en  nommant  y  l'ordonnée,  x  rabfcifle 
&  p  le  paramètre  de  ce  diamètre. 

Enfin  a  l'égard  de  l'hyperbole  confidérée  »  par  rapport  i 
Tes  afymptotes,  en  prenant  les  abfcifles  depuis  le  centre» 
fur  une  des  afymptotes ,  &  les  ordonnées  parallèles  à  l'autre 
afymptote,  nommant  les  premières  x,  les  fécondes  y9  &** 
la  puiflance  de  l'hyperbole,  l'équation  de  l'hyperbole  fous 
ce  dernier  afpeâ  eft  xy  =  a  a. 

370.  Mais  il  faut  bien  remarquer  que  pour  que  ces  équa- 
tions fe  rapportent  aux  lignes  auxquelles  nous  venons  de  les 
rapporter,  il  eft  effentiel  que  Tune  des  indéterminées,  que 
y9  par  exemple,  fe  compte  depuis  la  ligne  même  fur  la- 
quelle les  x  font  comptés  ;  car  on  pourroit  avoir  une  équa- 
tion de  quelqu'une  des  formes  que  nous  venons  de  parcourir, 
&  qui  cependant  ne  fe  rapporteront  point  aux  diamètres  con- 
jugués, fi  cette  équation  eft  à  l'ellipfe  ou  a  l'hyperbole;  ou 
qui  lorfqn'elle  appartient  à  une  parabole ,  &'cxprimeroit  point 
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la  relation  entre  les  abfciffes  &  ce  que  nous  avons  appelé 
jufqu'id  les  ordonnées;  par  exemple,  fi  (fig.  SS)  CMf9  CN 
font  deux  demi-diamètres  conjugués  de  Fellipfe,  à  l'égard 

defqueb  on  ait  l'équation  y  y  = (±aa  —  xx) ,  CMf 

étant  i  a  ;  CN%  \b-9  CQ9  x;  &  Q  Af,  y  ;  fi  par  le  centre  C 
on  tire  une  droite  indéfinie  F  CE  qui  rencontre  les  ordon- 
nées QÀf  en  E;  fi  Ton  nomme  les  lignes  C£,  1;  qu'enfin 
par  un  point  B  pris  a  une  diftance  connue  BC  zz  m,  on 
mène  BF  parallèle  à  QM,  &  qu'on  nomme  CF9  n;  alors 
les  triangles  femblables  CBF9  CQE9  donnent  m  l  n  il 

sn  v 

*  :  {,  donc  x  =  — *-;  fi  on  fubftitue  cette  valeur  de* 
dans  l'équation  ti-defliis,  elle  deviendra. »  .  • 

ou  (  en  divifani  le  fécond  membre  par  bb  m  m  &  indiquant 
en  même  temps  la  multiplication  par  bbmm)  aannyy  = 

»"»  (1=  -«).— yy  -  S  (*= -  «). 

équation  de  même  forme ,  mais  que  Ton  auroit  tort,  comme 
on  le  voit,  de  regarder  comme  appartenant  aux  diamètres 
conjugués;  car  les  abfciffes  {  étant  prifes  fur  CE,  les  or- 
données y  ou  QM  fe  comptent  du  point  Q  où  la  ligne  EM 
parallèle  à  CN  rencontre  CM'. 

371.  On  voit  donc ,  en  général ,  i°«  que  fi  l'on  a  une 
équation  du  fécond  degré,  à  deux  indéterminés  x  &  y,  & 
-fi  Tune  des  indéterminées  fe  compte  depuis  la  ligne  fur  la- 
quelle l'autre  fe  compte ,  cette  équation  appartiendra  a  Pel- 
lipfe  rapportée  à  fes  diamètres  conjugués,  ou  au  cercle,  fi 
ne  renfermant  d'autres  puiflances  de  *  &  y  que  les  quarrés, 
xes  deux  quarrés  fe  trouvent  avec  dîfférens  fignes  dans  di&» 
férens  membres,  &  fi  en  même  temps  la  quantité  tome 
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connue  qui  fe  trouve  dans  un  même  membre  avec  le  quatre 
qui  aura  le  figne  — ,  a  elle-même  le  (igné  4-  ;  car  fi  l'on 

avoit,  par  exemple,  y  y  =:  (—  \a*  —  xx)\  cette 

équation  n'exprimeroit   aucune  ligne  poffibte  ;  puifqu'ellc 

donne  y  =  rfc  V  F —  (—  \**  —  **)  |t  quantité  ab- 
furde  (98). 

372.  i°.  Si  les  deux  quarrés  yy  8c  xx,  paffés  dans  dif- 
férera membres,  ont  le  même  figne,  &  s'il  n'y  a  d'autres 
puifTances  de  x  &  de  y  que  ces  quarrés ,  l'équation  appar- 
tiendra toujours  à  une  hyperbole ,  laquelle  fera  rapportée  à 
on  diamètre  terminé  à  la  courbe  ou  a  fon  conjugué  félon 
que  le  terme  tout  connu ,  aura  le  même  figne  que  les  quarrés 
xx  &  yy ,  ou  des  fignes  difèréns» 

37).  3e»  Si  l'équation  ne  renferme  que  Pan  des  quarrés 
&  n'a  que  deux  termes  dont  le  fécond  foit  le  produit  de 
l'autre  indéterminée,  par  une  quantité  connue,  elle  appar* 
tiendra  a  une  parabole  rapportée  à  l'un  de  fes  diamètres,!! 
ces  deux  termes  placés  dans  diflérens  membres  ont  le  même 
figne;  maïs  s'ils  ont  difiérens  fignes,  l'équation  n'exprime 
aucune  ligne  poffible. 

374.  40.  Enfin  fi  l'équation  n'ayant  que  deux  termes,  l'un 
eft  le  produit  des  deux  indéterminées  x  &  y,  &  l'autre  une 
quantité  toute  connue,  elle  exprime  une  hyperbole  rapportée 
à  fes  afymptotes. 

375.  Telles  font  les  équations  aux  feâions  coniques  rap- 
portées aux  différentes  lignes  auxquelles  nous  venons  de  les 
rapporter.  Nous  en  verrons  l'ufage  dans  peu;  mais  il  n'eft 
.pas  inurUe  de  dire  d'avance  que  toutes  les  fois  qu'on  aura 
►une  équation  a  deux  indéterminées  x  &  y  qui  aura  les  con- 
que nous  venons  d'expofer,  il  fera  toujours  facile 
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de  conftruire*la  feâion  conique  à  laquelle  elle  appartiendra , 
&  cela  en  fe  conduifant  comme  dans  cet  exemple, 

Suppofons  qu'on  ait  l'équation  ncd  —  qyyzïgxx;  je  l'é- 
criroîs  ainfi  qyy  =  ncd  —  gxx;  divifant  le  fécond  membre 
par  g  8c indiquant,  en  même  temps,  la  multiplication  par  g, 

fous  cette  forme,  je  vois  (309  &  371  )  que  cette  équation 
appartient  à  une  ellipfe  dont  le  rapport  des  quarrés  de  deux 

diamètres  conjugués  eft  J- ,  &  dont  le  quarré  de  celui  de 

ces  diamètres  fur  lequel  les  x  font  comptés,  eft    4*c    t 

En  effet,  comparant  cette  équation,  a  l'équation 

bb   /,  x     .,  .  bb  9       -,  ncd 

yy  —  -—(-aa— xx);f2i—  =  j-,  &->  =  — # 

Decesdcuxéquarions,ontiretf=|/-^^-,&*  =  i/  .±£i£-f 

ce  qui  détermine  les  deux  diamètres  conjugués*  Quant  à 
l'angle  que  font  ces  deux  diamètres  conjugués ,  c'eft  celui  que 
font  les  lignes  *  8c  y ,  angle  qui  eft  cenfé  connu  par  la  ques- 
tion qui  aura  conduit  a  l'équation  ncd —  qyy  =  gxx.  Or 
nous  avons  vu  (  3 1 6  )  comment ,  connoiflant  ces  trois  chofes , 
on  peut  décrire  l'ellipfe. 

On  fe  conduira  de  même  pour  les  équations  aux  autres 
feâions ,  lorfqu'elles  fe  rapporteront  à  quelques-unes  de  celles 
que  nous  avons  expofées  ci-deflus.  Nous  allons  voir  qu'en 
général  toute  équation  du  fécond  degré  à  deux  indéter- 
minées ,  exprime  toujours  une  feâion  conique ,  ou  n'exprime 
aucune  ligne  poffible  (*);  &  cela  fe  démontre  en  faifant 


(  *  )  Il  faut  reniement  en  excep- 
ter le  cas  où  elle  fejroit  le  produit 
de  deux  faâeurs  du  premier  degré 
tels  que  ax  +  by+c  &  dx  +  ff 


+gi  auquel  cas  même,  elle  n'eft  pas 
réellement  du  fécond  degré  ;  mais 
ce  cas  ne  pouvant  nous  fervir,nous 
ne  nous  en  occuperons  point; 
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voir  que  toute  équation  pareille  peut  toujours  tire  ramenée 
à  quelqu'une  de  celles  que  nous  avons  données  d-deffus. 
Nous  allons  en  donner  la  méthode;  mais  pour  répandre 
plus  de  jour  fur  l'ufage  de  cette  méthode  &  fur  les  conf- 
ondions auxquelles  elle  conduit ,  il  eft  à  propos  de  placer 
ici  les  réflexions  fuivantes. 

» 

376.  Puifque  toute  queftion  qui  peut  être  réfolue  par  l'Al- 
gèbre conduit  toujours  à  une  ou  plufieurs  équations,  toute 
équation  à  deux  indéterminées»  «  &  /,  peut  toujours  être 
confidérée  comme  venant  d'une  queftion  où  ces  deux  indé- 
terminées u  &  /  repréfentoient  les  deux  inconnues.  Quelle 
qu'ait  été  cette  queftion ,  on  peut  toujours  confidérer  l'équa- 
tion comme  exprimant  la  nature  d'une  courbe  ;  &  cela  eft 
bien  facile  à  concevoir  ;  car  fi  l'on  donne  arbitrairement  & 
fucceflîvement  à  l'une  des  deux  inconnues,  à  u ,  par  exemple 9 
plufieurs  valeurs;  &  qu'à  l'aide  de  l'équation  &  des  règles 
de  l'Algèbre ,  on  calcule  à  chaque  fois  la  valeur  de  t ,  il  eft 
évident  que  rien  n'empêche  de  marquer  fur  une  ligne  indé- 
finie AR  (fig.  S39  54  5*  SS)  k$  valeurs  AP9  AP,  &c 
qu'on  a  données  à  u9  de  mener  par  les  points  P»  P9  &c 
des  lignes  PM9  PM9  &c.  parallèles  entre  elles  &  fous  un 
angle  déterminé ,  8c  de  faire  ces  dernières  égales  aux  valeurs 
correfpondantes  qu'on  a  trouvées  pour  t:  la  fuite  des  points 
M9  M,  &c.  déterminés  de  cette  manière,  formera  une 
courbe  dont  la  nature  dépendra  du  rapport  des  lignes  AP 
te  PM9  8c  puifque  ce  rapport  eft  exprimé  par  l'équation 
dont  ces  lignes  ont  été  déduites,  cette  équation  exprime  donc 
la  nature  de  cette  courbe. 

Cela  pofé ,  concevons  que  la  courbe  foit  une  fe&ion  co- 
nique :  il  eft  clair  que,  comme  dans  la  queftion  qui  a  donné 
cette  équation  » .  on  ignoroit  ,    ou  l'on  pouvoit  ignorer 
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totalement  fi  an  pareil  ufage  de  cotte  équation  donnerait 
une  fe&on  conique ,  on  n'a  pas  cherché  à  difpofer  les  lignes 
AP  &  PM  de  manière  que  Tune  ayant  fa  direction  fur  un 
diamètre!  l'autre  fût  parallèle  à  la  tangente  menée  par  le 
fommet  de  ce  diamètre ,  ce  qui  eft  d'abord  néceflàire  pour 
que  l'équation  ait  Tune  des  formes  ci-deflus.  On  voit  donc 
par-là  comment  il  peut  fe  faire  qu'une  équation  ,  quoique 
n'ayant  pas  l'une  de  ces  formes,  appartienne  néanmoins  à 
une  feâion  conique. 

377.  Voyons  donc  maintenant  comment  on  peut  ramener 
toute  équation  du  fécond  degré,  &  qui  renferme  deux  indé- 
terminées, a  avoir  l'une  des  formes  que  nous  avons  vues  ap- 
partenir aux  feâions  coniques  rapportées  aux  lignes  auxquelles 
nous  les  avons  rapportées  (  369). 

378.  La  méthode  que  nous  allons  expofer,  fuppofe  qu'on 
fâche  faire  difparoitre  le  fécond  terme  dans  une  équation  du 
fécond  degré  à  une  inconnue.  La  règle  pour  cette  opération 
eft  fimple:  il  faut  égaler  l'inconnue  augmentée  (ou  diminuée 
û  le  fécond  terme  a  le  figne  — )  de  la  moitié  du  coefficient 
ou  multiplicateur  de  x  dans  le  fécond  terme ,  à  une  nouvelle 
inconnue  ,  après  avoir  préalablement  dégagé  le  quarré  de 
l'inconnue. 

Par  exemple,  pour  foire  difparoitre  le  fécond  terme  de 
l'équation  4**  +  lix  =  9,  je  divife  par  4,  &  j'ai  x*  -J- 
3*  =  5;  je  fois  *  +  £  =  ç;  en  quarram,  j'ai  x% -f-  3* 
-f-  J  =  11 ,  8c  par  conféquent  **  +  3 *  =  tt  ~  J ;  fubfti- 
tuant  dans  l'équation  x%  +  3*  =  £,  j'ai  h  —  -J  z=  Jt 
ou  {{  =  ~,  équation  qui  n'a  plus  de  fécond  terme. 

Si  j'avois  x% "—  4%  =  7,  je  ferois  *  —  1  =  ç;  quar- 
nnt,  j'aurais  **  —  4*4-4  =  ^,  ou  **  —  4x  =  {{  —  41 
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d'où ,  en  fubftituant,  il  vient  n  —  4  =:  7,  ou  çç  =  11 9 
équation  fans  fécond  terme. 

379.  On  peut  même  ,  fi  on  le  veut,  égaler  Fincottiae 
augmentée  de  la  moitié  du  coefficient  du  fécond  terme  ;  non 
à  une  inconnue  fimple ,  mais  à  une  inconnue  multipliée  ou 
divifée  par  une  quantité  arbitraire;  &  cette  remarque  nous 
fervira  dans  quelques  momens. 


Par  exemple,  dans  Péquation  x*  —  4*  =  7,  au  B 
de  faire  Amplement  *  —  %  =  {,  comme  ri-defliis,  je  puis 

Êiire  x  — •  2  =a  — ^  {;  j'aurai,  en  opérant  toujours  de  la 

même  manière,  x1  —  4*  +  4  =  -—  rr,  &  par  confé» 

quent  x*  —  4*  ==  —  [[  —  4 ;  d'où,  en  fubftituant,  on 

tire  -jj~  ^  —  4  =  7  »  &  par  conféquent  —  ^  =:  n  : 

on  n'en  aura  pas  moins  la  même  valeur  pour  x ,  quelque 
valeur  qu'on  donne  à  A:  &  à  n;  en  effet  cette  équation  donne 

—  7=1/  11  ;&puifquex  —  2=  — r,onax  —  2  =  1/11; 

précifément  comme  par  le  premier  procédé.  En  un  mot, 
cela  ne  change  rien  à  ce  que  l'on  cherche  ;  mais  en  intro- 
duifant  ainfi  une  quantité  arbitraire ,  on  fe  ménage  les 
moyens  de  remplir  certaines  vues ,  auxquelles  on  ne  fàtis- 
feroit  quelquefois  que  d'une  manière  indireâe,  ou  moins 
fimple  9  en  s'y  prenant  autrement. 

Moyens  de  ramener  aux  Sellions  coniques ,  toute  Équa- 
tion du  fécond  degré  à  deux  indéterminées  ,  brjquclk 
exprime  une  chofe  pojjîblc. 

380.  Suppofons  qu'on  ait  l'équation  dtt-\-cut-\-tuu  + 
fit  +  £<*"t"  k<?  =  o\  qui  renferme  toutes  les  équations 

du 
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do  fécond  degré  à  deux  indéterminées  u  &  t,  dont  aucun 
terme  ne  manque.  Concevons  que  cette  équation  appartienne 
à  une  courbe  MM  (fig.  S3  &  54)  dont  AP  &  PM  font 
les  coordonnées.  Voici  comment  on  s'aflurera  que  cette 
courbe  eft  toujours  une  feâion  conique,  &  comment  on 
déterminera  cette  feâion. 

U  faut ,  lorfqu'il  ne  manque  aucun  des  deux  quarrés  t* 
&  »a,  faire  difparoître  fucceffivement ,  le  fécond  terme  de 
cette  équation  par  rapport  à  t9  &  le  fécond  terme  par  rapport 
à  u ,  ce  que  Ton  fera  de  la  manière  fuivante. 

Après  avoir  renfermé  entre  deux  crochets  tout  ce  qui 
multiplie  la  première  puiffance  de  / ,  je  dégage  tt ,  &  j'ai 

fois  donc  (  378)  t  +  {f+  -jj-  =  y  ;  en  quarrant,  j'aurai 

par  conféquent  tt  +  ff  +  -^j-J  t  =  yy  —  J/]f — 

"df"  """"  ~7T  :  ^UD^tuant  dans  l'équation  {A)9  &  trant 
pofantenfuite  pour  laitier  y  y  feul  ;  j'ai  y  y  =  \ff  -f-  £^  -(- 

CCS»  ««U  £«K  L  J        ~  'I   •     !• 

— jj-  — •  — j—  — -  -*^—  —  hdy  ou,  en  multipliant  tout 

par  4<ld9  &  rafiemblant  enfuite  les  termes  qui  font  multi- 
pliés par  des  puiflknces  femblables  deu,  ^dàyy  zzffdd  — 
+hd>  +  (  %cfd  —  4g*d)  u  -f-  {ce  —  4de)  uu. 

Comme  les- quantités  d9  c9  t9f9  &c.  repréfentent  des 
quantités  connues,  on  peut,  pour  abréger  le  calcul,  repré- 
fenter  ffdd  —  +  htP  par  une  feule  lettre  r;  repréfënter  de 
même,  ac fd — 4gtd9  par  q;  &  ce  —  4de9  par  m;  l'équa- 
tion deviendra  4àdyy  =  r  -f-  tf*  +  /»«%  m9  q9  r  pou- 
vant être  pofitives  ou  négatives. 
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Faifons  maintenant  difparoître  le  fécond  terne  par  rapport 
au;  &  pour  cet  effet,  commençons  par  dégager  uu9  ce 

qui  donne  «a  +  — »  +  —  =  — —  yy**-  (^)»  Mais,  an 

lieu  de  faire  amplement  u  -) —  =  &  une  nouvelle  indé- 
terminée x  *  félon  la  règle  donnée  (  378  ) ,  je  le  fais  s: 
q       (379)  >  c'eft-à-dire ,  égal  à  une  nouvelle  indéter- 


imn 


minée  x  multipliée  par  la  moitié  du  coefficient  du  fécond 
terme,  &  divifée  par  une  quantité  arbitraire  n  inconnue 
pour  le  moment ,  mais  que  nous  déterminerons  dans  peu  Q» 


1    — . 


J'ai  donc  u  +  -*-  =:  — 

1     im  2 


uu   + 


qu 


11       — 
4mm 


- —  ;  quarrant ,  il  me  vient 
,  ou  uu  +  J—  = 


mn 
11** 


4mmnn 


11**      _ m      11 
j^mmnn  4mm 


■  qqx* —  —     q*    .  Subftituant  dans  Féqiiation  (B),  fù 

4tnmnn  4mm  •  -1  \     /  *  j 

.       r  4<f<f  . 

+  ^  ==  «  y?*  écIaat|o|,  v1  "p- 

partier.t  à  Tellipfe  ou  à  l'hyperbole,  tant  qu'aucune  dés 
quantités  d9  m,  q%r9  &c  n'eft  zéro;  excepté  le  cas  où 
nous  allons  voir  qu'elle  n'exprimeroit  aucune  ligne  poffible* 

Examinons  maintenant  dans  quels  cas  la  courbe  eft  une 
ellipfe,  dans  quels  cas  une  hyperbole,  &  enfin  dans  quels 
cas  il  n'y  a  pas  de  courbe. 


Pour  cet  effet,  dégageons  yy %  &  nous  aurons  yy  = 

11** 

idmnndd 


qqxx      —      **       +  -7^7,  ou,  en  divifânt  le  fécond 


i6mdd 


4dd 


(*)  Cette  quantité  n  eft  in- 
troduite pour  pouvoir  ramener 
directement  l'équation ,  aux  dia- 
mètres conjugués.  Si  l'on  éga- 
lait amplement  à  s,  l'équation 


finale  acquerroit  1a  forme  de 
l'équation  à  l'ellipfe  on  à  l'hy- 
perbole ,  mais  eUe  feroit  dans 
le  cas  que  nous  avons  examiné 
{  37°). 
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membre  par  le  coefficient  de  xx9  &  indiquant  en  même 
temps  la  multiplication  par  ce  même  coefficient ,  y  y  zs 

les  quantités  qyn  8c  d  étant  au  quarré ,  les  lignes  ne  peuvent 
changer  que  lorfque  m  ou  r,  au  lieu  d'être  pofitifs,  feront 
négatifs  ;  mais  le  changement  du  figne  de  r  n'en  apportant 
aucun  à  ceux  des  quarrés  y  y  &  #*,  la  courbe  ne  change 
point  par  le  changement  du  figne  de  r.  A  l'égard  de  m, 

s'il  eft  négatif,  l'équation  eft  alors  y  y  = —^ — Tj  X 

"  *  •■"  10  tnnn  ad 

(xx  —  nn  —  4"r"  jt  ou  (en  changeant  les  fignes  en 

i«ft«h0yy=1ri&zrx(«  +  -âS2S.-««). 

On  voit  donc  (371  &  372)  que  tant  que  m  fera  pofitif, 
la  courbe  fera  une  hyperbole  ;  &  qu'au  contraire ,  elle  fera 
une  eliipfe ,  quand  m  fera  négatif;  or  la  quantité  m  a  repré- 
senté ci-deflus  ce  —  4*/*,  &  dans  cette  dernière ,  la  quantité  e 
étant  au  quarré,  ce  eft  toujours  pofitif ,  donc  m  ou  ce  —  ^dc 
ne  peut  devenir  négatif  qu'autant  que  4 de  furpaflera  ce,  & 
cela,  foit  que  d  Se  e  foient  tous  deux  pofitifs,  foit  qu'ils 
foient  tous  deux  négatifs. 

381.  Donc  fi  Von  veut  [avoir  dans  quels  cas  une  équation 
du  fécond  degré,  à  deux  indéterminées  u  &  t,  telle  que  dt*  + 
eut  +  eu*  +  fdt  +  geu  +  ho4*  =:  o,  appartient  à 
V eliipfe  ou  à  V hyperbole  9  U  riy  a  qu'à  examiner  fi  le  quarré  ce 
du  coefficient  du  terme  ut,  moins  le  quadruple  du  produit  de 
des  coefficiens  de  ta  &  </cua,  fait  une  quantité  pofitive  ou  néga- 
tive; dans  le  premier  cas  ,  la  courbe  fera  une  hyperbole;  &  dans 
le  fécond  cas ,  une  eliipfe ,  à  moins  que  d  ne  foit  =  e  ;  alors 
la  courbe  peut  être  un  cercle ,  ainfi  qu'on  le  verra  plus  bas. 

U  faut  feulement  excepter  de  cette  règle ,  le  cas  où  r  étant 
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négatif,  ferait  plus  grand  que  -££•  pour  relKpfe;  car  alors 
la  quantité  an  +  *mrnn  devenant  nn  —  4mr**m  ^ 
«n  f  i  — •  i^-1  J  ,  eft  négative  fi  *mr-  eft  plus  grand  <pie  i  ; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  fi  4/nr  eft  plus  grand  que  f  f, 
ou  enfin  fi  r  eft  plus  grand  que  —  ,  ce  qui  rend  la  valeur 
de  y ,  &  par  conféquent  la  courbe ,  imaginaire. 

Il  refte  à  foire  voir  comment  on  peut  décrire  rdlipfe  & 
l'hyperbole  que  nous  venons  de  reconnokre:  confidérons 
fellîpfc. 


-eu 


381;  Des  deux  équations  t  +  J/+  — j  =  y>  &  «  + 

-^  r=-^-,  que  nous  avons  eues' pour  faire  difparoitre 

les  féconds  termes,  la  féconde,  par  la  fuppofition  aâuelle, 

que  m  eft  négative ,  fe  change  en  «  —  — ï-  ==  ■"""**  ;  maïs 

comme  .«  eft  une  quantité  introduite  arbitrairement  «  on  peut 
la  fuppofer  indifféremment  pofitive  ou  négative  ;  en  la  fup- 

• 

pofant  négative ,  on  a«-  —  =  -?*    ;  conftruifons  ces 

r  O  »  lw  IOTA    * 

deux  équations  pour  avoir  la  pofition  des  diamètres  con- 
jugués. 

La  première ,  favoîr  1  +  »/H j  =  y,  fait  voir  que  pour 

avoir  y,  il  faut  augmenter  chaque  t  delà  quantité  4/+  -~|  ; 
on  mènera  donc ,  par  le  point  A ,  origine  des  u  &  des  r, 

{fig*  H)  'a  ^8nc  ^^  ~  "*/»  parallèle  aux  lignes  PJi 
ou  /.  Par  le  point  B9  on  mènera  BKI  parallèle  à  la  ligne 
ARy  fur  laquelle  fe  comptent  les  u,  &  ayant  pris  arbitrai- 
rement la  ligne  BK  9  on  mènera  parallèlement  k  AB9  la 
ligne  JCZ  qui  foit  à  BK  :  :  £c  ;  d;  fi  l'on  tire  par  les 
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points  £  &  £  la  ligne  indéfinie  BLQ>  alors  les  lignes  QM 
comptées  des  points  Q  où  cette  ligne  coupe  les  lignes  PM§ 
feront  les  valeurs  de  y.  En  effet,  on  a  QM  =  PM-\-  PQ 
=  PM  +  PI  +  lQ  =  t  +  {/  +  'Q;  or  les  triangles 
femblables  BKL  &  B/Q,  donnent  BK  :  JCZ  :  :  Bl  ou 

-*/>  :  /Q;  c>eft-à-diref  à  \  \c  ::  u  :  IQ  =  -^  ;  donc 

QM  =5  /  +  \f  +  -~r  =:  y*  Puifque  les  y  fe  comptent 

depuis  la  ligne  IQ,  il  s'enfuit  (370)  que  pour  que  l'équa- 
tion à  l'ellipfe  r  trouvée  ci-deflus*  appartienne  aux  diamètres 
conjugués»  les  x  doivent  être  comptés  fur  la  ligne  BLQ9 
&  que  le  point  d'où  ils  feront  comptés,  fera  le  centre; 
enforte  que  QLB  eft  la  direction  d'un  des  diamètres.  Voyons 
à  déterminer  ce  centre. 

La  féconde  équation  u  —  -£-  =3  -^—  9  fait  voir  que  fi 

fur  AP  ou  u,  on  prend  AG  =  —  ,  la  quantité  GP  qui 

vaut  AP  —  AG,  vaudra  u  —  -£-,  &  par  conféquent 
-12- ,  on  a  donc  GP  =  -i—  ;  or  fi  par  le  point  G>  on 

mène  A^GC  parallèle  aux  lignes  PM9  le  point  C  où  elle 
rencontrera  LQ9  fera  l'origine  des  x,  &  par  conféquent  le 
centre  ;  en  effet ,  nous  venons  de  voir  que  les  x  dévoient 
être  comptés  fur  LQ;  or,  lorfque  GP  eft  aéro,  fa  valeur 

**     doit  être  zéro  ;  x  doit  donc  être  zéro  alors ,  ce  qui 

ne  pent  avoir  lieu  que  lorfque  les  x  commenceront  au  point  C: 

ainfi  les  lignes  QM  étant  y,  les  lignes  CQ  font  x.  De-là 

U  eft  facile  d'avoir  la  valeur  de  n  ;  car  oa  a  GP  ==  -^- _ 

ou  (en  mettant  pour  x,  fa  valeur  CQ,  &  pour  —,  ta 
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valeur  AG)  GP  =  AG  \cl ;  donc  «  =  ^^; 

nais  les  parallèles  QP,  CG  &  >4£,  donnent  GP  \  AG\\ 

CQ  l  BC  =  AG*pCZ;  on  a  donc  »  =  BC;  «feft-à- 

dire,  que  pour  que  l'équation  à  i'ellipfe,  trouvée  ci-deflus, 
appartienne  aux  diamètres  conjugués  dont  les  direâions  font 
QB  &  CNy  il  faut  mettre  pour  n ,  la  valeur  de  BC,  qui 
cft  déterminée  par  les  conftruâions  précédentes. 

Il  ne  refle  donc  plus,  pour  être  en  état  de  décrire  cette 
ellipfe,  qu'à  déterminer  la  grandeur  des  diamètres  conjugués; 
car  l'angle  BCN  qu'ils  font  entre  eux,  fe  trouve  déterminé 
par  les  opérations  précédentes.  Or  cela  eft  facile,  en  imi- 
tant ce  que  nous  avons  fait  (  375  )•  H  ne  s'agit  que  de  corn- 

parer  Péquation  yy  =  ^Lui  (BB  +  *7T  "  **)> 

bb 

à  l'équation  y  y  = (?**  —  **)•  Cette  comparait» 

donne   =  — z-  *]. —  &  \aa  =  nn  A — i^ — . 

donc:=^(4«»+^P),&*  =  t,(7il7+^); 

&  puifque  /z,  m,  f ,  r9d  font  toutes  des  quantités  connues , 
on  a  donc  les  valeurs  des  diamètres  conjugués  a  &  b ,  avec 
lefquelles  ,  &  connoiffant  d'ailleurs  l'angle  BCN  qu'ils 
doivent  faire,  on  décrira  I'ellipfe  de  la  manière  qui  a  été 
enfeignée  ($16). 

383.  Remarquons  que  fi  les  valeurs  de  a  &  de  b  font 
égales,  &  qu'en  même  temps  l'angle  BCN  foit  droit ,  h 
courbe  eft  alors  un  cercle.  Si  Ton  veut  déterminer  dans 
quels  ca$  cela  aura  lieu,  il  n'y  a,  i°.  qu'à  fuppofer  dans 

notre  équation  à  Pellipfe,  que  -%^ldnn  —  I  *  c'eft-à-dire 
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que  qq  =  i6mddnn$  ce  qui  donne  nn  zz    J£ju  **•  Si 

l'angle  BCD  eft  droit,  on  doit  avoir  (BCf  +  (CZ))a  =  ' 
(£/>)*  =  (^G)*;  or  BC  =  a;  &  les  triangles  fem- 
blables,  BCDt  BLK,  donnent  BK  l  KLllBP  ou  AG 

!  C7>,  c'eft-à-dire,  <J  :  \c  :  :  -£-  !   CD,  d'où  Ton  rire 


2m 


C/>  =  -l^i  donc  -4L,-  +  -Z^jt  -  r"=-,  ou 

40111  '  itmdd      '      ibmmdd  4mm  ' 

m  +  ce  s:  4*/*/;  mais  puifque  m  eft  négatif,  on  a«  - 
4</c  zr:  —  m,  ou  m  :=  4 Je  —  ce;  il  faudra  donc  que 
4</t  ==  4*/*/,  ou  que  </  ~  e. 

384.  On  voit  donc  que  pour  f  avoir  fi  U  courte  eft  un  cercle + 
une  cVipfe,  ou  une  hyperbole,  il  eft  inutile  (f avoir  égard  aux 
trois  derniers  termes  fdt,  geu9  &  Ai3  de  l'équation ,  df  4* 
eut  +  eu*  +  fdt  +  geu  +  hd*  =  o;  cela  dépend  feu- 
lement des  trois  premiers,  enforte  que  fi  </,  c  &  e  font  tels 
que  ce  —  4 </«  foit  pofitif,  la  courbe  fera  une  hyperbole; 
elle  fera  une  ellipfe,  fi  au  contraire  ce  —  4 de  eft  négatif, 
excepté  le  cas  où  l'on  aura  en  même  temps  d  =  e,  c'eft-à- 
dire,  où  les  deux  quarrés  u9  &  /*  auront  le  mime  coeffi- 
cient; alors  elle  fera  un  cercle  fi  l'angle  des  nouvelles  coor- 
données eft  droit. 

385.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  i  l'exception  de  ce 
que  renferme  le  n*.  383  ,  s'applique  également  à  l'hyperbole , 
c'eft-à-dire,  à  l'équation  y  y  =     >  **  dd  Cxx  """  nn  "^ 

4mrnn  j  >  à  la  différence  des  fignes  près.  Ainfi  en  relisant 
tout  ce  qui  précède  8c  l'appliquant  à  la  figure  54 ,  il  n'y  a 
d'autre  changement  à  faire  que  de  porter  A  G  à  l'oppofite 
de  AP y  ce  qui  eft  indiqué  par  l'équation  u  -f-  —  —  -^—  « 
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que  Ton  a  eue  d'abord  (  380  ).  Du  refle ,  tout  efl  le  m  crac, 
en  changeant  le  mot  dlipfc  en  celui  tikyptrbolc. 

Dans  les  différera  cas  particuliers,  les  quantités  AG, 
BK ,  AB9  KL  (fig.  tf  6»  S4)$  peuvent  fe  trouver  dif- 
pofées  tout  au  contraire  de  ce  qu'on  le  voit  ici  ;  mais  ces 
changemens  feront  toujours  indiqués  par  les  fignes  des  quan- 
tités d9  c9  /,  m9  q9  &c.  dans  les  équations  t  +  7/  + 

-^7  =  y,  &  u  4-  —  =     **     que  Ton  a  en  faifint 

difparoitre  les  féconds  termes. 

386.  Il  nous  refte  deux  cas  à  examiner:  ce  font,  1°.  celui 
où  Ton  auroit  ce  —  4  Je  =  0  ;  a*,  celui  où  Ton  auroit  tout  à 
la  fois  d  =  o,  &  €  =  o. 

Dans  le  premier  cas ,  c'eft-à-dire ,  lorfque  ce  —  4  J«  =  o% 
ou  ce  =  4</e,  la  courbe  eft  une  parabole.  Comme  la  quan- 
tité m  eft  alors  zéro»  la  conftruâion  précédente  devient 
inutile;  parce  qu'après  avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme 
par  rapport  à  r,  le  terme  «*  ne  s'y  trouve  plus.  Ce  cas  fe 
reconnoit  facilement  en  examinant  fi  dans  l'équation ,  on  a 
cc  —  ^dty  c'eft-à-dire ,  fi  les  trois  termes  r%  u  t  &  u*  forment 
Un  quarré,  car  de  ce  que  ce  ==  Adty  on  déduit  c  =  1 1  dt9 
ce  qui  change  les  trois  premiers  termes  de  l'équation,  en 
dt%  4-  au/  1/ de  +  <«*,  qui  eft  le  quarré  de  *  ^  d  + 
«|/e. 

Dans  ce  cas  on  fera ,  comme  ci  devant»  difparoitre  le 
fécond  terme  »  par  rapport  à  t  ,  &  alors  l'équation  fe 
réduira  en  opérant  mot  à  mot,  comme  ci-déflîis,  à  *ddyy 
=r  r  4-  fit;  alors  pour  ramener  cette  dernière  à  la  forme 
y  y  =  px9  qui  (369)  eft  celle  de  la  parabole  rapportée 
à  un  diamètre  dont  les  ordonnées  font  parallèles  à  la  tan- 
gente au  fommet  de  ce  diamètre ,  on  dégagera  y  y  ,  ce  qé 


—  y  %  qui  a  fervi  à  faire  difparoître  ie  fécond  terme  f 
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donne  y  y  =  'A*  >' on  fcra  &  Second  membre  égal  i 
une  nouvelle  indéterminée  x ,  multipliée  par  un  nombre  a 
que  Ton  déterminera  comme  on  va  le  voir;  c'efl-à-dire, 
qu'on  fera  '  JJ*'  =  nx;  alors  on  aura  y  y  =  «*.  11  ne 
s'agira  donc  plus  que  de  confiruire  l'équation  t  +  i/  + 

aï 

par  rapport  à  /,  &  l'équation   r    j!"-  =  »*»  qui  aura 

fervi  à  la  féconde  réduâion.  La  première  de  ces  deux  équa- 
tions étant  précîfément  la  même  que  celle  que  nous  avons 
conftruite  (382),  fe  conftruira  de  même  ici;  ainfi  il  n'y 
a  qu'à  appliquer  à  la  figure  J5,  mot  ï  mot,  ce  qui  a  été 
dit  (382)  pour  h  figure  53  relativement  à  la  conftruâion 

de  /  +  if  +  -^j-  =  y»  les  y  feront  les  lignes  Q-M 
(/?•  tt)>  &  l'on  aura  ££Q  pour  la  direâion  du  diamètre 
fur  lequel  les  x  doivent  être  comptés. 

Pour  déterminer  l'origine  des  x,  &  par  confisquent  le 
fotnmet  de  ce  diamètre ,  on  emploiera  l'équation   T    ^ 
=  nx  y  qui  donnant  u  +  —  =:  — — — ,  fait  voir  que  fi 
l'on  prend  à  l'oppofite  de  AP,  la  quantité  A  G  ^z  —  ^ 
on  aura  GP  =  -i£^-  .  puifque  GP  =  AP  +  AG 

=  *  «+-  -^  =     Adinx    ^  jonc  g  par  jc  poîflt  G  o||  m^at 

GCD  parallèle  aux  lignes  PAf ,  &  qui  rencontre  QLB 
en  C,  le  point  C  fera  l'origine  des  x,  puifque  l'équation 

GP  —  4     ■?*■  fait  voir  que  quand  GPeft  zéro,  x  doit 
être  zéro»  &  que  d'ailleurs  les  x  devant  être  comptés  fu* 
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la  ligne  de  laquelle  partent  les  y,  doivent  être  comptés 
for  BQ. 

11  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  le  paramètre  «.  Or 
en  vient  de  voir  que  GP  =  — — —  ;  mais  les  parallèles 
CD  &  Q/  donnent  BC  :  BD  ou  AG  :  :  CQ  l  DJ  ou 
GP;  c'eft-à-dire,  £C  :   —  :  :  x  l    *£^;  donc  BC  = 


— tt-  i  donc  n  ==  •       '    . .  ;  or  r  &  d  font  donnés  dans 

4*  an  J^JfLX&a 

Téquation  f  &l  BC  c(k  déterminé  par  la  conftruéHon;  on 
connoît  donc  n  ou  le  paramètre  ;  d'ailleurs  cette  même  conf- 
truâion  détermine  en  même  temps  l'angle  des  coordonnées 
CQ  &  QM  ou  x  &  y  ;  il  eu  donc  aifé  de  conftruire  la 
parabole  félon  qu'il  a  été  enfeigné  (  367  ). 

387.  Puifque  l'équation  générale  appartient  à  la  parabole 
lorfqu'on  aar  4^,  il  s'enfuit  que  lorfque  le  produit  ut 
des  deux  indéterminées  ne  fe  trouve  point  dans  cette  équa- 
tion, il  faut  pour  qu'elle  appartienne  à  la  parabole,  qu'il  7 
manque  auffi  un  des  ileux  quarrés  f  ou  u%  ;  car  c  étant  alors 
zéro,  l'équation  ce  =  *dt  ou  o  =  4de9  fait  voir  que  d 
ou  c  ri  o,  " 

388.  Si  les  deux  quarrés  font  tous  deux  dans  l'équation  9 
&  que  le  produit  «/ne  s'y  trouve  point,  alors  la  construc- 
tion donnée  (  382)  &  qui  convient  aux  figures  53  &  54  ê 
devient  plus  (impie,  parce  c  étant  zéro,  la  ligne  KL  eft 
zéro  ,  &  BL  tombe  fur.  BK9  qui  devient  alors  un  diamètre , 
les  lignes  des  x  &  des  y  font  donc  parallèles  à  celles  des  m 
&  des  t.  Dans  ce  même  cas  l'évanouiflement  du  fécond 
terme  par  rapport  à  u  fe  fera  fans  employer  Kncomme  0, 
parce  que  BC  qui  eft  n  (382)  étant  alors  égal  à  BD  on 
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AG9  on  a  n  ss  -*-  ,  ce  qui  réduit  l'équation  u  +  J^  =± 
•^f..  qu'on  a  eue  pour  faire  difparoître  le  fécond  terme  t 
par  rapport  à  u ,  à  celle-ci  «  -{ ^-  =:  #• 

0  fuit  de-la ,  qu'outre  les  conditions  mentionnées  (  384  )  f 
U  faut  dans  le  cas  préfent ,  pour  que  la  courbe  foit  un  cercle» 
que  l'angle  des  coordonnées  *  &  /  foit  droit; 

.  » 

389.  Lorfque  le  produit  ut  fe  trouve  dans  l'équation,  fi 

kprès   avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme  par  rapport  a 

l'une  des  deux  indéterminées,  par  exemple,  par  rapport 

a  /,  il  ne  fe  trouvoit  plus  d'autre  pniflance  de  Pindéter- 

minée  u9  que  le  quarré ,  alors  quoiqu'il  n'y  ait  plus  de  fécond 

terme  à  faire  difparoître ,  U  n'en  faudroit  pas  moins 


lx       1 
une  transformation  qui  confifteroit  à  faire  u  =  — j  — • 

étant  une  fraâion  inconnue  ,  mais  que  l'on  déterminerait 
•lors  de  la  conftruâion ,  d'une  manière  femblable  &  ce  que 
nous  venons  de  faire  (  381  ).  Nous  en  donnerons  un  exemple 
plus  bas. 

390.  Si  des  trois  termes  **,  ut  &  «*,  il  ne  manque  que 
Pun  des  deux  quarrés ,  l'équation  appartient  toujours  à  une 
hyperbole,  ou  n'exprime  aucune  courbe;  parce  que  fi  d 
ou  t  efl  zéro,  la  quantité  te  —  +dt  fe  réduifant  à  cc9  eft 
cflentieUement  pofitive  (384). 

39  t.  Enfin  fi  les  deux  quarrés  /*  &  u*  manquent  en  même 
temps ,  auquel  cas  on  a  une  équation  de  cette  forme ,  gut  + 
ht  —  ku  —  /  =  o;  g ,  h9  A,  /  pouvant  être  indifférem- 
ment pofitifs  ou  négatifs,  on  ne  peut  encore  faire  ufage 
de  la  conflruâion  donnée  (38a).  L'équation  appartient  i, 
l'hyperbole  rapportée  à  (es  afymptotes  ;  mais  comme  lès 
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abfcifles  &  les  ordonnées  ne  font  point  comptées  du  centre, 
on  les  y  ramènera  de  la  manière  fuivante. 

On  dégagera  le  produit  ut  ;  ce  qui  donnera  ut  -| — — 
—  —  —  —  =  o.  On  fera  la  Comme  des  quantités  qui 
multiplient  u  égale  à  une  indéterminée  y ,  c'eft-à-dire , 
t 2=  y  ;  ce  qui  donne  t  zz  y  H ;  fubftituant 

ht  A  Y 

dans  l'équation  ut  -\ f  &c.  =  o  ;  on  aura  uy  -| — 

•+■  — -  —  —  =  o;  après  cette  transformation,  on  fiera 
la  fomme  de  toutes  les  quantités  qui  multiplient  y,  égale 

&  une  nouvelle  indéterminée  x ,  c'eft-à-dire  ,  u  H =  xÈ 

ce  qui   réduira  l'équation  k  xy  -\ —  —  =  o ,  on 

l  hk  66  5 

xy  zz  —  —  —  qui  appartient  à  l'hyperbole  entre  fes 

afymptotes ,  les  abfcifles  x  étant  comptées  depuis  le  centre 
fur  une  des  afymptotes,  &  les  ordonnées  y  étant  comptées 
depuis  cette  afymptote  parallèlement  k  l'autre  ;  enfin  la  puif- 

fance  de  cette  hyperbole  eft  — —  (347). 

5  0  0 

Pour  construire  cette  hyperbole ,  on  conflruira,  de  la 
manière  fuivante  9  les  deux  équations  t  —  —  =  y  y  & 
m  +  —  =  x  qui  ont  fervi  k  réduire.  La  première  fait 

k  " 

voir  qu'il  faut  diminuer  chaque  t  de  la  quantité  —  pour 

avoir  y.  On  mènera  donc  par  le  point  A  (fig.  fâ)  origine 
des  u  &  des  r,  une  ligne  AB  parallèle  aux  lignes  PMou  t% 

&  égale  à  —  :  tirant  enfuite  par  le  point  B  la  ligne  CBQ 

parallèle  a  AP,  les  lignes  Q  M  feront  les  y,  pulfque  QJW  = 

PU  —  PQ,  =  PM  —  ^B  =  t  —  y  =  y. 
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4Pour  avoir  les  * ,  l'équation  a  H fait  voir  qu'il  faut 

augmenter  les  »,  c*eft-a-dire ,  les  lignes  AP9  de  la  quan- 
tité —  ;  on  portera  donc  à  Poppofite  de  AP,  la  ligne 

A  G  =  —  ,  &  tirant  G  S  parallèle  aux  lignes  PM  &  qui 

rencontre  BQ  en  C,  CQ  fera  *  &  C  fera  le  centre  de 
l'hyperbole  dont  CQ  &  €S  feront  les  afymptotes:  ayant 

les  afymptotes  &  l'équation  xy  =  —  —  ,  on  décrira 

O  De 

l'hyperbole  de  la  manière  qui  a  été  enfeignée  (354)* 

Si  les  trois  premiers  termes  *%  ut  &  u%  manquoieat  dans 
l'équation ,  alors  elle  n'exprimerait  plus  qu'une  ligne  droite 
dont  la  conftruâion  eft  facile ,  après  ce  que  nous  avons  dit 
fur  la  conftruftion  des  équations  qui  ont  fervi  aux  réduc- 
tions précédentes. 

392.  Ainlï ,  i°.  toute  équation  du  fécond  degré  à  deux 
indéterminées,  &  qui  n'eft  point  décompofable  en  deux 
fadeurs  du  premier  degré,  tels  que  mx  +  *y  +  1$  ex- 
prime toujours  une  feâion  conique,  ou  n'exprime  aucune 
courbe  poffible.  20.  Cette  courbe  eft  ellipfe,  ou  hyperbole, 
ou  parabole ,  félon  que  le  quarré  du  coefficient  du  produit 
ut  des  deux  indéterminés,  moins  le  quadruple  du  produit 
des  coefficiens  des  deux  quarrès  ;*  &  u*  eft  négatif,  ou 
pofitif ,  ou  zéro  ;  &  en  particulier  elle  peut  être  un  cercle, 
lorfque  ce  même  réfultat  étant  négatif,  les  coefficiens  de  u% 
&  de  t1  font  égaux.  3  e.  Et  pour  ramener  toute  équation 
appartenante  à  une  feâion  conique ,  aux  équations  que  nous 
avons  données  en  traitant  de  ces  courbes,  il  faut  fe  con- 
former a  ce  qui  a  été  enfeigné  (380,  386,  388,  389 
&  391  )• 


446  Cours 

Application  de  a  qui  précède,  a  la  rifoluuon  de  quelques 

que/lions  indéterminées. 

9 

393.  Pour  foire  connottre  l'ufage  des  transformations  que 
sous  venons  d'enfeigner,  propofons-nous  pour  première 
queftion,  de  Trouver  quelle  eft  la  courte  (fig.  tf)  %dont  Us 
diflances  de  chaque  point  M  à  deux  points  fixes  A  &  B  fi- 
rotent  toujours  dons  un  menu  rapport ,  marqué  par  celui  de  g  a  h. 

Imaginons  que  de  chaque  point  M9  on  ait  abaiffë  une 
perpendiculaire  MP  fiir  la  ligne  AB;  cherchons  la  relation 
de  ces  perpendiculaires ,  avec  leurs  diflances  A  P  au  point  A; 
&  pour  cet  effet  nommons  AP,  u;  PM,  tf  &  la  ligne 

connue  ^Brc, 

Cela  pofé,  le  triangle  reâangle  APM  donne  A  M  = 
1/  [(APy  +  (PA/)1]  =  i/(«k  +  tt)t  &  le 
triangle  reâangle  BPM  donne  BM  =  1/ [{  BP  y 
+  (  PMY]-9  or  BP  =  AP  —  AB  =  u  —  c; 
donc  BM  =  »/(«*  —  2C«  +  ce  -\-  tt)\  puis 
donc  que  Ton  veut  que  AM  :  BM  Il  g  !  h  $  on  aura 

!/(«!«  +  u)  :  */(»*  —  ic«  +  ce  +  tt)  ::  g  :  A; 

donc  A  i/  (*tf  H-  /*)  =  g  i/(k*  —  2c«  +  ce  -f-  «)» 
ou,  en  quarrant,  hhuu  +  A  A**  =z  gg««  —  iggcu  + 

*£"  +  «">  ou  («—  AA)  ™+  (m  —  **)  "- 
*$gcu  +  86e e=  °*  équation  qui  (384)  appartient  au 
cercle,  puifque  les  deux  quarrés  uu  &  //,  ont,  dans  le 
même  membre,  le  même  figne  &  le  même  coefficient. 

Pour  ramener  cette  équation  à  la  ferme  yysz\aa  —  xx 
(369),  je  vois  que  n'y  ayant  point  de  fécond  terme  par 
rapport  a  / ,  il  Jiiffit  à  l'égard  de  cette  indéterminée ,  de 
fuppofcr  *  =  y,  ce  qui  donne  (gg  —  hh)  um  +  (££•""* 
hh)yy  —  2ggeu  +  ggee  =S  o;  il  fout  donc,  i  prêtent, 
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faire  difparoure  le  fécond  terme  par  rapport  à  u  ;  &  comme 
le  produit  ut  ne  fe  trouve  point  dans  l'équation,  il  fuffit 
(  388  )  d'employer  la  règle  donnée  (  378  ).  Je  dégage  donc 

rai  uu  —     ?g  ,,  =3 .  r  —  yy>    1^  tais 

J  gg  —  hh        gg  —  hh         JJ9    ' 

u  —  — ^ZThir  =  x>  quarraDt  1  &  fubftituant  au  lieu  du  pre- 
mier membre  uu  —  6tc,  fa  valeur  #*  —  —. — \l\hY  V^on 
aura  par  cette  opération,  il  me  vient  xx  —  -7 —     !,xa   =3 

—  if^cc  hhggcc  x 

ijcfÂT  -  **» ou  ^  =  («-**>  -  **»  éva*oa 

qui  étant  comparée  à  l'équation  y  y  zzl  $aa  —  xx,  me 
donne  -*<*  =^ — ^/ *    »  &  par  conféquent  le  rayon 

£*  =s  %Î^l%  •  H  ne  saB*t  donc  P^  Ve  <*e  déterminer 
le  centre  ,  qui  doit  être  fur  ABP9  puifqu'on  a  /  zr  y. 
Or  l'équation  u  —  — ^Z"JJ"  =  *>  qui  a  fervi  à  réduire 9 
fait  voir  que  pour  avoir  x ,  il  faut  diminuer  11  de  la  quan- 
tité —-~^-rri  on  prendra  donc  AC'=i  SU-—  &  alors 
«  —  **  r  gg  —  hh  ' 

CP  fera  x,  puifqull  vaut  -4P  —  -^C,  c'eft-à~dire>  u  — - 
— 4érrî  ^n^  °*u  P°*nf  ^  comme  centre,  &  du  rayon 

■  J[c  ■  on  décrira  un  cercle  ;  chaque  point  M  de  ce  cercle 
aura  la  propriété  dont  U  s'agit. 

Au  refte ,  on  peut  trouver  le  centre  &  le  rayon  d'une 
manière  aflez  fimple ,  par  le  moyen  de  la  première  équation 

?*  —  -t/Thh  —  «""h  ~yy; ** puifque ,e cenfTC 

doit  être  fur  AP  f  aiofi  qu'on  vient  de  le  remarquer ,  fi 
l'on  ràit  y  S3  o ,  on  aura ,  en  réfolvam  l'équation  ,  les 
deux  valeurs  de  u  qui  expriment  \&  diAances  AD9  A& 
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auxquelles  le  cercle  DME  rencontre  la  droite  AS  ;  prenant 
donc  le  milieu  de  DEf  on  aura  le  centre  &  le  rayon  C£, 
Or  fi  Ton  réfout  l'équation  «*  -  -J^hh  =  J^Tk  9 
on  aura  u  =  — s — r-r-  ±  1/  r-^ — __  =3  -* £-—  = 

gg  —  hh  {gg  —  hhy  gg  —  M 

Y   rIffVA,  qui  donne  ces  deux  valeurs  u  =  -^ 

8S    ^Z>,  &  It  =   -«^-r-  S  A  E. 

s  —  * 

394.  Nous  prendrons  pour  feconde  queftîon,  celle-ci; 
Trouver  hors  de  la  ligne  donnée  AR  (fig.  58)  tous  les  dijfi* 
tins  points  M ,  tels  ou  en  tirant  aux  deux  points  A  6»  R  ,  les 
lignes  MA,  MR,  V angle  AMR  fois  toujours  égal  à  un  même 
angle  donné» 

Repréfentons  par  r  le  rayon  des  tables ,  &  par  m  la  tan- 
gente de  l'angle  donné,  auquel  AMR  doit  être  égal;  abaif» 
fons  la  perpendiculaire  MP  ;  nommons  AP  yu;  PM,  t; 
AR  ,  b  :  alors  P R  fera  b  —  u.  . 

Rappelons-nous  ces  trois  proportions  démontrées  (Geo*. 
284  >  28  5  &  27$) ,  fa  voir  ,  que  &A8lB  font  deux  angles,  on  a 

or        t   a    1     d  \  fia-  -d  cof.  2?  4-  fin.  B  cof.  ^ 

a        r     t    a     *     a  \            c°f-  -^  c°f-  A  —  fi»-  A  fin.  £ 
a°.  co/.    (  ^f  +  B  )  =  - ; 

3°-  »*  U  +  *)  =      cottA  +  B)* 

Cela  pofé,  les  triangles  reâangles  APM,  RPM  donnent 
(Giom.  295)  AU  l  AP  il  ri  fin.  AMP;  AM  :  PM 
I  :  r  :  fin,  MAP  ou  ec/I  AMP;  RM:  RPllr  Ifin.  RMP; 
RMlPMllrl  fin.  MRP  ou  cof.  RMP;  <Toù  l'on  tire 
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fin.  AMP  =  I±^;cof.AMP  =  ^~;fin.RMP  =s 

~Âm    ;  cof*  RMP  =  ^TTàT~~; donc  P^T*  -^ Ai/2  =3 
AMP  -+-  RMP 9  on  aura ,  par  les  formules  qu'on  vient  de 

1  /r        ^md      '      rxAPxPM  +  rxRPxPM 

rappeler,  yfc.  ,*Jf*  =  TÂtTâS = 

rxARxPM      «        r     ^w»  rxPM*—rxAP*RP 

—ÂMxRAÎ-*  *  "*    *M*  =  AMxRM » 

j  rfinJMil  ^wn  r  x  ARx  PM 

d°nC    cof.^Af*    »  0U  "*•  AMR  =   PM'-APxRÊ  »' 

ou ,  en  mettant  les  valeurs  algébriques ,  &  réduifant ,  m  £s 
, — -. ;   ou  mf*  +  muu  —  méit  —  rbt  =:  o 

équation  au  cercle  (384),  ainfi  qu'on  devoit  bien  s'y  at- 
tendre. 

Pour  déterminer  le  centre  8e  le  rayon ,  il  faut  ramener 
cette  équation  à  la  forme  y  y  =  \aa  —  xx.  Pour  cet  effet, 

rb 

je  dégage  tt9  ce  qui  me  donne  tt /  —bu  +  uu 

=  o;  je  fais  (378)  t  —  -^—  =  y;  opérant  comme  k 
Tarticle  cité ,  mon  équation  fe  change  en  y  y  —  — —  — « 
bu  +  uu  zz  o.  Refte  donc  à  foire  difparoître  le  fécond 
terne,  par  rapport  à  u;  &  puifque  le  produit  ut  n'entre 
point  dans  l'équation ,  je  fais  (  388  )  Amplement  «  —  —=:*; 
opérant  de  la  même  manière ,  l'équation   devient  y  y  — 

rrbb      .  bb  bb      ,      rrbb 

-  +xx =  o,ouyy=  — h  tztt  — *** 

4  mm      «  4  *        ■'«'  4  4OTOT 

qui  étant  comparée  avec  l'équation  yy  —  \aa  —  xx9  me? 
donne  £  **  =  ~  4-  ^j- 1  &  par  conféquent  le  rayon 

Marine.  Algèbre.  F  f 


**- 


4jo  Cours 

Pour  trouver  le  centre,  &  déterminer  en  même  temps  ce 

rayon ,  l'équation  t ^j-  =  y  ,  m'apprend  que  fi  je 

mène^B  parallèle  à P AI,  c'eft- à-dire,  fi  j'élève  au  point  A 
la  perpendiculaire  AB  =  -^i- ,  &  fi  je  mène  B  CQ  pa- 
rallèle à  AR9  les  lignes  QM  feront  y9  puifque  QM  = 
PM  -  PQ  =  PM  -*  AB  =  t  -  ~  =3  y.  Mais  l'é- 
quation u —  =  x ,  me  fait  voir  que  fi  je  prends  fur 

AR  la  partie  AG  =  -|-,  GP  fera  x,  puifque  GP  =: 

jiP  —  >4G  =  «  —  —  =  x;  donc  fi  par  le  point  G, 

je  mène  GC  parallèle  à  PM,  le  point  C  fera  te  centre.  D'ail- 
leurs, fi  l'on  tire  AC9  on  aura,  à  caufe  de  l'angle  droit  G, 

A  C  fera  donc  le  rayon. 

Cette  confiruâion  fe  réduit  donc  à  élever  fur  le  mifiea 

4e  AR  la  perpendiculaire   GC  =:  -^"  >  &  1  décrire  da 

point  C  comme  centre  &  du  rayon  CAf  un  cercle:  tout 
angle  MAR  qui  aura  fon  fommet  à  la  circonférence  de  ce 
cercle,  &  qui  paffera  par  les  points  A  &  R ,  fera  égal. a 

Pangle  donné.  Or  pour  confiruire  là  quantité  ~^ ,  il  n'y 

à  autre  chofe  à  faire  qu'à  mener  une  droite  AO%  qui  fade 
avec  -4/?  l'angle  /MO  égal  à  l'angle  donné,  elle  coupera 
GC  au  point  cherché  C;  car  dans  le  triangle  reâangle 
ABC9  onzrliang.BACi:  AB  l  BC  ou  ^G;c'eû-à- 

<Kre,r:  «  :  :  AB  !  £*,•  donc  AB  ou  GC  =  -lL# 

On  peut  voir  encore  aifément  ,  que  tout  fe  réduit  à 
mener  par  le  point  A  la  ligne  AO  qui  fade  avec  AR9 
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l'angle  RAO  égal  au  complément  de  l'angle  donné  :  cette 
ligne  coupera  en  C  la  perpendiculaire  élevée  fur  le.  milieu 
de  AR;  enforte  que  C  fera  le  centre,  8c  C  A  le  rayon* 

395 .  De-là  il  êft  facile  de  réfoudre  la  queflion  fui  vante  : 
Connoiffant  la  pofitlon  des  trois  f  oints  R ,  A ,  R'  (  fig.  J9  )  , 
&  Us  angles  fous  lefquels  on  voit  les  lignes  RA,  AR',  d'un 
certain  point  M ,  trouver  ce  point  M. 

Sur  les  milieux  G  &  C  des  deux  lignes  RA  &  R' Af 
on  élèvera  les  perpendiculaires  GC  8cG'C  ;  par  le  point  A9 
en  mènera  lés  lignes  AC  &  AC  fiaifant  avec  AR  &  AR! , 
chacune  avec  chacune,  les  angles  RAC9  R'AC  égaux  cha- 
cun au  complément  de  l'angle  RMA9  R  MA  fous  lequel 
la  ligne  correfpondante  eft  vue.  Des  points  C  &  C  comme 
centres,  &  des  rayons  CA  &  CA9  on  décrira  deux  cercles 
qui  fe  couperont  en  A  &  en  M  :  le  point  M  fera  le  point 
cherché.  Ceft  une  fuite  évidente  de  la  folution  de  la  quef* 
tion  précédente. 

Ce  problème  peut  fervir  à  marquer,  fur  la  carte  d'un 
pays,  la  pofition  d'un  point  d'où  l'on  a. relevé  trois  objets 
connus. 

Si  les  angles  obfervés  RM  A,  R'M  A  étoient  égaux  aux 
angles  RR! A  &  R' RA%  alors  le  problème  ne  ferait  plus 
déterminé,  les  deux  cercles  fe  confondraient,  &  chaque 
point  de  leur  circonférence  fatisferoit  à  la  quefUon. 

396.  Pour  troifiême  queftion  ,  il  s'agira  de  trouver  la 
courbe  ou  les  courbes  qui  auraient  la  propriété  fuivante  : 
AZ9  AT  (fig.  60),  font  deux  lignes  qui  font  entre  elles  un 
angle  donné  quelconque ,  il  s'agit  de  trouver  les  courbes  dont  ls 
diflaacc  de  chaque  point  M  à  un  point  fixe  F  pris  fur  AZ, 

Ff  x 
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fou  toujours  dans  un  même  rapport  avec  la  diftance  MT  du 
même  point  M  à  la  droite  AT,  cette  diftance  étant  mefurêe  pa* 
raUUement  à  ÀZ. 

D'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe,  imaginons  h 
ligne  MP  parallèle  à  AT,  &  la  perpendiculaire  M  S  fur 
AZ;  l'angle  MPS  eft  donné;  c'eft  pourquoi  fon  finus  & 
fon  cofinus  font  cenfés  connus;  nous  les  nommerons  p&qp 
en  repréfentant  par  r  le  rayon  des  tables  (*)•  Nommons  AP9 
ii,  &  PM9  t;  la  ligne  connue  AF9  c. 

• 

Cela  pofé,  dans  le  triangle  reâangle,  MPS9  nous  au* 
rons  (Géom.  295)  r  :  fin.  MPS  \\  MP  l  MS9  &  r  : 
fin.  PMS  ou  cofi  MPS  II  PM  l   PS;  c'eft-à-dire,  r  l 

p::t:MS=zIL9SCr:q::t:pS  =  AL9  Donc 
FS=iPS-PF=PS-AP  +  AF=  J±  —  u  +  c;ot 

le  triangle  reûangle  MSF  donne  MF  =  •[(AiS)*  -f- 
(F5)a];  donc  MF  = 

^CV  +  -— — +  "  +-7 — *«+"). 

ou  (parce  que  ( Géom.  281  )  />*  -+-  tf  =  r*)  on  aura  JWF 

** 7 h  »  +—7 2c«  +  ccj;  puis  donc 

que  MF  doit  être  k  MT  ou  AP9  dans  un  rapport  donné, 
<i  l'on  représente  ce  rapport  par  celui  de  g  à  h  9  on  aura 


(  *  )  On  peut  fuppoier ,  comme 
nous  le  faifons  ici ,  que  les  quan- 
tités p ,  q,  r  font  données  par  les 
Tables  de  Trigonométrie  ;  mais 
on  peut  les  déterminer  par  une 
cojaftru&on  fimple  en  faiûnt  un 


triangle  reâangle  qui  ait  un  de 
Ces  angles  aigus  égal  à  l'angle 
donné  MPS ,  Se  une  hypothé- 
nufe  telle  que  Ton  voudra.  En 
prenant  celle-ci  pour  r,  les  deux 
%utres  côtés  ieront  f  &  f - 
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par  conféqucnt ,  g  u  =  h  V  (f  -  ^^  +  «*  +  ^^  -  a  c  u  4-  c  c\ . 

ou  en  quarrant ,  &  tranfpofant  enfutte,  AV  —  — — —  -H 
(A*  -g*)«a  +  ******  -  aaatf  +  AV  =  o,  équa- 
tion qui  renferme  les  feâions  coniques  (380)»  &  qui  (  392) 
appartiendra  à  l'ellipfe  fi  le  quarré  de  —  — — ,  moins  le 
quadruple  de  A*  multiplié  par  A*  — »  g*  eft  négatif;  c'eft-à- 
dire,  fi^ 4A4  +  4AY  ou-51 +  yfl  " *- 

eft  négatif;  ou  (  parce  que  r*  —  q*  zzp*  )  fi  — *  ~  ** — 

eft  négatif:  au  contraire,  elle  appartiendra  à  l'hyperbole, 
fi  -i $  7"  +f —  efl  pofitif.  Elle  fera  à  la  parabole,  fi 

At*h*f-AP*h*   eftzéro;c»eft.à.dirc>fi4raAY  =  4faA4» 

ou  fi  rg  —  ph9  enfin  la  courbe  fera  un  cercle,  lorfqu'on 
aura  A*  =  h%  —  g* ,  ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu  qu'au* 
tant  que  g  fera  zéro ,  ou  que  A  fera  infini ,  parce  que  dans 
ce  dernier  cas  on  doit  négliger  g*  vis-à-vis  de  h\ 

Si  Ton  veut  maintenant  conflruire  la  courbe  dans  chacun 
de  ces  cas,  il  n'y  a  qu'à  imiter  ce  que  nous  avons  fait 
(380  &  fuiv.)  ;  comme  nous  avons,  alors,  opéré  fur  Tel- 
lipfe,  pour  faire  voir  la  fimilitude  des  opérations  &  des 
conftruétions  à  regard  de  ces  deux  courbes,  nous  allons 
ici  appliquer  à  l'hyperbole  ce  qui  a  été  fait  au  même  en- 
droit cité ,  c'eft-à-dire ,  chercher  à  ramener  notre  équation 

à  la  forme  ry  =  -Ai  (**  _  iaa}. 

Je  dégage  donc  t2  dans  l'équation  trouvée  cî-deflus ,  ce 

qui  «e  donne  <«  +  (^--if_), +  (,--£)««- 

ici*  +  c*  =  o.  Pour  faire  difparoitre  le  fécond  terme # 

Ffj 
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par  rapport  k  /,  je  fais  /  4.  -ÎL  —  -Il  zr  y,  ce  qui  en 
quarrant f  &  tranfpofirat  enfuite ,  me  donne  /*  -+-  (  *c*    — 


conféquent,  en   fubftituant,  y  y  —  -î-| J-    **■*  *    — 

Il  faut  donc  maintenant  faire  difparoitre  le  fécond  terme 
par  rapport  à  u,  mais  auparavant  j'obferve  que  les  termes 

ou  Jl!U=-2lïl  -  XJL  fe  réduifent  à  •*£ ££-, 

r*  h*  f*  A*      y 

les  deux  termes  — -J— -  —  ac«f  ou  — 2 ^ 

fe  réduifent  à  —  — *-~~  ;  de  «marne  les  deux  termes  — 

— -f —  +  **»  fe  réduifent  à  -f j| — ,  parce  que  r*  —  f* 

s  f  \  L'équation  fe  change  donc  en  y*  -f"  —£ 2f*  *■ 

•4-   **  "  -  —    »  *     =  o,  ou  chaflânt  les  dénominateurs, 

&  fatfant  enfuite  (pour  faciliter  le  calcul)  p*h*  —  r*g* 
=  t*kkf  rkh%y%  +  c%h*p%  —  %ch*p*u  +  r*A*K*  =  O. 

Dégageons  donc  «*,  ce  qui  donne  u1  —  — £*£—  u  "t" 

Tpr  ^  +  ~^f-  =  o  ;   &    faifons  u ^^  = 

,e^%*  »  en  introduifant  l'inconnue  «,  parce  que  le  pro- 
duit ut  fe  trouve  dans  l'équation  primitive  (380).  Alors 
en  opérant  comme  Cbdeflus,  nous  aurons,  après  la  fubfti- 

tution faîte,  —^ _f +  -_  ^  +  _^=0i 
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eu  fupprimant  le  foâeur  commun  -r^-  >  &  biffant  y1  fcul 


dans  un  membre  ,  nous  aurons  y*  =:  —  ',*£„*  ■  — • 
■■  ^      +    *^f-    >  ou,  divifant  le  fécond  membre  par  le 

multiplicateur  de  **,  &  indiquant  en  même  temps  la  mul- 
tiplication par  le  même  multiplicateur,  y*  =  —  •♦..  • 

*£C   (**  +  -^Sr-  —  «»)f  ■»»  pnifiprtl  s'agit  d* 

l'hyperbole,  il  fout  remarquer  que  la  quantité  r*A*,  qui 
n*eft  autre  chofe  que  p%h*  —  r*f9  eft  négative,  puifque, 
felon  la   remarque   que   nous  venons  de  foire  ci-deffus, 

.4,-*'J*  ~  4f  *.  ou  jt*L  (^Y -/>***)  doit  être  pofitif 

pour  que  la  courbe  foit  une  hyperbole.  Ainfi  il  fout  rendre 
A*  négatif»  en  obfervant ,  lorfqu'on  voudra  mettre  fa  valeur 
dans  l'équation,  de  remettre  pour  cette  valeur,  la  quantité 
r*g*  —  p%^3  au  lieu  de  p%h%  —  r1^*;  l'équation  devient 

donc  y*  =  -£££-  (x*  —  -£££-  -  nn^.  Comparant 
cette  équation  avec  y*  =s  —5-  (**  —  •-**)  pour  déterminer 
les  diamètres  conjugués  ,   oh  aura  — —  =    !*£%&   »    & 

-44  =3  — 1- |.  nnf  tfoù  l'on  tirera  aifément  a  6c  b; 

c'eft-à-dire,  les  deux  diamètres  conjugués,  que  nous  allons 
voir  être  les  deux  axes  même  de  l'hyperbole. 

Déterminons  donc  la  dîrefiion  des  diamètres  conjugués 
auxquels  notre  équation  réduite  fe  rapporte.  Conformément 
à  ce  qui  a  été  fait  (  3S2  ) ,  il  faut  conftruire  les  deux  équa- 

mais  comme  nous  venons  «Tobferver  que  k*  eft  négatif  dans 
k  cas  de  l'hyperbole  dont  il  s'agit  ici,  il  fout  changer  cette' 
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dernière  en  k+   €  *£    =   ***£**  -  ,•  je  ne  change  point 

le  (igné  du  terme  afFeâé  de  *  ,  quoique  k*  y  entre  , 
parce  que  la  quantité  n  peut  être  prife  arbitrairement 
pofitive  ou  négative.  Il  faut  donc,  en  continuant  d'imi- 
ter ce  qui  a  été   (ait  au  même  endroit  cité,  mener  par 

le  point  A  parallèlement  à  P  Ai  la  ligne  AB  =2  -^- ,  & 

tirant  par  le  point  B  la  ligne  BI  parallèle  à  AZ,  prendre 
arbitrairement  fur  le  prolongement  de  cette  ligne  ,  la  partie 
BK9  &  mener  KL  parallèle  à  PM7  &  telle  que  l'on  ait 
BK  :  KL  Il  r  :  q;  alors  fi,  par  le  point  B  &  le  point 
L9  vous  tirez  LBQ  qui  rencontre  les  lignes  PM  en  Q, 
les  lignes  QM  feront  y.  Car  QM  =  PM  -  PQ  =  PM 

—  Q  J  4.  P/  =  r  _  Q/+  -îi-  ;  or  les  triangles  femblables 

BKL&BQI  dpnnent  BK  l  KL  l  :  BI  ou  AP  l  QI; 

c'eft  *-diref  r  :  q  :^  u  \  Ql  =  -2^-;  donc  QM  =  t  — 

iîL  4.  JLL  — 

Mais  on  peut  abréger  cette  conftruâion  en  menant  tout 
de  fuite  du  point  F  la  ligne  FB  perpendiculaire  fur  TA; 
car  il  eft  évident  que  l'angle  FAB  eft  égal  à  APM9  &  que 
par.  conféquent  dans  le  triangle  reâangle  ABF9  on  a  r  l  q 

:  :  c  :  AB  =  -^-  ;  ainfi  puifque  QM  eft  parallèle  à  AB9 

les  y  font  perpendiculaires  fur  BQ9  &  par  conféquent  2?Q 
eft  la  direâion  d'un  des  axes,  dont  l'autre  par  conféquent 
eft  parallèle  à  Q  M 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  le  centre.  Or  la 
féconde  équation  u  +  ~T^ —  =  * \*k*n  »  ^  vo*r  ^^ 
faut  prendre ,  a  l'oppoûte  des  tf >  la  quantité  A  G  =  r^^f  "  y 
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&  tirer  GC  parallèle  i  PM  ou  perpendiculaire  à  B  Q,  qui 
déterminera  le  point  C  pour  l'origine  des  x ,  &  par  confis- 
quent pour  le  centre.  En  effet  les  x  doivent  être  comptés 
fur  CQ  ,  puifque  les  y  fe  comptent  depuis  cette  ligne  ;  or 

Péquanon  u  +  Jgf-  =  -^T"»  ou  Af  +  AG  = 

*  *  ,  ou  GP  =a —  ,  fait  voir  que  ces  lignes  « 


commencent  en  même  temps  que  les  lignes  G  P  ;  donc  les 
lignes  x  doivent  commencer  au  point  C,  &  font  par  confis- 
quent CQ  ;  donc  le  point  C  eft  le  centre. 

On  s'y  prendra  d'une  manière  femblable  pour  Pellipfe. 

A  regard  de  la  parabole,  puifqu'on  a,  dans  ce  cas, 
rg  =  ph ,  ainfi  qu'on  l'a  vu  ci-deflus,  l'équation  que  Ton 
a  eue  en  y  &  u ,  après  PévanouhTement  du  fécond  terme 
par  rapport  à  *,  &  après  avoir  introduit  pour  r*  —  q%  fa 
valeur  p*  9  devient,  en  mettant  dans  la  valeur  de  A*, au 

ph 

lieu   de  g9  fa  valeur  —  tirée  de  rg  ~  ph  ,  devient  9 

«k-J*,  y    +  -7? £—  =  o»  o»  J    =       £ 

—  — -£-  ;  pour  la  réduire  à  la  forme  ordinaire  de  l'équation 
à  la  parabole,  on  fera  donc,  conformément  à  ce. qui  a  été 
dit  (386),  *'£"  —  -^-f-  =  «*  ,  ce  qui  donnera  yy 
=:  nx;  &  ayant  confinât  de  la  même  manière  que  dans 

le  cas  précédent ,  l'équation  t  -| * ï^  s=2  y ,  qu'oir 

a  eue  pour  Févanouiflemjent  du  fécond  terme  par  rapport 

2  C  0*  IC  £^  0^ 

a  t9  on  conflruira  l'équation  — £ —  —  — -£—  =  /»*, 
d'une  manière  analogue  a  ce  qui  a  été  fait  (386);  c'eft-à- 
dire,  qu'ayant  dégagé  u9  ce  qui  donne  u  —  {c  =  -    "    » 
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le  ligne  du  terme  affeâé  de  x  ,  quoique  £'  y  entre  , 
parce  que  la  quantité  »  peut  être  prife  arbitrairement 
poutive  ou  négative.  11  faut  donc,  en  continuant  d'imi- 
ter ce  qui  a  été  fait  au  même  endroit  cité ,  mener  par 
le  point  A  parallèlement  a  PM  la  ligne  AS  =  -îï-,  Se 
tirant  par  le  point  £  la  ligne  BI  parallèle  a  AZ,  prendre 
arbitrairement  fur  le  prolongement  de  cette  ligne,  la  partie 
BK,  &  mener  KL  parallèle  i  PM,  &  telle  que  l'on  ait 
BK  :  KL  :  :  r  :  j;  alors  fi,  par  le  point  B  &  le  point 
L,  vous  tirez  LBQ  qui  rencontre  les  lignes  PM  en  (?, 
les  lignes  QM  feront  y.  Car  QM  =  PM  —  PQ  =  PM 
—  QI  +  PI  —  t—QI-)-  -ii- ,-  or  les  triangles  femblables 
BKLScBQI  donnent  B/T  :  KL  :  :  B/  ou  AP  \  Q/; 
c'efl  a-dire,  r  :  q  ;".  u  ;  Ql  =  -î^-;  donc  QJM  =  »  - 

Mais  on  peut  abréger  cette  conftruâîon  en  menant  tont 
de  fuite  du  point  F  la  ligne  FB  perpendiculaire  fur  TA; 
car  il  eft  évident  que  l'angle  F  AB  eft  égal  a  A  PM ,  &  que 
par.conféquent  dans  le  triangle  rectangle  ABF,  on  a  r?f 
:  :  c  :  AB  =  -^-;  ainfi  puifque  QM  eft  parallèle  1  AB> 
Ut  y  font  perpendiculaires  fur  BQ,  &  par  conféquent  BQ, 
eft  la  direction  d'un  des  axes,  dont  l'autre  par  conféquem 
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on  prendra  fur  AP  (fig.  61  )  la  partie  AG  zz  \cf  &  tirant 
GC  parallèle  à  PM9  le  point  C  fera  l'origine  des  x  qui 
feront  CQ;  enforte  que  CQ  fera  la  direction  du  diamètre; 
le  foratnet  de  ce  diamètre  fera  en  C  ;  &  fon  paramètre 
fera  n9  que  Ton  déterminera  ainfi  :  pnîfque  A  G  =  \e9 

on  a  GP  ss  AP  -  AG  =2  u  -  1*  =   #-M  /ail 


X  CQ;  donc  n  =   *'f*f/  ;  or  les  parallèles  PQf 

CG  &  AB  donnent  CQ  :  GP  ::  CF  :  GF  ::  5/  ! 
-rfF;  c*eft-à-dire  ,  CQ  :  GP  1 1  BF  :  c;  donc  GP  = 

•c  *$J*  >  mettant  pour  GP  cette  valeur  dans  cette  de  n , 

on  aura  /z  =  — — 4-vr-  quantité  connue ,  puifque  c9pfr 

font  des  quantités  données,  &  que  BF  eft  connue  par  la 
conftruâion.  Mais  on  peut  Amplifier  cette  valeur,  en  re- 
marquant que  le  triangle  reâangle  FAB  donne  t  l  p  II 

AF  :  BF  :  :  c  :  BF;  donc  BF  =  -^-;  par  conséquent 


397.  Qu'il  foit  quefiiofl  maintenant  de  trouva-  (fig*  61) 
£f  coiffe  ft»  déçrirou  un  point  donné  tA  delà  ligne  donnée  OH 
ou  de  fon  prolongement  f  fi  ton  faifoit  glljftr  les  extrémités  O 
&  H  le  long  des  deux  côtés  CO  f  CH  de  r angle  donné  OCH. 

D'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  menons  MP 
parallèle  à  CH  &  MN  perpendiculaire  à  CO  ;  nommons 
CP,  u;  PMf  t;  &  puiique  l'angle  OCH  bu  fon  égal  OPM 
eft  donné,  fon  fupplément  MPN  eft  donné  auffi,  nom- 
mons donc  p  le  finus  &  q  le  cofinus  de  ce  dernier ,  en  fup- 
pofant  que  r  marque  le  rayon  ;  enfin  nommons  g  8c  h  les 
lignes  données  OM  &  MH. 

Le  triangle  reâangle  PNM  nous  donne  rlplltl  MNf 
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*  r  :  q  :  :  %  :  pjv;  donc  a*#  =  £f ,  &  pjv  =  -*f . 

Les  parallèles  CH  &  PM  nous  donnent  M  H  :  CP  II 
MO  :  PO;  c'eft-à-dire,  h  I  u  :  :  g  :  PO  =  -Ç-;  donc 
JNTO  =  -*^-  +  -*£-  ;  or  le  triangle  reflangle  MNO 
donne  (  AfAT)*  +  (ATO)*  =  (JWO)%  c'eft  à-dire,  -££ 
+  JLf-  +  _i£!±£- +  J!£_  =  ;g;  donc  puHq«.?'  + 

j*  =  r*,  on  aura  amplement  t%  +   **V"'  +  ^"-   5=  gg , 

équation  à  l'elUpfe ,  ainfi  qu'on  peut  le  voir  d'après  ce  qui 
a  été  dit  (381). 

Pour  ramener  cette  équation  a  h  forme  y  y  =   -^j- 

(  I  a a  —  *  *  )  avec  les  conditions  mentionnées  (  370  ) ,  il 
faut  d'abord  foire  difparoître  le  fécond  terme  par  rapport 

à  t.  Ccft  pourquoi  je  fois  /  4-  -^p  =  y;  quarrant  & 
fubflituant pour  t%  +    *****    la  valeur  que  donnera  cette 

opération ,  on  aura  y*  — •  f*ffi'"  +  £  ~  =  M>  maîs 
les  de»  termes.-  &£-  +  ■*%-  ou  il^f_££. 
fe  réduifent  à   **f  !f  S  P*"*  que  r*  —  q*  =  />*,  on  a 

donc  y*  +  -£~f .  "  ■  =  ga;  or  quoique  dans  cette  équation 
il  n'y  ait  pas  de  fécond  terme  par  rapport  à  u,  néanmoins 
(  ify  )  comme  le  terme  ut  s'eft  trouvé  dans  l'équation  pri- 

lx 

mîtive ,  je  fats  une  transformation  pour  u ,  en  faifant  u  zz • 

&  j'ai  y*  +  >*?£*    =  f,  &  par  conftquent,  y*  = 

f  *  •—  ^J*h*n*     ou  ^  *v^ant  k  fecood  membre ,  par  le 
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multiplicateur  de  *%  &  indiquant  en  même  temps  la  mul- 
tiplication par  ce  même  multiplicateur) .  .  . 

y   =3   *  i,  «   i  — m *  )•  Mais  comme  nous  n'a- 

Tons  befoin  que  d'une  feule  indéterminée  n ,  je  fuis  le  maître 
de  fuppofer  à  /  une  valeur  arbitraire  ;  pour  rendre  le  calcul 
plus  fimple,  je  fuppoferai  /  =z  r,  ce  qui  réduira  l'équation 

*  y*  ==  TJ*  f — r~"  ""  xj*  P°ur  déterminer  l'ellipfe, 
fen  cherche  d'abord  les  diamètres  conjugués  en  comparant 
à  l'équation  y  y  = {\AA  ""  **)*  cette  comparaifon 

me  donne =  -tr-r-  Se  i<*a  zn  — £-  f  d'où  Pou  tire 

a  a  h*n%  4  P* 

Voyons  maintenant  quelles  en  font  les  direfiions  &  quelle 
cft  la  valeur  de  n. 

Les  deux  équations  a  construire  font  donc  ici,  t  -f-  -**:*■ 
=  y  &  «  = = #  Pour  la  première ,  fi  l'on  prend 

arbitrairement  CK9  &  que  l'on  mène  enfuite  KL  parallèle 
à  PM9  &  telle  que  CK  l  KL  :  :  rh  :  gq9  alors  les  lignes 
QM  comptées  depuis  la  rencontre  des  lignes  PM  avec  la 
ligne  CL  y  feront  y  ;  en  effet,  les  triangles  femblables  CKL 
&  CPQ  donnent  CK  :  KL  :  :  CP  :  PQ9  cVft-~a-dire, 

rh  :  gq  ::  ulPQ=.  *±£~;  donc  (±M=2PM  +PQ 

Les  lignes  QM  étant  y9  il  faut  maintenant  que  les  *  foient 
comptés  fur  CQ;  or  Féquation  u  ==  —  fait  voir  que  les 
»  commencent  en  même  temps  que  les  tt;  donc  le  point  C 
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eft  l'origine  des  x;  donc  C  eft  le  centre,  &   CQ  &  CH 
font  les  directions  des  deux  diamètres  conjugués.  Quant  à 

la  valeur  de  «,  l'équation  u—  -^— ,  ou  CP^n  -1^ — 5£- 
donne  /i  =    r  "^fi  ;  mais  CP  :  CQ  :  :  CK  :  CL;  donc 

CO  CL         ,  rxCL  -        t        s>v    a 

—^-  =  -^-  ;  donc  »  =  — ^ —  ;  mais  puiique  CK  eft 

arbitraire,  on  peut  le  fuppofer  =  r,  ce  qui  donne  n—  CL; 
on  a  donc  tout  ce  qu'il  faut  pour  conftruire  l'ellipfe  (316). 

application  '  des  mimes  principes  à  quelques  queflions 

déterminées. 

398.  Après  avoir  réfolu  la  féconde  queftion  indéterminée 
que  nous  nous  fommes  propofée  (  394) ,  nous  en  avons  fait 
ufàge  (395  )  pour  réfoudre  une  queftion  déterminée.  Nous 
avons  tacitement  confidéré  cette  dernière  comme  en  renfer- 
mant deux  autres ,  toutes  deux  indéterminées ,  &  qui  étant 
chacune  de  même  efpéce  que  la  première,  ont  été  réfblues , 
chacune  de  la  même  manière.  L'interfeâion  des  deux  courbes 
ou  cercles  qui  étoient  le  lieu  de  chacune  de  ces  deux  ques- 
tions partielles,  a  donné  la  réfolution  de  la  queftion  déter- 
minée. Lorfque  l'équation  finale  qui  exprime  les  conditions 
d'une  queftion  paffe  le  fécond  degré ,  on  s'y  prend  d'une 
manière  femblable  pour  la  réfoudre.  Dans  les  cas  où  Ton 
pourroit  n'employer  qu'une  inconnue  on  en  emploie  deux, 
&  l'on  cherche  à  former  par  les  conditions  de  la  queftion , 
deux  équations  qui  étant  conftruites  féparément,  donnent 
chacune  une  courbe  dont  chaque  point  fatisfait  à  l'équation 
qui  lui  appartient  :  fi  le  problême  eft  poffible ,  les  deux 
courbes  fe  rencontrent  en  un  ou  plufieurs  points ,  félon  que 
la  queftion  eft  fufceptible  d'une  ou  de  plufieurs  folutions, 
•félon  qu'elle  renferme  plufieurs  cas  dépendans  des  mêmes 
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données  &  des  mêmes  raifonnemens.  Ces  imerfeâions  four* 
Biffent  les  différentes  (blutions  de  la  queflion. 

Tant  que  les  deux  équations  à  deux  indéterminées,  ne 
paieront  pas  le  fécond  degré,  on  voie  donc  que  la  réfoiu- 
tion  ne  dépendra  jamais  que  de  llntcrfeâion  de  deux  fec- 
tions  coniques  tout  au  plus.  Au  lieu  que  dans  ces  mêmes 
cas ,  fi  on  n'employoit  qu'une  feule  inconnue ,  ou  fi  par  b 
moyen  des  deux  équations  trouvées,  on  éliminoit  on  chat 
(bit  nne  des  deux  inconnues ,  l'équation  monteroit  au  trot- 
fième  &  plus  fouvent  au  quatrième  degré*  Mais  fi  l'une  des 
équations  ou  toutes  les  deux  patient  le  fécond  degré ,  alors 
la  réfolution  dépend  de  llnterfeâton  de  courbes  plus  élevées 
que  les  feâions  coniques. 

Voyons  d'abord  quelques  exemples  des  questions  qui  ne 
pafferoient  pas  le  quatrième  degré. 

399.  Propofons-nous  pour  première  queflion  de  trouver 
dtux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes  données  a  6*  b. 

Si  je  nomme  *  &  u  ces  deux  moyennes  proportionnelles, 
f  aurai  la  progreflion  -^-a  l  t  l  u  l  b9  qui  me  donne  ces 
deux  proportions  a  l  t  ::  t  l  u  Se  t  :  u  H  u  l  b 9  Si. 
par  conféquent,  ces  deux  équations  au  ~  t*  Se  bt  -=i  u% 
qui  toutes  deux  fe  rapportent  directement  à  la  parabole. 
Ceft  pourquoi  fi  l'on  tire  (fig.  6y)  deux  lignes  indéfinies 
AZ9  AX  qui  fatTent  entre  elles  un  angle  quelconque  (pour 
plus  de  {Implicite,  on  peut  le  fdppofer  droit),  &  fi  fur 
Tune  AZ  comme  diamètre  &  du  point  A  comme  fommtfr 
de  ce  diamètre,  on  conftruit  (367)  une  parabole  dont  le 
paramétre  du  diamètre  AZ  foit  a,  8e  dont  l'angle  des 
coordonnées  foit  XAZ,  cette  parabole  fera  le  lieu  de  l'é- 
quation au  zz  j*,  enforte  que  les  lignés  AP  étant  0,  les 
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lignes  PM  feront  u  Pareillement  fi  fur  AX  comme  dia- 
mètre &  du  point  A  comme  fommet,  on  confinât  une  pa- 
rabole dont  le  paramètre  du  diamètre  AX  foit  b  %  &  dont 
l'angle  des  coordonnés  foit  XAZ9  cette  parabole  fera  le 
lien  de  l'équation  ht  ss  11%  enforte  que  les  lignes  AP  étant 
*,  les  lignes  P  Mf  feront  u„  Mais  pour  que  la  queftion  foit 
réfoitie,  il  faut  que  les  deux  équations  au=zt*  &  bt  -=zu% 
aient  lieu  en  même  temps  ;  c'efl-à-dire,  que  Ta  valeur  de  u 
dans  Tune  foit  la  même  que  la  Valeur  de  u  dans  l'autre ,  & 
qiiïl  en  foit  de  même  de  /  ;  or  c'eft  ce  qui  arrive  évidem- 
ment an  point  M  où  fe  rencontrent  les  deux  paraboles  :  car 
les  u  étant  comptés  fur  AZ%  &  les  t  fur  AX  ou  parallè- 
lement à  AX,  il  eft  vifible  que  fi  Ton  tire  MP  &  MP 
parallèles  à  AX  &  AZ  %  la  valeur  MP  de  u  dans  la  pa- 
rabole AMM1  eft  la  même  que  la  valeur  AP  de  u  dans 
la  parabole  A  MM;  pareillement  la  valeur  AP  de  t  dans 
h  parabole  A  M  M!  eft  la  même  que  la  valeur  PM  de  * 
dans  la  parabole  A  MM;  &  il  eft  vifible  qu'il  n'y  a  qu'au 
point  M  où  la  valeur  de  u  étant  la  même  dans  chacune , 
la  valeur  de  t  foit  auffi  la  même  dans  chacune ,  fi  ce  h'eft 
cependant  au  point  A  où  les  deux  courbes  fe  rencontrent 
auffi  ;  mais  comme  u  6c  t  y  font  zéro ,  il  eft  évident  que 
ce  point  ne  fatisfait  pas  à  la  queftion.  Les  valeurs  de  u  & 
1  font  donc  AP  &  PM,  le  point  M  étant  le  point  de 
rencontre. 

400.  Au  refte,  quoiqu'on  puifle  toujours  parvenir  à  la 
fblution  en  conftruifant  féparément  les  équations  que  Ton 
trouve  f  quelquefois  en  préparant  ces  équations  ,  on  peut 
trouver  des  conftruâions  plus  fimples  ;  par  exemple ,  fi  Ton 
ajoute  les  deux  équations  au  =  r*  &  ht  s=  u*f  on  aura 
au  +  bt  zz  u*  -\-  f  ;  équation  au  cercle  «n  fuppofant 
que  les  «  &  les  /  feront  pris  fur  des  lignes  perpendiculaires 


*,  *. 
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entre  elles.  Or  quoique  la  parabole  foit  facile  à  coflftniire, 
le  cercle  l'eft  encore  davantage:  ainfi  dans  le  cas  préfeut, 
je  préférerais  de  construire  d'abord  l'équation  au  =  r*  feu- 
lement, comme  ci-deffiis;  après  quoi  je  conftrutrois  l'équa- 
tion au  cercle  au  +  ht  ss  1?  ■+-  /*;  eu  la  changeant  en 
cette  autre  y  y  =  -j  aa  +  $bb  —  xx ,  par  l'évanouiffement 
des  féconds  termes  par  rapport  a  r  &  a  u  9  en  fàifant  t  — 
jb  =  y,  &  a  —  | *  =  *♦  Alors  prenant  >42?  =  «3 b,  & 
tirant  BQ  parallèle  k  AP9  j'aurois  les  lignes  QM  pour  les 
valeurs  de  y.  Prenant  enfuite  AO  2  £*,  &  menant  OC 
parallèle  à  A  X9  j'aurois  les  lignes  CQ  pour  valeurs  de  x; 
c'eft  pourquoi  du  point  C  comme  centre ,  &  du  rayon 
1/(^44  4-  ?bb)9  c*eft-à-dire,  du  rayon  AC9  je  décrirais 
un  cercle  qui  coupant  la  parabole  A  M  au  point  M9  me 
donneroit  MP  &  -4P  pour  les  valeurs  de  *  &  de  k. 

401.  On  peut  varier  beaucoup  ces  conftruâions  :  on  peut; 
par  exemple ,  ajouter  l'une  des  deux  équations  avec  l'autre , 

multipliée  par  une  quantité  arbitraire  —  pofitive  ou  néga- 
tive, ce  qui  donne  au  -| bt  z=.  f  4 u*,  équation 

qui  peut  appartenir  à  l'ellipfe  ou  a  l'hyperbole;  félon  la  quan- 
tité qu'on  prendra  pour  — f  enforte  qu'on  peut  conftruire 

avec  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  courbes ,  comme  on  vient 
de  conftruire  avec  le  cercle.  On  peut  même  conftruire  avec 
l'une  &  avec  l'autre,  ou  avec  Tune  feulement  combinée  avec 

un  cercle,  &  cela  en  donnant  à  — ,  des  valeurs  convenables, 

&  qui  font  faciles  à  déterminer  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  392  ). 

402.  Propofons-nous  pour  féconde  queftion  de  diviftr  un 
angle  ou  un  arc  donné ,  en  trois  parties  égales. 

Soit  EO  (fig.  64)  l'arc  qu'il  s'agit  de  divifer;  A  fon 

centre; 
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centre;  imaginons  que  EM  eft  le  tiers  de  £0,  &  ayant 
tiré  les  rayons  EA,  MA,  abattions  les  perpendiculaires 
MP,  OR*  Les  lignes  OR  &  AR  qui  font  le  finus  &  le 
cofinus  de  Tare  donné  OE,  font  cenfées  conàues  ;  nous  les 
nommerons  d  8c  c;  &  nous  nommerons  r  le  rayon  AE. 
Enfin  nous  nommerons  «  &  r,  les  inconnues  AP  &  PM. 

Cela  pofé ,  le  triangle  reâangle  APM donne  u*  +  f  =  rrm 
Et  les  triangles  femblables  APM,  A  RS  donnent  A  P  ;  PM 

::  ^iî  :  RS;  c>eft-à-dire,  »  :  1  ::  c  :  i*S  =  —.  Or 

fi  Pon  prolonge  la  perpendiculaire  MP  jufqrîà  ce  qu'elle 
rencontre  la  circonférence  en  V ,  Tare  M  V  fera  égal  à 
l'arc  Af  O ,  comme  étant  chacun  double  de  Af  £  ;  donc  l'angle 
OMS  =  AMP=ASR  (à  caufe  des  parallèles)  =  OSM. 
Donc  le  triangle  50  AI  eft  ifofcèle,  &  par  conftquem  OS 
=  OAf  =s  AfF  =  2/;  donc  puifque  OR=zOS  +  SR9 

on  aura  J  =  u  +  -^— ,  ou  2/»  -f-  ci  sa  4« f  ou  tu  ■{• 

£c*=£itf. 

Les  deux  équations  à  construire  font  donc  *f  -f-  **  rr  r*# 
ou  **  ==  r*  —  11%  &  *«  +  Je/  =  £</«.  La  première  eft 
toute  cooflruite ,  puifque  c'eft  l'équation  même  du  cercle  EMO+ 

Quant  a  la  féconde ,  elle  appartient  a  l'hyperbole  (  59 1  )  ; 
&  comme  les  deux  quarrés  manquent,  il  faut,  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  dit  au  même  endroit  cité ,  pafier  tous 
les  termes  affeâés  de  u%  dans  un  même  membre,  ce  qui 
donne  /*  —  \du  =:  —  \ct,  ou  \du  —  tu  =  {et;  firi- 
fant  i d  —  t  =:  y,  &  fubftituant  pour  *,  fa  valeur»  on  a 
»y=  —  £ cy  +  \ cd9  ou  «y  +  Jcy  =3  £ ci  Je  fais  en- 
fuite  s  +  \c  s=  *,  &  j'ai  xy  =  £  ci  ,  équation  à  l'hy- 
perbole entre  les  afymptotes,  que  Ton  déterminera  de  la 
fui  vante. 
Maruu.  Algikn%  G  g 
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L'équatipn  J  4 —  /  =  y ,  feit  voir  que  fi  par  le  point  À, 
çrigine  des  u  &  des  t9  on  mène  AB  parallèle  à  PM ,  6c 
<$ale  à  £<*,  *  que  l'on  tire  QBC  parallèle  à  AP  ,  les 
tygnes  Q  Ai  comptées  dans  un  fcns  oppofé  aux  PM,  feront  y  ; 
en  effet  QÀf==PQ  —  PJW  =  ^5-PAf  =  |  J  —  r  =  y; 
donc  CQ  çfi  la  direâipp  d'une  des  afymptotes. 

La  féconde  équation  »  +  |c  =  *,  Sût  voir  que  fi  Ton 
prolonge  AP  vers  G  de  la  quantité  A  G  =£  £c  =  ?^/?, 
les  lignes  GP  ou  leurs  égales  CQ  (en  tirant  GC  parallèle 
à  PM)'  feront  x;  donc  C  eft  le  centre,  &  les  lignes  CQ 
tk  CG  font  les  afymptotes.  On  décrira  donc  par  la  méthode 
donnée  (  3  54  )  une  hyperbole  entre  ces  afymptotes ,  laquelle 
pafle  par  le  point  A ,  ainfi  que  l'indique  l'équation  xy  = 
$cd=  {c  X  idzz  AG  X  AB  =  CB  X  ^5;  cette 
hyperbole  coupera  le  cercle  au  point  cherché  M. 

-Si  l'arc  JÇO  étoit  de  .plus  de  900,  fon  cofinus  ARwah 
bant  alors  du  côté  oppofé,  feroit  négatif;  il  faudrait- dans 
les  équations  ci-deflus ,  fuppofer  c  négatif,  Et  fi  l'a/c  KO 
étoit  de  plus  de  1800,  &  de  moins  de  2700,  comme  l'arc 
EOE'Cf ,  fon  finus  &  fon  cofinus  feroient  négatifs;  il  fau- 
droit  donc  changer  les  fignes  de  c  Se  d9  dans  les  mêmes 
équations  ci-deffus. 

Si  l'on  prolonge  G  C  de  la  quantité  CG  -=:  CG;  &  CB 
de  la  quantité  CB'  =  CB ,  &  qu'ayant  mené  If  A*  & 
à  A  parallèles  à  CG  &  C5',  on  décrive  entre  les,  lignes 
CGf  &  CB'  (prolongées  indéfiniment) comme a/ymptotçs, 
une  hyperbole  qui  pafle  par  le  point  A'9  ceuc  hyperbole 
rencontrera  le  cercle  en  deux  points  A' t  A/,  comme  la 
première  le  rencontre  aux  deux  points  M  &  Af",  Or  de 
ces  quatre  points ,  trois  méritent  d'être,  remarqués  :  fcyoir, 
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tes  points  M9  Mf  &.  M".  Le  premier  donne  l'arc  EM  pouf 
le  tiers  de  Tare  donné  EO.  Le  fécond»  Af ,  donne  l'artf* 
E'M'  pour  le  tiers  deËO,  fupplétnent  de  £0*  Enfin  té 
troifiëme,  Mu ,  donne  ^-M"  pour  le  tiers  de  EOËO  % 
c'eft-à-dire  de  Tare  OE  augmenté  de  la  demi-circonférence* 

En  effet,  Tare  ËO  a  pour  finus  &  cofinus,  les  lignes 
ROSt  AR9  ainfî  que  Tare  £0,  avec  cette  feule  différence 
que  AR  confidéré  comme  cofinus  de  Tare  ËO  plus  grand 
que  90°,  eft  négatif;  donc  pour  avoir  la  folution  dans  ca 
fécond  cas»  il  n'y  a  autre  chofe  à  faire  qu'à  fuppofer ,  dans 
la  folution  ci-defius,  que  c  eft  négatif;  or  ce  changement 
n'affeâc  que   la  féconde  équation,  &  change  fa  réduite' 
xy  s=  \cd9  en  xy  s=  —  ^cd9  équation  qui  appartient 
à  l'hyperbole  A'  ht  9  &  qui  ait  donc  voir  que  la  folution 
de  ce  cas  fera  fournie  par  Tinterfeâion  Mf  de  cette  branché' 
d'hyperbole  avec  le  cercle.  (  Nous  verrons  dans  un  moment» 
pourquoi  ce  tfeft  pas  le'  point  A*  ).  Ë  M  eft  donc  le  fmus  dé' 
l'arc  cherché,  dans  ce  fécond  cas»  Cet  arc  eft  donc  ËM'} 
c'eft-à^dire ,  que  Ë  M*  eft  le  tiers  de  Ë  O. 

À  regard  de  la  rroHîème  folution ,  ft  Ton  augmente  l*a?6' 
£0  de  i8ô°,  ce  qui  fe  fera  en  prenant  Ë Ù  =  EOf 
alors  l'arc  EOEO  a  pour  fmus  &  cofinus  les  lignes  R'0'9 
AR  9  qui  font  néceffairenrent  égales  aux  lignes  RO  &  AR  9 
avec  cette  différence  feulement ,  que  tombant  toutes  deux  ddf 
côtés  oppofës  à  ces  dernières ,  elles  font  négatives  ;  donc" 
pour  avoir  la  folution  qui  convient  à  ce  cas ,  il  n'y  a  autre* 
chofe  à  faire  que  de  fuppofer  c  8c  d  négatifs*  Or  ce  chan- 
gement n'en  produit  aucun  dans  l'équation',  où  entrent  4 
&  d9  c'eft~à-dire  ,  dans  l'équation  xytz\  cd;  donc  la  pfe 
ttière  hyperbole  doit  donner ,  par  fbn  ihterfefiion  M"  ,  la 
folution  de  ce  troifième  cas;  donc  P"M,f  eft  le  Cnus  dt 
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l'arc  cherché  dans  ce  troisième  cas;  cet  arc  eft  donc  ÉM'1; 
c*eft-à-diref  que  E M"  eA  le  tiers  de  EOEO\ 

Ainfi  la  même  conftruâion  qui  fert  à  trouver  le  tiers  d*un 
arc  donné  Ay  fert  auffi  k  trouver  le  tiers  de  i8o°  —  A, 
&  le  tiers  de  i8o°  +  A. 

On  peut  appliquer  ici  ce  que  nous  avons  dit  (406)  fur 
les  différentes  feâions  coniques  qu'on  peut  employer  pour, 
contraire  ,  en  combinant  à  volonté  les  deux   équations 
en  u  &  u 

A  regard  de  la  quatrième  interfeffion,  nous  avons  dit 
qu'elle  fe  faifoit  au  point  À y  ce  qui  eft  évident,  pwfqoe 
Uhyperbole  eft  aflujettie  à  pafler  par  le  point  A  %  qui  eft 
déterminé  en  faifant  tt  A  =  AB9  &  VCzz,  CB ,  ce  qui 
fait  voir  que  AK  =zAR  8c  g  A  =  RO;  donc  le  pointa 
appartient  à  la  circonférence*  Mais  il  ne  donne  point  une 
nouvelle  (blution  ;  puifqu'il  eft  connu ,  &  déterminé  par  des 
ctpéradons  indépendantes  des  équations  qui  ont  donné  la 
(blution. 

403.  Si  de  Péquation  %tu  +  et  zz  du,  trouvée  ri-deflhs, 
on  tire  la  valeur  de  t ,  pour  la  fubftituer  dans  l'équation 
u%  ■+•  **=  r%  qu'on  a  eue  en  même  temps ,  on  aura» 
après  avoir  mis  pour  c%  +  d* ,  fa  valeur  r* ,  tranfpofê  & 

réduit,  4«4-r-  4CU*  —  %**u%  —  4cr*u  —  ****  =  o,  ou 
4**  («+c)  —  $r*u  (»  +  c)  —  ci*  X  (»4-c)  =  o, 
qui  étant  divifé  par  *-+-<,  donne  4113  —  3/*»  —  cr*  =  o, 
équation  qui  doit  renfermer  les  trois  cas  que  nous  venons 
d'examiner:  elle  doit  donc  avoir  trois  racines;  or  h  conf- 
truâion fait  voir  que  u  a  en  eflet  trois  valeurs;  {avoir,  APê 
jiP*  &>  APu.i  &  ces  deux  dernières  tombant  de  côtés  op* 
pofês  à  la  première ,  on  voit  que  cène  équation  a  trots  ra- 
cines on  valeurs  de  u4  dont  deux  font  négatives  j  faydr 
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u  =  —  AF ,  u  a  —  -4P11,  &  la  troifième  pofitive, 
fa  voir  u  —  AP. 

404.  L'équation  41*'  —  jr*«—  crs  =  o,  ou  »'  —  *r*if 
—  £cr*  =  o,  eft  dans  le  cas  irréductible;  &  fes  racines 
étant  les  cofinus  de  \  EOf  }  (  180°  —  £0) ,  -}  (  r8o°  + 
£0),  on  peut  donc,  par  le  moyen  des  tables  des  finus, 
trouver  les  trois  racines  d'une  équation  du  troifième  degré  , 
dans  le  cas  irréductible  ,  par  une  approximation  fuffifame  & 
prompte  :  en  voici  la  méthode.  Représentons  toute  équa- 
tion du  troifième  degré  dans  le  cas  irréductible ,  par  l'équa- 
tion u*  —  pu  +  q  s:  o;  en  comparant  à  Féquation  ur  — 
\r*u  —  Jcr8  r:  o,  nous  aurons,  —  *r*  =  —  p%  & 

r  —  =  q ;  de  la  première  de  ces  deux  dernières  équations» 

on  tire  r  =  v  \p;  &  de  la  féconde ,  c  =  —  -2-*-.  RcpreV 

fentons  par  R  le  rayon  des  tables  ;  alors  nous  aurons  le 
cofinus  de  l'arc  £0,  tel  qu'il  eft  dans  les  tables,  fi  nous 
calculons  le  quatrième  terme  de  cette  proponton  r  :  c  ou 

V  îp  l  -"-  !!  R  l  à  un  quatrième  ternie;  ce  quatrième 
terme ,  favoir  *;  «  ,  étant  cherché  dans  les  tables,  daig- 
nera le  finus  du  complément  de  l'arc  EO  r  c'eft  pourquoi* 
ajoutant  90°  au  nombre  de  degrés  que  Ton  trouvera ,  ov 
au  contraire  retranchant  ce  nombre ,  de  90° ,  felon  que  q 
fera  pofitif  ou  négatif  dans  l'équation,  on  aura  l'arc  EO, 
que  je  repréfente  par  A;  on  cherchera  donc  dans  tes  même» 

tables  »  les  cofinus  des  trois  arc*  —  %  — — — & 

j  7  3  j 

■  *  °  T ;  &  pour  les  réduire  au  rayon  r,  on  muiti- 

pliera  chacun  par  -jj-  ,  c'eft-à-dtre ,  par  — J£- ,  puiique 
pour  y  réduire  par  exemple  cofi  —  pris  dans  Tes  tables  i 
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il  fout  faire  cette  proportion  g.  l  cof.  —  :  :  r  :  eft  a* 

cofinus  du  même  arc  dans  le  cercle  qui  a  pour  rayon  r, 
c'eft-à»dire ,  eft  à  AP  ou  u  ;  les  trois  valeurs  de  u  feront  donc 

U  ss  -  £?     coj.  — J-  ,  u  =  — £_  «>/.    ■     ■    ,  * 

U'  s;  J^-  «>/     lSo°  +  ^    ,  dans  lefqudles  il  faudra  ob- 

ferver  de  donner  le  figne  —  à  celles  dont  Tare  pafiera  90*. 
On  peut  faciliter  ces  opérations  par  le  moyen  des  loga- 
rithmes. 

405.  Propofons-nous  maintenant  cette  queftion  plus  gé- 
nérale que  celle  que  nous  avons  réfoluc  (174)*  T/m 
foint  D  (  fig.  65  )  donné  de  pofition  à  l'égard  du  deux  ligna 
AR>  AP  qui  font  entre  dits  un  angle  connu ,  mener  la  ligne 
DP  de  manière  que  fa  partit  interceptée  RP  fou  égaie  à  une 
Ugne  donnée* 

Du  point  D  menons  la  ligne  PS  perpendiculaire  à  AP 
prolongée,  &  la  ligne  DO  parallèle  à  AR;  menons  anffi 
du  point  R  la  ligne  RN  perpendiculaire  a  A  P.  Les  lignes 
DQ9  DS9  OS  &  AO  font  cenfées  connues,  tant  à  caufe 
que  la  pofition  du  point  D  eft  fuppoféç  connue ,  que  parce 
que  l'angle  RAP  ou  fon  fuppiément  RAN  égal  k  DOS 
eft  fuppofé  connu  ;  c'eft  pourquoi  nous  nommerons  D0f  r; 
DS ,  p;  OS,  q;  AO,  d9  &  la  ligne  à  laquelle  RP  doit 
^tre  égale,  cn  Enfin  nous  nommerons  u  &  t ,  les  inconnues 
AP  &  AR. 

Cela  pofy,  les  triangles  femblables  JPSO,  RNA  don- 
neront do  :  ps  :  :  ar  :  rn9  &  po  :  qs  ::  ar 

:  AN;  c'eft-à-dire,  r  l  p  :  :  1  :  Rfi  5=  ££-,  &  r  :  f 
î  :  1  ;  ^^T  ss  -Ç-  ,•  par  conféquent,  NP  zz -^~  +  «f 
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ér le  triangle  reâangle  £  AT,  dorme  RN  -f  ^?"  z$RP / 

c*eft- à-dire ,  -^ h  -^-^ 1-  00  4-  -£- —  :=  ce,  oi* 

(  à  caufe  que  p*  +  f *  =  r* ,  dans  le  triangle  réôàngW 
D50)  **  +  -ilïl  +  0*  =  ce.  •     .      , 

Mais  comme  nons  avons  deux  inconnues ,  il  nous  faut 
deux  équations:  or  les  triangles  femblables  DOP9  RAP 
donnent  DO  l  RA  ::  OP  :  ^P;  c'eft-à-dire,  r  \  tl\i 
+  b  î  »,  &  par  conséquent ,  ru  ==  r  </  +  0/.  Ce  font  là 
les  deux  équations  qu'il  faut  confiruire  pour  réfoudre  Ta  ques- 
tion. La  première  (  381  )  appartient  àl'ellipfe,  &  la  féconde 
k  l'hyperbole* 

a» 

Pour  confiruire  la  première ,  je  hâs  t  •+■  -^-  zn  y  $  ei$ 
opérant  comme  dans  les  exemple»  femblables-  ci-defliis,  j'au- 
rai, yy  —  ■  ***■" — \-  ua  ~  cc%  ou  F  à  caufe  que  — 

«fftftt        .  f  tt  —  aq  \  ppuu   T  . 

-i^—  +  00  =  (^ ^  J  00  =  -^— J  yy  +r 

^L  =  ce.  Je  fais  0  =  ^-  x  (38$);  &  j'ai  yy  + 

— ££ — ^-  =  ce,  ou  (parce  que  je  puis  fuppofcr  arbitrai- 
rement une  valeur  à  Tune  des  deux  indéterminées  /  &  0) 

£àfâm  /=r,  yyssec  —   FF**.  =  -££  f  Cfg"  —  **)» 

■'•'  an  8«   ^     pp  J* 

Comparant   à  l'équation   yy  =3 {iaa  —  **)  *  °H 

trouvera  que  les  deux  diamètres   conjugués  a  8c  b  font 


ac/i 


*  s ->  &  ^  rr  ic.  Déterminons  leur  pofition  &  1* 

valeur  de  n  ;  mais  pour  mieux  fèntir  Pufage  de  cette  cofcf- 
truéUon  t  concevons  auparavant ,  que  donnant  ruccef&ve-» 
ifcent  à  0  ou  AP  plufiturs  valeurs >  on  mène  parallèlement- 
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k  AR  9  les  lignes  PM  égales  aux  valeurs  correspondantes 
de  r ,  ce  qui  produira  la  courbe  dont  l'équation  nous  oc* 
cupe  aâuellement.  Ceh  poft  ,  ayant  pris  arbitrairement  A  K 
fur  ^P.&menéJTX  parallèle  à  PJIf,  ficquifokà^X:: 

f  :  r,  on  aura  QM  =  PM  +  PQ=:t  +  -*j- ,  à  caufe 

des  triangles  femblables  AKL  &  APQ;  donc  QM=zy; 
AQ  eft  donc  la  direâion  d'un  des  diamètres,  &  les  x 


vent  être  comptés  fur  ce  diamètre;  or  l'équation  uzs  — 
x  sz  —  * ,  eut  voir  que  les  x  commencent  en  même  temps 
que  les  «,  donc  les  x  font  AQ.  Cela  étant,  Téquanon 
u  =s  -^-,  devient  donc  AP  =  — — **  qui  donne 

*=    "A^    ou  JP:*Q.y.  r  -  «,c>eft-à-dire,^X 

;  AL  :  :  r  :  n  ;  or  comme  AK  eft  arbitraire,  on  peut  1e 
fuppofer  s=  r,  &  Ton  aura,  par  conséquent,  n  zs  jIL. 

Il  ne  s'agît  donc  plus  que  de  conftruire  (316)  une  d* 
b'pfc  dont  les  diamètres  conjugués  raflent  entre  eux  un  angle 
égal  à  AQM98c  dont  celui  qui  a  AQ  pour  direâion,  (bit 

=   — ,  &  l'autre  qui  a  AR  pour  direâion ,  (bit  =  a& 

Cette  ellipfe  fera  le  lieu  de  la  première  équation.  Mais  on 
peut  remarquer  en  paflant ,  que  cette  ellipfe  eft  précifément 
celle  que  décrirait  le  milieu  d'une  ligne  égale  à  iRP9  gGA 
fànt  le  long  des  côtés  AP,  AR;  c'eft  ce  dont  il  eft  aift 
de  fe  convaincre,  en  comparant  avec  la  folution  donnée 
(  397  )  &  y  fuppofant  g  =  h  ss  c.  Quand  l'angle  RAP 
eft  droit ,  l'eUipfe  devient  un  cercle  dont  le  rayon  eft  c 

Il  ne  refte  plus  qu'à  conftruire  la  féconde  équation  ru  =r 
dt  4-  •  *  ou  ru  —  k/  r=ii.  Or  felon  les  principes  pré- 
cédens,  je  fais  /•  —  *  =  /,  &  enfuite  «  +  <*=*',  ce  qui 
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Change  cette  éqtfction  en  xfy*  =3  rd;  équation  a  l'hyper- 
bole entre  fet  afymptotes.  On  prendra  donc,  en  vertu  de 
l'équation  r  —  r =y ,  far  A R  la  quantité  ATzzzr^z  OD 9 
c'eft-à-dire ,  que  par  le  point  D  on  tirera  DTV  parallèle  k 
AP\  alors  les  lignes  VM  feront  y'  en  les  comptant  de  V 
vers  A4,  c'eft-à-dire,  dans  un  fens  oppofé  à  PM ;  car 
FAf  =  P  V—  PMzzr  —  t,  donc  FM  5=  /.  Enfuite  f 
en  vertu  de  l'équation  u  +  d  =  **  ,  on  prendra  0-4  =  4, 
c'eft-à-dire,  qu'on  mènera  par  le  point  D  la  ligne  DO  pa- 
rallèle à  AT;  alors  les  lignes  DV  feront  *' ,  puifqu^ 
DV  =3  OP  =  0-4  +  -4P  =  d  +  u.  On  conftruira  donc 
(354)  entre  les  lignes  DO  8c  D  F  comme  afymptotes, 
une  hyperbole  qui  paffe  par  le  point  A ,  puifqu'on  a  *'/  =s 
rd^s  AOX  AT ;  cette  hyperbole  rencontrera  l'ellipfe  aux 
deux  points  M  8c  M,  par  lefquels  menant  M  R  &  M' R!  paral- 
lèles à  AP ,  on  aura  deux  points  R8c  Rf  par  lefquels  &  par 
le  point  D  tirant  DRP  8c  DP* R! ,  les  parties  Ptf  &  P^' 
interceptées  dans  les  angles  égaux  RAP9  R!APf  feront 
égales  à  la  ligne  c. 

Si  en  prolongeant  les  afymptotes ,  on  décrit  l'hyperbole 
oppofte  (fig.  66)  AtnA,M,f\  dans  le  cas  où  elle  rencon- 
trera  rellipfe,  elle  déterminera  deux  nouveaux  points  Mu  Mni 
par  lefquels  menant  des  parallèles  à  AP9  on  aura  fur  AT 
deux  nouveaux  points  Ru9Rnf  ,  par  lefquels  &  par  le 
point  D  tirant  deux  lignes  ,  les  pâmes  comprifes  dans 
l'angle  TAS  feront  auffi  égales  à  la  ligne  donnée  c.  Telle 
eft  en  général  la  manière  dont  on  doit  s'y  prendre  pour 
réfoudre  les  queftions  déterminées ,  qui  n'excéderont  pas  le 
quatrième  degré. 

406.  Si  l'on  avoit  réfolu  la  queftion  fans  employer  deux 
Inconnues,  on  pouiroh  néanmoins  faire  ufage  de  la  même 
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méthode ,  en  introduisant  une  nouvelle  inconnue.  Par  exempté V 
û  l'on  propofoit  de  trouver  un  cube  qui  fou  à  un  cube  connu 
a3  ,  dans  un  rapport  donné,  marqué  par  U  rapport  dt  m  à  n« 
En  nommant  u  le  côté  de  ce  cube ,  on  auroit  «3  :  a>  \  \  m  l  n9 
&  par  conféquent  nu*  —  ma*. 

Pour  conftruire  cette  équation,  je  fuppoferois  u*zzat; 
alors  l'équation  fe  changerait  en  natu  2=  ma} ,  ou  r«  =:  — , 
Je  conduirais  donc  la  parabole  qui  a  pour  équation  u*^zat% 
Se  l*hyperbole  qui  a  pour  équation  tu  s:  — ,  L/interfeo 
tion  de  ces  deux  courbes,  me  donnerait  les  valeurs  de 

»  &  t. 

Si  Ton  multiplie  par  u ,  Féquaûon  t  u  =  ^-  ,  &  qu'on 
y  fubAitue  de  nouveau ,  pour  u*  fa  valeur  a  t ,  on  aura 
ir  =  ,  ou  r  =:  —  w  ,  autre  équation  a  la  para- 
bole ,  que  Ton  peut  conflruire  conjointement  avec  l'équa- 
tion »*  z=  a  t.  On  peut  remarquer ,  en  paflant,  que  ces 
équations  font  les  mêmes  qu'on  auroit  en  cherchant  deux 

moyennes  proportionnelles  entre  a  &  —  ;  ainfi   on  peut 

conftruire  précifément  de  U  même  manière  qu'on  Ta 
fait  (  399  ). 

407.  L'équation  «1»3  -s  ma*  9  donne  0  =  1/  — -  >  on 

voit  donc  que  k  conftruftion  des  radicaux  cubes  fe  fait  par 
le  moyen  des  fecHons  coniques.  H  en  eft  de  même  des 
radicaux   quatrièmes  ,    lorfqu'ils    renferment  des  radicaux 

cubes  comme  t/(*7  l/*J*  )  >'  car  *'&  ne  renfèrmoient  que 
des  radicaux  quartés  comme  |/(4J V*b\%  ou  des 
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rationnelles ,  leur  confiruâion  fe  ramènerait  toujours  au 
cercle  ;  en  effet ,  en  prenant  une  moyenne  proportionnelle 

m  entre  a  8c  h,  on  aurait  \Zatm  ;  prenant  une  moyenne 

proportionnelle  n  entre  a  &  1»,  on  aurait  \/a*n*  ou  y/an9 
qui  exprime  une  moyenne  proportionnelle  entre  4  &  n* 

408.  Quand  l'équation  déterminée  aurait  un  plus  grand 
nombre  de  termes,  on  la  conftruiroit  toujours  d'une  ma- 
nière analogue  ;  par  exemple ,  fi  l'on  a  voit  u4  -\-  au)  + 
*lu%  +  <?*ri*  +  sa>  =SQ,  *,  f ,  r9s  étant  des  quantités 
connues  ;  en  fuppofant  u%  =  a t ,  on  aurait  *V  +  a% ut  "•* 
aqu*  -{-a*ru  +  jtf'zzo»  ou  *r*  +  *k*  +  tfw*  +  ar«-+- 
*aa  =  q  ,  équation  qui  appartient  à  une  feâion  conique  v 
conftruifant  donc  cette  équation  ,  &  l'équation  u*  =  a  t  5 
félon  les  principes  donnés  ci  -  devant ,  les  interférions  des 
deux  courbes  donneront  les  différentes  valeurs  de  jf. 

409.  Mais  en  introduHant  ainfi ,  arbitrairement',  une  nou- 
velle équation ,  il  peut  arriver ,  que  les  deux  courbes  ne  fe 
rencontrent  point,  quoique  la  queftion  qui  aura  donné  l'équa- 
tion ,  ait  une  ou  plufieurs  folutions  ;  c'eft  pourquoi ,  pour 
éviter  tout  embarras ,  nous  allons  expofer  un  procédé  qui 
a  lieu  également  pour  tous  les  degrés. 

Supposons ,  par  exemple  ?  quç  l'équation  foit  u*  —  au*  + 
pau  —  qa*  =  om9  on  fupppfera  u>  —  aif  +  pau  —  qa1 
zp  a%t ,  t  înarquaiu  une  indéterqiinée ,&4,/7,f,des 
nombres  ou  des  lignes  connues  ;  alors  fi  l'on  conçoit  qu'on 
donne  à  u  fucceffivement  plufieurs  valeurs  4P  »  AP ,  &c. 
(fig.  6;  ),  &  que  l'on  po.rte  (*)  les  valeurs  correfporidantes 
de  t  (qui  feront  faciles  à  avoir ,  puisque  t  ne  monte  qu'au 

(*)  En  obfervant  de  porter  I  celles  qui  fe  trouveront  avoir 
4ft  côte*  QffQ&s  d$i>xe  Af ,  I  des  fig«e$  contraires.  J 
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premier  degré  )  en  PM,  PM9  fous  un  angle  quelconque, 
que  pour  plus  de  (implicite  on  peut  fuppofer  droit,  il  en 
naîtra  une  courbe.  Or  pour  iàvoir  où  cette  courbe  ren- 
contre Taxe  AP ,  il  faut  fuppofer  iso,  ce  qui  donne 
u>  —  *u*  +  pau  —  a  =  o,  c'eft  à-dire,  l'équation  pro- 
pofée;  donc  les  difiances  A09  AO ,  AOf*  auxquelles  la 
courbe  rencontre  Taxe ,  feront  les  différentes  valeurs  de  a. 

Mais  fi  au  lieu  de  calcul ,  on  veut  une  conflruâion ,  ceb 
fera  fort  aifé  en  donnant  à  l'équation  ,  cette  forme  ,«  =  - 
—  — '  -f  *—  —  f  ;  or  la  conftruâion  de  chacun  des  termes 

^T^'^  ^  valcur  dc  u  donnée  a  ,*ocs' 
efi  facile  &  s'exécute  par  ce  qui  a  été  dit  (146). 

410.  Quand  il  entrera  plus  d'une  inconnue  dans  h  quef- 
ûon ,  on  pourra  ramener  la  confiruâîon  à  celle  que  nous 
venons  de  donner,  en  réduifant  toutes  les  inconnues  à  une 
feule ,  par  la  méthode  donnée  (  162  &  fuh.  ) 

411.  Si  la  queftion  eft  indéterminée,  &  que  bine  des 
deux  indéterminées  qui  entreront  dans  l'équation ,  ne  paflê 
pas  le  fécond  degré ,  on  pourra  toujours  conftrutre  Féqua» 
tion ,  a  quelque  degré  que  monte  l'autre  indéterminée ,  en 
donnant  à  cette  autre  indéterminée  des  valeurs  arbitraires , 
&  calculant  les  valeurs  correfpondantes  de  la  première  ; 
fàifànt  de  celles-là  les  abfchTes ,  &  de  celles-ci  les  ordon- 
nées d'une  rourbe.  Mais  fi  les  deux  indéterminées  paflênt 
toutes  deux  le  fécond  degré,  alors  il  faudra  pour  chaque 
valeur  que  l'on  donnera  à  une  des  indéterminées ,  trouver 
les  valeurs  de  l'autre ,  par  la  méthode  qu'on  vient  de  donner. 
Nous  n'entrerons  pas  dans  un  plus  grand  détail  fur  les 
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conflruâions  de  cette  dernière  efpéce  qu'on  rencontre  d'ailleurs 
affez  rarement. 

412.  Avant  de  terminer  cette  troifième  Partie ,  nous 
ferons  encore  remarquer  quelques  ufages  de  l'application  des 
équations  aux  courbes.  Puifque  toute  équation  à  une  fec- 
tion  conique  eft  toujours  du  fécond  degré ,  &  que  l'équa- 
tion la  plus  générale  de  ce  degré  peut  toujours  être  réduite 
à  cette  forme  if*  +  c»<  +  tu%  -\-ft  +  £tf  +  *  =  °»  il  s'en- 
fuit qu'on  peut  toujours  faire  paflèr  une  feâion  conique  par 
cinq  points  donnés,  pourvu  que  ces  points,  pris  trois  à 
trois,  ne  foient  pas  en  ligne  droite,  parce  qu'une  feâion 
conique  ne  peut  rencontrer  une  ligne  droite  en  plus  de  deux 
points. 

En  effet,  concevons  que  À,B  9C9D9E  (fig.  68  )  foient 
cinq  points  donnés  &  qui  aient  cette  condition  :  fi  l'on  rap- 
porte ces  cinq  points  à  la  ligne  AD  qui  joint  deux  d'entre 
eux  ,  en  menant  les  lignes  BF,  CH9  EG  fous  un  angle 
donné ,  ou  perpendiculaires  ï  AD ,  alors  les  diftances  AFf 
BF9AG9  GE9  AH,  HC,  AD,  qui  font  cenfées  connues» 
peuvent  être  regardées  comme  les  abfciffes  &  les  ordonnées 
d'une  ligne  courbe*  Or  je  dis  qu'on  peut  toujours  fuppofer 
que  cette  ligne  courbe  a  pour  équation  d?  +  eut  +  ««*  -f- 
ft-\-gu  +  A  =  o;  en  effet,  fi  l'on  nomme  AF9  m;  BF9 n; 
AG9m;  GE 9n  ;  AH9  m" ;  CH9n» ,  &  AD ,  »"'  ;  il 
eft  vifible  que  i°.  pour  le  pointa  on  aura  »  =  o,  &r  =  o, 
ce  qui  réduit  l'équation  à  h  =  o.  2°.  Pour  le  point  B  on 
aura  «  =  /»&*  =  »  ;cequi  change  l'équation  en  dm*  -f. 
cmn  +  en*+fm  +  g»=:o,  (àcaufeque  hzzo).  3°.Pour 
le  point  £,  on  aura  u  s=  ni  ,  t  ==  ri  ,  &  par  conféquent  * 
dni%-\-cmri  +*n'%  +/m'H-g/i'  =  o.  40.  Pour  le  point  Cf 
on  trouvera  de  même  dmn%  •+•  eml'n11  -f-  <»//m  +  fm11  -+* 
gnn  5s  0.  j°.  Enfin  pour  le  point  D  ou  *  ^  0  &  u  =  /*"', 
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on  aura  tni"1  •+■  fut"  =  o ,  oir  Amplement  t ni*  -f  /—  0* 
Or  ces  quatre  équations  renfermant  toutes  les  quantités  £,  c  ,/,g, 
au  premier  degrés  il  fera  facile  ,  par  le*  méthodes  de  la 
première  fe&on ,  d'en  avoir  les  valeurs  ;  alors  en  les  fubf» 
rimant  dans  l'équation  dt*  -\-cut-\-tu1  -{-ft-\-gu  -|-  à=zô# 
ou  plutôt  dans  l'équation  dt1  -\-cut-\-ti?  +  ft+gu=o  f 
(puifque  A=o),  on  aura  c,  eff*g  en  quantités  toutes 
connues ,  &  l'équation  fe  divifera  par  </.  U  fera  donc  alors 
facile  de  conftruire  la  courbe,  &  de  déterminer  fi  elle  eft 
ellipfe,  hyperbole ,  parabole ,  ou  cercle.  Si  Ton  ne  donnoh 
que  quatre  points ,  alors  un  des  coëfficiens  feroit  arbitraire  ; 
ce  qui  donne  lieu  d'impofer  arbitrairement  une  condition, 
&  deux  fi  l'on  ne  donne  que  trois  points ,  &  ainfi  de  fuite. 

On  diftingue  les1  lignes  par  le  degré  de  leur  équation. 
Ainfi  la  ligne  droite ,  dont  Féquatidn  n'eft  que  du  premier 
degré,  eft  ligne  du  premier  ordre.  Les  fe&ons  coniques 
font  les  lignes  du  fécond  ordre. 

On  voit  donc  qu'on  peut ,  par  la  même  méthode ,  dé- 
terminer l'équation  d'une  ligne  do  troifième  ordre ,  qu'oif 
affujetiirok  à  pafler  par  autant  de*  points  moins  un  que 
i'éqnation  générale  de  cet  ordre,  à* deux  indéterminées, 
peut  avoir  de  termes*  différais  ;  il  en  eft  de  même  dans 
les  ordres  fupérieurs. 

413.  Cette  mime  méthode  peut  fervir  à  lier  par  une  loi 
approchée  &.  Ample,  plufieurs  quantités  connues,  dont  la 
loi  feroit  ou  trop  compofée  ou  inconnue.  Suppofons,  par 
exemple  >  que  l'on  connoifie  trois  quantités  que  je  repréfente 
par  les  lignes  CB  ,  ED,  G  F  (fig,  69)  &  que  ces  quan- 
tités dépendent  de-  trois  autres  AB \  A'D>  AF*  Il  s'agit 
de  trouver  une  quantité  HZ  iatermidktfe  aux' première*, 
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ou  qui  en  foit  voifine,  &  qui  dérive  de  AH  de  h  même 
manière  que  CB9  ED9  &c.  dérivent  de  AB9  AD9  &c. 

On  peut  fatisfaire  a  cette  queflion  d'une  infinité  de  ma- 
nières différentes ,  en  prenant  une  équation  à  deux  indé- 
terminées u  &  t  qui  ait  au  moins  autant  de  termes  différens 
qu'il  y  a  de  quantités  telles  que  CB9ED9GF.  Mais  entre 
tous  ces  différens  moyens  celui  qui  donne  plus  de  facilité  , 
pour  les  différens  ufages  qu'on  peut  faire  de  cette  méthode  , 
eu  de  regarder  la  ligne  1H  comme  l'ordonnée ,  &  la  ligne 
AH  Comme  l'abfciffe  d'une  courbe  qui  paiferoit  par  les 
points  donnés  C9E,  G,  &c. ,  &  qui  auroit  pour  équation 
celle-ci ,  t  zza  +  bu  -\-  eu*  +  &c.  en  prenant  autant  de 
termes  que  Ton  a  de  quantités  ou  de  points  C ,  E  9  G  ; 
alors  fuppofant  ,   comme  ci-deffus,   que  u  valant  AB  9 
t  vaut  CB  ;  que  u  valant  AD ,  t  vaut  DE  ;  que  u  valant 
A  F 9  t  vaut  GE9  &  ainfi  de  fuite ,  on  aura  autant  adéqua- 
tions pour  déterminer  a9b ,c ,  &c.  qu'on  a  de  points.  Ayant» 
déterminé  les  valeurs  de  a  9  b ,  c ,  &c. ,  fi  on  les  fubffitue  dans 
l'équation  tzzza*\-bu-\-cu*9  &c.  on  aura  une  équation 
dans  laquelle  tout  fera  connu ,  excepté  u  &  r.  Si  donc  on 
met  pour  *,  la  difiance  connue  AH  qui  convient  à  la  quan- 
tité Hl  que  Ton  cherche,  alors  on  aura  la  valeur  corres- 
pondante de  t ,  c'eA-à-dire ,  HL 

On  voit  par-là  la  confirmation  de  ce  que  nous  avons 
dit  (  282  ).  En  effet ,  fi  Ton  vouloit  imiter  le  contour 
AB  CDEF  (fig.  70  )  ;  on  abaifferoit  d'un  certain  nombre. 
de  points  de  ce  contour,  des  perpendiculaires  fur  une  ligne 
déterminée  XZ9  puis  par  la  méthode  qu'on  vient  de  voir, 
on  détermineroit  l'équation  d'une  courbe  qui  pafferoit  par 
tous  ces  points ,  &  dans  laquelle  *  étant  au  premier  degré , 
14,  montât,  à.  110  degré  marqué  par  le  pombre  dfi  ces  points 
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moins  an  ;  alors  cette  équation  fervirott  à  déterminer  des 
perpendiculaires  intermédiaires  qui  approcheraient  d'autant 
plus  des  véritables,  qu'on  aura  pris  d'abord  un  plus  grand 
nombre  de  points  Af  Bf  C 9D ,  &c 

Appendice. 

414.  Nous  nous  étions  propofé  de  faire  entrer 
dans  ce  volume  plufieurs  autres  objets;  mais  pour 
ne  point  paffer  de  juftes  bornes,  nous  (bonnes  obligés 
de  les  renvoyer  au  fuivant.  Cependant ,  nous  pla- 
cerons encore  ici  quelques  proportions  dont  nous 
aurons  occafion  de  faire  ufage  par  la  fuite ,  &  dont 
quelques-unes  nous  ferviront  à  démontrer  la  règle 
que  nous  avons  donnée  {Giom.  361.  Quifi.  VI) 
pour  trouver  les  angles  d'un  triangle  fphérique  lorf- 
qu'on  en  connoît  les  trois  côtés* 

415.  Rappelons- nous  {Gtom.  184, 1S5  &  178) 
que  fi  a  &  b  repréfentent  deux  angles  ou  deux 

r  —     f       •    r\         £&•  *  cof.  b  4-  fin.  b  cof.  a 

arcs,  on  a  fin.  (<*+£)  = -*- ? 

&t   g         ■     f  \          cof.  a  cof.  b  —  fin.  «  fin.  b      ___ 
col.  (  a  +  b  )  = ,  ou 

(en  fuppofant  pour  plus  de  (implicite  que  r=i) 

i°.  fin,  (  a  +  b  )  =  fin.  a  cof.  b  +  fin.  b  cof.  a. 
l°.  cof.  (  a  -f-  b  )  =scof.tf  cof.  b  —  fin.  a  fin.  b. 
30.  fin.  (  a  —  b  )  =  fin.  a  cof.  b  —  fin.  b  cof.  *• 
4°.  cof.  (  a  —  b)  =a  coC  à  çof.  b  +  fin.  a  fin.  b. 

5°.  tang. 
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5°.  tang.  a  =  r**'  *   ===  c°^-  en  fuppofant  tou- 
jours le  rayon  =  1 ,  comme  nous  le  ferons  dorénavant. 

cof.  a 


6°é  côt.  a  = 


fin.  a' 


416.   Cela    pof<é,  fi  Ton   divife  la  valeur  de 
fin.  (  a  4*  b  )   par  celle  de  cof.  (*  +  £)»   oa 

»»  Sfcfl}  »  c*eft"  à ' dire  »  tanS«  («  +  O 

fin.  tf   ,   fin.  & 
fin.  4  cof.  £  4-  fin.  £  cof  a  ___  cof.  a    '    cof.  h  /  ^  .    i-    •/•  _A 

«s=  —7 r  l     c      / — î.  ^^  — 7 7 — i  C  en  aivilant 

cof.  a  cof.  0  —  un.  a  iin.  6  fin.  4  fin.  £  N- 

2  ••  —  " 

cof.  a  cof.  b 

le  fécond  membre ,  haut  &  bas ,  par  co£  a  cof.  £  )  ; 
donc  tang.  (*+*)=  ^z^+^d 

o     \       ■       /  1  — .  tang.  a  tang.  0 

Si  au  contraire  on  divîfe  la  valeur  de  cof.  (a-\-b) 
par  celle  de  fin*  ( a  +  b ) ,  on  aura ™ 'y*  ^^  ou 

(.  \  cof.  a  cof.  b  —  fin.  0  fin.  b  ^^        ^ 

*  +   *  )    —     fin*cof.*  +  fin.*cof.«     >     0U     eA 

divifant  haut  &  bas  par  fin.  a  cof.  b 

cof.  a  fin,  b 

t      -l_  A  —    fi"-  "    ~    co^  *    —  cot*  a  «—  tang.  b 
COt.  ^4  +  V 1     fin,  b   qqCI  1  +  cot.  a  tang»  b* 


Si  Ton  dlvife  de  même  la  valeur  de  fin,  (a  —  b  ) 
par  celle  de  cof,  (  a  «—  b  ) ,  &  celle  de  cof.  (a — b  )  par 
celle  de  fin.  (a  —  £),  on  aura ,  en  opérant  de  même^ 

tang.  («-  b) «  ^5^S£ ,  &  Cot.  (, -.*) 

cot.  a  4"  teng-  * 
1  —  cot.  a  tang.  £4 

Marine.  Alglbrt*  H  h 
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417.  Les  valeurs  de  fin.  (<*  +  £)  cof.  (<*  +  *), 
tang.  (a  +  b)  que  nous  venons  d'expofer,  peuvent 
fervir  à  trouver  facilement  les  finus  ,  cofinus  & 
tangentes  des  arcs  multiples  d'un  arc  donné ,  &  par 
conféquent  les  équations  qui  ferviroient  à  divifer  un 
angle  en  plufieurs  parties  égales.  Il  n'y  a  qu'à  fuppofer 
iuccefilvement  b—a^  —x  a ,  =  3  *  ;  &  ainfi  de 
fuite* 

.  Par  exemple  ,  en  fuppofant  b  =s  a ,  on  aura 
fin.  n  =  i  fin.  a cof.  a9  &  cof.  ia=z  cof.  a  cof.a — 
fin.  a  fin.  a  =:  cof.2  <z  —  fin.2  a  =  1  —  a  fin/  a, 
(  en  mettant  pour  cof.2  a  fa  valeur  1  —  fin.2  a  ). 
En  fuppofant  b  =  2  a ,  on  aura  fin.  3  *  =  fin.  a 
coC  iû  +  fin.  2  a  cof.  tf ,  &  cof.  3  a  =  cof.  2  4  cof.  4 
—  fin.  2  *  fin.  <z.  Or  les  deux  équations  précédentes 
donnent  les  valeurs  de  fin.  2  a  &  de  cof  2  a  ;  fi  donc 
on  les  fubftitue  dans  celles-ci ,  on  aura  les  valeurs  de 
fin.  3  a  &  cof.  3  4  exprimées  par  les  finus  &  cofinus 
de  Tare  fimple  a.  On  trouvera  de  même  celles  de 
fin.  4  a  &  cof.  4  *  ;  fin.  5  a  &  cofi  5  a ,  &  ainfi  de 
fuite.  On  s'y  prendra  de  même  pour  avoir  tang.  2  a9 
tang.  3  <* ,  &c.  ,  en  employant  la  formule  qui  donne 
tang.  (<*  +  £)>&  fuppofant  fucceffivement  b=a, 
=  2  *  =  &c. 

4 1 8.  Si  l'on  ajoute  enfemble  la  valeur  de  fin.  (a + b) 
&  celle  de  fin.  (<* — £),on  aura  fia.  (d+£)+fin. 
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(tf  —  £  )  =  2  fin.  a  cof.  b ,  &  par  conséquent 
fin.  a  cof.  £  =  £  fin.  (  a  +  A  )  •+•  \  fin.  (  a  —  b  ).  En 
ajoutant  pareillement  la  valeur  de  cof.  (*  +  ^) 
avec  celle  de  cof.  (  <x  —  b) ,  on  trouvera  2  cof.  <z 
cof.  A  =  cof.  (a  +  b)  +  cof.  (<*  —  £) ,  ou  cof.  a 
cof.  £  =  £  cof.  (  a  +  b  )  +  j  cof.  (  a  —  b  ).  Ait 
contraire  en  retranchant  la  valeur  de  cof.  {a  +  £) 
de  celle  de  cof.  (a  —  £)  on  trouvera  2  fin.  a  fin.  /? 
=  cof.  (  a  —  b  )  —  cof.  (  ^  +  b  ) ,  &  par  confé- 
quent  fin. afin. £=~ cof. (<* — A)  —  £cof.  (*  +  £)♦ 

4T9.  Sî Ton  fait  a+bz=  m&Ca  —  £  =  a, on  aura* 
en  ajoutant  &  retranchant ,  &  divifant  enfuite  par  2  , 
tf=^/w+^«,&*=:-î/n  — ^/ïjd'oùron  conclura  faci- 
lement des  dernières  formules  qu'on  vient  de  trouver  : 

■ 

i°.  fin. /w  +  fin.n  =  ifin.  (7 /72+^c)x  cof.  (î /»—£«)• 
1°. cof. m -f-cof. n = 2  cof. ( { m+ {n)  X  (cof. { m — £ 72)- 
3°.cof./2  —  coOw  =  2fin.(^/n-|r£7*)x  (fin^/B  —  £/*)* 

Toutes  ces  propofitions  nous  feront  très- utiles; 
on  voit  avec  quelle  facilité  elles  fè  trouvent  &  fë 
démontrent  par  le  calcul.  Nous  nous  bornerons ,  pour 
le  préfent ,  à  en  aire  voir  Y ufage  pour  la  démons- 
tration de  la  règle  donnée  (  Gcom.  361.  Quefl.  VI.  )» 

420.  Soit  donc  ABC  (jig.  7/  )  un  triangle  fphé- 
tique  %  A  D  un  arc  de   grand  cercle  %  abaiffé  de 

Hh  2 
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l'angle  A  perpendiculairement  fur  ïe  côté  oppofé 
B C :  prenons  fur  ce  même  côté  B £  =  5  A,  & 
ayant  imagifié  Tare  de  grand  cercle  A  E  ,  par  fon 
milieu  O  &  par  le  point  2?,  imaginons  auifi  l'arc 
de  grand  cercle  BO  >  qui  divifera  l'angle  A  B  C 
en  deux  parties  égales* 

Cela  pofé ,  dans  le  triangle  E  B  O  ,  on  aura 
(  Géométrie  3  49  )  en  fuppofant  le  rayon  =  1 , 
j  :  ûn.BE  owfm.AB  ::  fin.  OBE  ou  Cm.  ±  ABC 
:  fin.  O  E;  donc  fin.  O  E  ou  fin.  -AEz^.  fin.  AB 
X  fin  ~  ABC;  ou  ,  en  quarrant,  fin.1  £  -^£  =3 
(in.1  AB  x  fin.2  j  ABC;  or  nous  venons  de 
voir  (417)  que  cof.  iûssi-i  fin.*  rf,  ou, 
en  faifant  z  a  =  m ,  cof.  /»  =  1  —  z  fin.1  \  m  ; 
donc  fin.2  £  /w  :x  |;  —  l  cof.  ira ,  &  par  conféquent  on 
peut ,  au  lieu  de  fin.1  \AE,  mettre  {  —  £  cof.  ^  £; 
on  aura  donc  £  —  7  cof.  A  E  =  fin,1  ^1?  x 
fin.*  j  ABC  ;  or  (  Géométrie  357  )  on  a,  dans 
le  triangle  A  B  C  >  coi.  B  D  \  cof,  C  27  on 
cof.  (5C  —  5  2?)  ::  cof.  AB  :  cof.  ^C; 
c*efl>à-dire,  cof.  BD  :  cof,  5  C  cof.  5  2?  + 
fin,  5C  fin.  BD  ::  cof.  ^5  :  cof.  A  C\  &  par 
conféquent  cof.  B  2?  cof.  AC=  cof.  ^  5  cof.  B  C 
cof,  52?  +  cof.  AB  fin.  5C  fin,  BD>  d'où  l'on 

tire  fin,  2?  2)  zz -hcâHSTec « 

Par  le  même  principe,  on  aura  dans  le  triangle 
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B AE,  cof. BD:  cof.  DE  ou  cof.  (AB  —  BD) 
::  cof.  AB  :  cof.  AE;  c'eft-à-dire ,  cof.  BD  : 
cof.  A3  cof.BD  +  fm.ABGn.  BD  ::  cof.  AB  : 
cof.  AE  ;  donc  cof.  BD  cof.  AE  =3  cof.  .//2Ï 
cof.  ABcof.BD  +  cof.  ABfva.ABfai.BD, d'oh 

«         .       /•       D -,        cof.  BD  cof.  JE— col.*  AB  coi.  BD 

1  on  tire  fin.  52?  = coCâb^^âb S 

égalant  ces  deux  valeurs  de  fin.  BD ,  &  fup- 
primant  enfuite  le  faâeur  commun  *°f*  AB  on 
aura ,  après  les  opérations  ordinaires ,  cof.  AE  = 

fin.  AB  cof.  AC—  cof.  AB  fin.  ^^  cof.  BC+coï.*  AB  un.  B C 
'  fin.  BC  » 

fubftituant  cette  valeur  dans  l'équation  £  —  £  cof* 
-rf  JE  =  fin.2  ^5  fin.2   ^  ^5C  ,  on  aura  ±  — 

fin,  ^flcof.  ^C+  cof.  AB  fin.  AB  coi.  BC—  cof  ^£  fin.  ^C 

2  fin.  ^C 

s=  ûnSAB  fin.2f^BC;  chaffant  les  dénomina- 
teurs, &  mettant  enfuite  dans  fin.  BC — cof.2  AB 
fin.  BC  ou  fin.  £C  (  i  —  cof.2  AB),  au  lieu 
de  i  —  cof.*  ABy  fa  valeur  fin.*  A B  ,6t  divifant 
enfuite  par  fin.  AB,  on  aura  fin.  BC  fin.  ^5 

—  cof.  A  C  +  cof.  ^5  cof.  B  C  =  i  fin.  .4  5 
xfin.5C,fin.*i^5C;or(4i5)  cof.  ABco(.BC 
+  fin.  J&Cfin.  ^5  =  cof.  {BC—  AB);  donc 
cof.  {BC  —  AB)  —  cof.  AC=  i  fin:  ^  5  fin.  5C 
fin.1  i  i5C;  mais  (419)   cof.    (B  C  —  AB) 

—  cof.  AC  ==  afin.  (±AC+  \CB  —  ^£) 
fin.  ^AC-^BC+^AB)  qui  eft  la  même  chofe  que 
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*Gn.(lj4C+iBC+{AB-AB)ûn.(iAC+{BC+{AB—BC) 
ou  (en  nommant  S  la  fomme  des  trois  côtés) ,  la  même 
chofe  que  ifin.(^J  —  AB)xûn.  (  ±S  —  BC); 
donc  ifin.(£5  —  AB)x(m.(ïS  —  BC)  = 
2  fin.  AB  (in.  BC  (in.2  x-  ABC,  d'où  9  après  avoir  divifé 
par  1 ,  on  tire  fin,  AB  x  fin.  B  C  :  fin.  (f  £  —  AB  ) 
X  fin.  (^  —  BC)  ::  1  ou  r*  :  fin.2£^5C; 
ce  qui  donne  ,  en  employant  les  logarithmes ,  la 
règle  qu'il  s'agtflbit  de  démontrer. 


EXTRAIT  DES  REGISTRES 

DE   L'ACADÉMIE   DES    SCIENCES, 

Du  ii  Décembre  176 j. 

JVl.™  Duhamel  &  d'Alembert,  qui  avoient  été 
nommés  pour  examiner  la  troifième  Partit  du  Cours  de  Mathé», 
manques  à  Vufage  du  Gardes  du  Pavillon  &  de  la  Marine, 
par  M  Bézout,  en  ayant  fait  leur  rapport,  l'Académie 
a  jugé  cet  Ouvrage  digne  de  l'impreffion;  en  foi  de  quoi 
j'ai  (igné  le  préfent  Certificat.  A  Paris,  ce  11  Décembre  176c. 

Signé  Grand jean  de  Fovchy, 
Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences» 


De  rimprimeriede  Stoupe,  rue  de  la  Harpe. 
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